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Liebe L(o)eserin, lieber L(o)eser!

Die neuen Aufgaben warten auf Losungen. Nur Mut, auch wenn Du in Mathe keine ,,Eins” hast!
Die Aufgaben sind so gestaltet, dass Du zur Lésung nicht unbedingt den Mathe-Stoff der Schule
brauchst. Vielmehr wirst Du viel mathematische Fantasie und selbststandiges Denken brauchen,
aber auch Zahigkeit, Willen und Ausdauer.

Wichtig: Auch wer nur eine Aufgabe oder Teile einzelner Aufgaben l6sen kann, sollte teilnehmen;
denn auch dafiir kann es schon Punkte geben, was die Chancen auf den Gewinn eines Preises
verbessern kann. Denkt bei Euren Lésungen daran, auch den Lésungsweg anzugeben!

Fiir Schiiler/innen der Klassen 5-8 sind in erster Linie die Mathespielereien vorgesehen; auch
Schiiler/innen der Klasse 9 diirfen hier mitmachen, aber nur auf der Basis der halben Punktzahl.
Alle Schiiler, insbesondere aber jene der Klassen 9-13, kénnen Lésungen (mit Losungsweg!)
zu den Neuen Aufgaben abgeben. Punkte aus den Rubriken Computer-Fan, Mathematische
Entdeckungen und ,,Denkerchen” werden bei der Vergabe des Forscherpreises zugrunde gelegt.
(Beitrage zu verschiedenen Rubriken bitte auf verschiedenen Blattern.)

Einsende-(Abgabe-) Termin fiir Losungen ist der 31. Mai 2022.
Zuschriften bitte an folgende Anschrift:

Johannes Gutenberg-Universitat Tel.: 06131/3926107
Institut filr Mathematik Fax: 06131/3924389

Monoip-Redaktion
099 Mainz E-Mail: monoid®@mathematik.uni-mainz.de

Wir veréfFentIichea im Heft und auf unserer Internetseite von allen Loserinnen und Ldsern die
Namen, Schule, Klassenstufe und Punktzahl. Wir gehen davon aus, dass |hr damit einverstanden
seid, wenn |hr Losungen einreicht. Solltet |hr nicht einverstanden sein, dann notiert dies bitte
deutlich auf Euren Einsendungen. Spatestens nach den Monoip-Feiern werden Eure Einsendun-
gen vernichtet.

An folgenden Schulen gibt es betreuende Lehrer, bei denen lhr Eure Losungen abgeben konnt:
am Elisabeth-Langgdsser-Gymnasium Alzey bei Frau Susanne Liining, am Lina-Hilger-
Gymnasium Bad Kreuznach bei Frau Julia Gutzler, am Karolinen-Gymnasium Franken-
thal bei Frau Jasmin Haag, an der F-J-L-Gesamtschule Hadamar bei Herrn Matthias Gras-
se, am Frauenlob-Gymnasium Mainz bei Herrn Martin Mattheis, am Johanna-Geissmar-
Gymnasium in Mannheim bei Herrn Ulrich Wittekindtund am Gymnasium Nonnenwerth
in Remagen bei Herrn Helmut Meixner.

Wir bitten auch um neue Aufgaben, die Du selbst erstellt hast, um sie zu veroffentlichen. Diese
Aufgaben sollen aber nicht aus Biichern oder Aufgabensammlungen entnommen sein, sondern
Deiner eigenen Fantasie entspringen. Wiirde es Dich nicht einmal reizen, eine Aufgabe zu stellen,
deren Losung vorerst nur Du kennst?

Jedes Jahr findet gegen Ende November bzw. Anfang Dezember eine MoNnoip-Feier statt, in deren
Rahmen rund fiinfzig Preise an die erfolgreichsten Schiiler und Schiilerinnen vergeben werden.
Als besondere Preise gib es schon seit 1992 das ,,Goldene M* und seit 2015 den ,,Monoip-Fuchs®,
jeweils verbunden mit einem beachtlichen Geldbetrag.

Und nun wiinschen wir Euch viel Erfolg bei Eurer Mitar-
beit!

Die Redaktion
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Monoidale Knobelei
von Hartwig Fuchs

Es seien M und O die Langen der Katheten und
N die Lange der Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreiecks, dessen Flacheninhalt / so groB ist wie sein
halber Umfang D; ferner seien M, O, N, I, D ganze N
Zahlen. Diese fiinf Buchstaben seien zugleich nicht o
unbedingt verschiedene Ziffern, die den Buchstaben

des Wortes MonoID zugeordnet werden.

Welche 6-ziffrigen Zahlen ergeben sich so? (Es gibt

zwei Losungen.) M

Losung

Nach Voraussetzung sind

(1) D=3(M+ O+ N) < 10 und
(2) /:%M-O<10.

Daraus folgt mit D = I

3) M+ O+ N=M-0 <20.

Zunachst darf man Zahlenpaare (M, O) mit ungeraden M und O auBer Betracht
lassen, weil sonst / wegen Bedingung (2) keine ganze Zahl ist.

Der Fall M = 1 lasst sich ausschlieBen, da sonst O + N = 0 ware, was flr
N > 1 aber nicht moglich ist. Auch M = 2 nicht méglich, denn dann folgte aus
2+ 0+ N=2-0,dass N =20 —-2— 0O = O — 2 ware; da N aber die Lange
der Hypotenuse ist, muss N > O sein.

Also ist M > 3 und aus Symmetriegriinden (vertausche M und O in der Argu-
menatation) auch O > 3.

Es sei M = 3. Dann ist Bedingung (2) nur erfillt fir O =4 und O = 6.

Es sei M = 4. Dann gilt Bedingung (2) nur fir O = 3 und O = 4, denn fiir
O>5ist/>1.4.5=10.

Es sei M > 5. Die Bedingung (2) ist dann nur erfillbar fir O < 4; also ist
O = 3. Dann aber ist M = 6, weil dann M nicht ungerade sein darf.

Damit kommen nur die Paare (M, O) = (3,4), (3,6), (4,3), (4,4) und (6, 3) als
Losung in Frage. Im rechtwinkligen Dreieck gilt fiir die Paare (3, 6), (6, 3) sowie
fiir (4,4) — vergleiche die Figur: 32 +62 = N2 und N = /45 sowie 4% 4+ 4% = N?
und N = v/32. Dann ist aber N jeweils keine ganze Zahl. Fiir die Paare (3,4)
und (4, 3) dagegen gilt 32 + 42 = N? und N = 5.

Damit ergeben sich fir M, O, N, I, D die Werte M =3, O = 4 oder M = 4,
O = 3 und daraus folgt jeweils N =3, D =6 und | = 6.

Somit gilt: MonoiD = 34566 oder MonoiD = 43566.
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Hinweis: Die Aufgabe ist ohne Knobelei I6sbar, wenn man die Erzeugungsformeln fiir rechtwink-
lige Dreiecke kennt. Sie lauten mit unseren Bezeichnungen: M = 2xy, O = x?>—y? N = x>+ 2,
dabei sind x und y ganze Zahlen mit x > y > 0.

Damit erhalt man fir x =2, y =1, dass M =4, O =3, N =5 sind.

Durch Vertauschen von M und O erhdlt man die zweite Losung: M = 3, O = 4, N = 5.
Dagegen gilt bereits fir x =3 und y =1, dass M =6, O =8 und N > 9, namlich N = 10.

Ein Satz iliber Mittelpunktswinkel
und Peripheriewinkel

von Hartwig Fuchs

Es sei A ein Punkt eines Kreises mit Mittelpunkt M und Durchmesser BC.
Dann gilt:

(1) <AMC =2 - <ABC.

Beweis
Betrachte zunachst Figur 1 (am Ende des Artikels): Das Dreieck ABM ist gleich-
schenklig wegen |MA| = |MB|.
Daraus folgt:
<MAB = <ABM = <ABC.
Im Dreieck ABM gilt daher
<BMA = 180° — («MAB + <ABM) = 180° — 2<ABC.
Dann ist
<JAMC = 180° — <BMA = 180° — (180° — 2<ABC) = 2<ABC.

Eine Verallgemeinerung

Der Satz (1) gilt aber auch dann noch, wenn keine zwei der Punkte A, B, C
Endpunkte eines Durchmessers sind: Wenn die Punkte A, B und C auf einem
Kreis mit Mittelpunkt M liegen, dann gilt

(2) <AMC = 2<ABC.

Wegen (1) sei vorausgesetzt, dass weder AB noch AC noch BC ein Durchmesser
des Kreises sei.

Dann sind zwei Falle moglich:
1. Fall: M liegt im Innengebiet des Winkels <ABC;
2. Fall: M liegt im AuBengebiet des Winkels <ABC.
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Beweis von (2) ohne Worte

1. Fall: siehe Figur 2
2. Fall: siehe Figur 3

iA A A; C
B M C B *p B M °

Figur 1 _ Figur 3
Figur 2

Wo liegt der Fehler?

von Hartwig Fuchs

Wir zeigen: Fir jede reelle Zahl r gilt: r +1 = r.

Setze r+1 = x und 2r +1 = y. Aus (r + 1) = r?> + 2r + 1 folgt dann
x?> = r> + y und daher x> — y = r2. Durch Subtraktion von ry erhilt man
x>—y—ry =r>—ry. Wegen —y — ry = —yr ergibt sich mit der quadratischen

Erganzung %yz nun x> — yx + %y2 = r? — ry 4+ 1y? woraus folgt:

(1) (=)= ()"
Also ist

(2) x=3y=r—3y

und daher gilt x = r und somit r +1 = r.
Wo liegt der Fehler?

Losung

Bis zur Gleichung (1) sind alle Gleichungen korrekt.

Der Schritt (1) = (2) bedeutet radizieren. Beim Radizieren ist stets zu beach-
ten: Aus der Gleichheit zweier Quadratzahlen kann man nicht auf die Gleichheit
der nicht-quadratischen Zahlen schlieBen. Genau diese Regel hat man beim Uber-
gang von (1) zu (2) nicht beachtet. Ersetzt man namlich in Gleichung (1) die
Variable x durch r + 1 und y durch 2r + 1, so lautet

1)2 1)2
(+3)" = (=2)"
eine korrekte Gleichung, aus der aber nicht folgt: Wegen \/(%)2 = % und

(=32 =-1ist1=—-1.
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Die Dominanz der Ziffer 1

bei Potenzen von 2
von Hartwig Fuchs

An einem Sommertag saB Prof. Quaoar in seinem Garten unter einem Apfelbaum
und vertrieb sich die Zeit mit Spielereien auf dem Taschenrechner. Als er dabei
auch eine Kette aufeinanderfolgender Potenzen 2’ berechnete, fiel ihm sogleich
eine ihm bis dahin unbekannte mégliche GesetzmaBigkeit auf. Die folgende Liste,
in der E(2') die erste Ziffer (von links) der Dezimaldarstellung der Potenz 2’
bedeutet,

i |01 23456789 10 11 12
E@)/1 2 481361265 1 2 4
i [13 14 15 16 17 18 19 .. 50 51

E@)8 1 1 6 1 2 5 .. 1 2

fiilhrte ihn zu der Vermutung: Die Ziffernfolge E(2°), E(2!), E(2?), ... ist peri-
odisch mit der Periode 10, so dass also E(2/"1%) = E(2/) fir i = 0,1,2, ...
gilt.

Leider musste Prof. Quaoar schnell feststellen, dass seine Vermutung falsch war,
wie das Beispiel £(2°%) = 9 beweist.

Nach diesem Riickschlag wandte er sich der nun folgenden naheliegenden Frage
zu: Wie haufig kommt eine bestimmte Ziffer in der Folge £(2°), E(2!), E(2?), ...
vor? — Anders formuliert: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufallig
gewahlte Potenz 2’ die erste Ziffer E(2') = z hat fiir ein z mit 1 < z < 9?
Prof. Quaoar beschrankte sich zunachst auf den Fall z = 1.

Als Erstes bewies er drei Eigenschaften der Potenzen 2" mit E(2') = 1.
Zu jeder natiirlichen Zahl n > 1 gibt es stets eine Potenz 2/, fiir die gilt:

(1) 2’ hat in Dezimaldarstellung n Ziffern;

(2) fir die kleinste n-ziffrige Potenz 2 ist E(2') = 1;

(3) es gibt genau eine n-ziffrige Potenz 2" mit E(2') = 1.
Beweis von Behauptung (1) durch vollstandige Induktion:

Es gilt Behauptung (1) fiir n = 1, denn 2! ist eine einziffrige Zahl.

Behauptung (1) sei nun bewiesen fiir n; es gibt also eine n-ziffrige Potenz 2%,
Fiir 5 < £(2) < 9ist 5- 10" < 2k < 10-10"! und daher

10- 10"t < 2Kt <« 20. 10" L
fiir 3 < E(2K) < 4ist 3-10"1 < 2k < 5.10"! und daher
12-10" ! < 22 < 20 . 10" L,
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fiir E(2K) =2ist 2-10"! < 2k < 3.10""! und daher
16 - 10"t < 2k3 < 24. 10",

fiir E(2¢) = 1ist 107! < 2k < 2.10"! und daher 16-10""1 < 2k+4 < 32.10""1.
In den vier Fillen sind die Zahlen 2¢+1, 2k+2 2k+3 nd 2k+4 jeweils (k + 1)-ziffrig
— die Behauptung (1) gilt also auch fiir n + 1, womit Eigenschaft (1) fiir jedes
n > 1 gilt.

Nachweis von Behauptung (2):

Die kleinste n-ziffrige Potenz von 2 sei 2'. Ware nun E(2') > 2, dann ware
% .21 = 271 ejne n-ziffrige Potenz, die kleiner als 2 ist — ein Widerspruch. Es
gilt also Eigenschaft (2).

Nachweis von Behauptung (3):

Annahme: Es gibt zwei n-ziffrige Potenzen 2/ und 2% mit E(2') = E(2¥) =1
und 2" < 2k,

Dann ist 2 - 27 < 2% und aus 10”1 < 2/ folgt 2- 10”1 < 2.2/ < 2k, Daher ist
E(2%) # 1 — ein Widerspruch; es gilt Eigenschaft (3).

Nachdem er diese Eigenschaften hergeleitet hatte, bestimmte Prof. Quaoar fiir
jede endliche Menge M; = {2°,21,22 ... 2/} wobei i =0,1,2, ... sei, und dann
als nachstes fiir die unendliche Menge M = {2° 21,22 .} die Wahrscheinlich-
keiten P; bzw. die Wahrscheinlichkeit P, bei einer Zufallswahl eines Elements
aus M; bzw. aus M eine Potenz 2% mit E(2%) = 1 zu erhalten.

Das groBte Element 2 aus M; sei eine n-ziffrige Zahl. Wegen der Eigenschaft (3)
gibt es genau eine n-ziffrige Potenz in M; mit der ersten Ziffer 1. Die Wahr-
scheinlichkeit P;, eine dieser Potenzen zufallig aus M; zu wahlen, ist daher der
Quotient

~__ Anzahl der giinstigsten Falle — , . . o
(4) P = Anzahl der méglichen Falle — 7 firi=1,23,..und Pp = L.

Beispiel: Fiir i = 50 ist 2°° eine 16-ziffrige Zahl, also n = 16. Dann gilt
16

Pso = 0= 0,32.
Nun sei M die Menge, aus der man zufallig eine Potenz auswahlen will. Zur Be-
rechnung der Wahrscheinlichkeit P, dass sich dabei eine Potenz 2% mit £(2%) = 1
ergibt, geht Dr. Quaoar so vor: Jede n-ziffrige Zahl 2/, mit i > 0, kann in der
Form 2/ = a- 10" ! mit 1 < a < 10 geschrieben werden.
Dann ist log2' = i - log?2 und loga-10"! = loga+ (n — 1)*, sodass ilog?2 =
loga+ (n—1) und daher n = ilog2 + (1 — loga) mit 0 < loga < 1 ist.
Damit lautet dann die Wahrscheinlichkeit (4):

(4) P’:|0g2+% mit0<%§%ﬂir i=123,..und Py =1,

Mit log ist der Logarithmus zur Basis 10 gemeint.
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Wenn nun /i die nicht abbrechende Folge 0, 1, 2, ... durchlauft, dann erhalt man
damit auch die nicht abbrechenden Folgen My, My, M, ... und Py, Py, P>, ..., tiber
die man der Menge M bzw. der Wahrscheinlichkeit P beliebig nahe kommt —
kurz:

lim M; = M und |lim P; = P.

i—00 i—00
Nun ist
. . 1—loga . 1—loga
P = lim P;= lim (log2 + ——— | =log2 + lim ———.
1—00 1—00 ! 1—00 I/
Wegen
1—1 1
0< lim =22 < |im = =0
[—00 / I—00 |
gilt also

(5) Mit der Wahrscheinlichkeit P = log2 = 0,3010... hat eine zufallig aus der
Menge M = {20,222 .} gewahlte Potenz die erste Ziffer 1.

Prof. Quaoar war wohl etwas iiberrascht von seinem Ergebnis P = log 2, hatte
er doch anfangs spontan auf den Wert P = % getippt.

Aber wie es der Zufall wollte: Am Abend in seinem Arbeitszimmer fiel ihm
das Monoip-Heft 103 (September 2010) mit dem Artikel ,,Das Benfondsche
Gesetz" von Hans-Jirgen Schuh in die Hande. Und dort war seine Frage nach der
Wahrscheinlichkeit P (E (2") = z) — das steht kurz fur die Wahrscheinlichkeit,
dass eine Potenz 2% die erste Ziffer z hat —, firz = 1,2, 3, ..., 9 im allgemeineren
Zusammenhang des Benfordschen Gesetzes bereits gelost. Danach gilt:

(6) Firz=1,2,3,...9ist P(E (2¥) = z) = log (1 + 3);

ausfihrlicher:

z 1 2 3 4 5
P(E(2)=2z) | 0,301 0,176 0,125 0,097 0,079

z 6 7 8 9
P(E(2¥)=z) | 0,067 0,058 0,051 0,046

Die Tabelle zeigt eine deutliche Dominanz der Ziffer 1 unter den neun moglichen
Ziffern der ersten Ziffern der Potenzen 2/, wobei i = 0,1, 2, ...: mehr noch: sie
weicht insgesamt betrachtlich von den anschaulichen Erwartungen hinsichtlich
der Werte von P(E(2¥) = z) ab.
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Die besondere Aufgabe

von Hartwig Fuchs

In der Ebene seien vier Punkte A, B, C und D beliebig verteilt. Dann gibt es
stets ein Quadrat, auf dessen Seiten oder deren Verlangerungen die gegebenen
Punkte liegen. Zeige dies.

Losung

Figur 1
Q
AR c
D 2
Q Figur 2

- L 4 \ 4

AB C o ey T \ .

e Fall 1: Alle vier Punkte liegen auf einer Geraden g. Dann beweist jedes
Quadrat, von dem eine Seite in g liegt, die Behauptung (siehe Figur 1),

e Fall 2: Drei der vier Punkte liegen in einer Geraden g. Dann wird die Behaup-
tung von jedem Quadrat bewiesen, von dem eine Seite in g und eine zweite
Seite in einer Parallelen zu g durch den vierten Punkt liegt (siehe Figur 2).

Fall 3: Keine drei der gegebenen Punkte liegen in einer Geraden. Falls A, B,
C und D die Eckpunkte eines Quadrates sind, dann sind wir fertig. Deshalb
sei dieser Fall im Folgenden ausgeschlossen (siehe Figur 3).

Es sei g die Gerade durch die Punkte A und B und h sei die zu g orthogonale
Gerade durch C. Wir gehen im Folgenden ferner davon aus, dass D nicht auf h
liegt (dies kdnnen wir 0. B. d. A. annehmen, sonst tausche die Bezeichnungen
der Punkte geeignet).

Auf der Geraden h tragen wir von C aus eine Strecke der Lange AB ab — ihr
zweiter Endpunkt sei E. Wir verbinden E und D durch die Gerade k und
konstruieren die Parallele / zu k durch C sowie die Orthogonalen zu k durch
A, durch B und durch C.

Es seien P, @, R und S wie in der Abbildung bezeichnet. Dann ist das
Rechteck PQRS ein Quadrat, das die Behauptung beweist — es bleibt nur
noch zu zeigen, dass |PS| = |PQ)| ist.

Wir konstruieren als Hilfslinie die Strecke BG parallel zu h durch B.
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Mit den Bezeichnungen der Figur gilt ar = a7 und wegen a1+ 51 = an+ [, =
90° ist B, = (1. Nun ist ap + B> = B> + a3 = 90°, sodass ap, = 3 ist.

Weil nun a3 = ag, also ays = a7 ist, sind die Dreiecke ABG und CFE
kongruent, denn sie stimmen in ihren drei Winkeln sowie der Lange der Seite
AB und der Seite CE iiberein. Daraus folgt |CF| = |BG| und das Rechteck
PQRRS ist ein Quadrat.

Alternativer Losungsweg fiur Fall 3
von Marcel Gruner

L #omommee- .-~ Es sei g die Gerade durch die Punkte A und B
und h sei die zu g orthogonale Gerade durch C
o ! (wie oben).

Konstruiere nun die Parallele zu g durch den
Punkt D. Den Abstand der beiden Parallelen
bezeichnen wir mit d. AnschlieBend konstruiere
im selben Abstand d die Parallele zu h. Die vier
Geraden schlieBen ein Quadrat ein, welches die
Bedingung der Aufgabe erfiillt.

A B

Diese Konstruktion ist auch ohne Weiteres durchfihrbar, wenn D auf der Gera-
den h liegt. Dann gilt sogar: Jedes Quadrat, dessen eine Seite auf g und deren
benachbarte Seite auf h liegt, beweist die Behauptung.

¢ ¢ ¢ ¢

Mathematik ist eine Statte des Friedens,
ohne die ich nicht wusste,
wie ich weiterleben sollte. “

Bertrand Arthur William Russell
*18. Mai 1872, 12. Februar 1970;
britischer Philosoph und Mathematiker,
feiert dieses Jahr seinen 200. Geburtstag
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Zweitausendzweiundzwanzig

In romischen Zahlzeichen: MMXXII (sieht

noch etwas regelmaBiger aus)
Im Binarsystem: 111111001015,

Im Hexadezimalsystem: 7E62 .
Ein gutes neues Jahr!

Primfaktorzerlegung: 2 - 3 - 337

Wir wiinschen Euch alles Gute im Jahr 2022 — und allen Ldserinnen und Losern
natirlich viel Erfolg!

Mathematische Lese-Ecke

Lesetipps zur Mathematik
von Martin Mattheis

Marcus du Sautoy: Eine sehr kurze Einfiihrung in die Unendlichkeit
Der an der Universitat Oxford lehrende Mathematiker Marcus du Sautoy hat ein
neues popularwissenschaftliches Buch geschrieben. Im Gegensatz zu den bisheri-
gen ist — wie es bereits im Titel ausgedriickt wird — ,,Eine sehr kurze Einfiihrung
in die Unendlichkeit” mit 71 Seiten allerdings kurz geraten.

Da alles, was wir als Menschen in unserem taglichen Erleben wahrnehmen, nur
endlich ist, haben wir von jeher ein Problem darin die Unendlichkeit zu verste-
hen. Genau dabei will uns das Biichlein eine Hilfestellung bieten.

Die Reise in die Unendlichkeit, auf die der Autor die Leser mitnehmen mochte,
beginnt zunachst mit dem Zahlen mit natiirlichen Zahlen. Bei der Frage nach
den altesten Zeugnissen danach landet er bei einem ca. 37000 Jahre alten in
Siidafrika gefundenen Knochen mit 29 Einkerbungen. Der Weg geht weiter tiber
die Agypter, die Mayas, die Babylonier bis in unsere heutige Zeit.

Die Frage, wie man es schaffen kann immer schneller zu zahlen, bringt einige
nette Nebengedanken, (iber die an dieser Stelle nichts verraten werden soll, um
die Freude beim Lesen des Buches nicht zu verringern.

Da eine unendlich lange Reise auch miide machen kann, geht es mit den Ma-
thematikern Georg Cantor und David Hilbert als Gedankenexperiment in dessen
Hotel.

Nachdem der Autor erlautert hat, warum es genauso viele rationale Zahlen wie
natiirliche Zahlen gibt, fiihrt der weitere Weg in die Unendlichkeit zur irrationalen
Kreiszahl 7 und der ebenfalls irrationalen Zahl, die mit sich selbst multipliziert
2 ergibt.
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Da Marcus du Sautoy bewusst die Anzahl von Formeln im Text minimiert hat,
kann es an manchen Stellen hilfreich sein, beim Lesen Papier und Bleistift ne-
bendran liegen zu haben, um sich manches aufzuschreiben. Das gilt allerdings
fur fast alle Biicher zur Mathematik.

Fazit: Wer ausfihrliche und tiefere Erklarungen zu den Fragen der Unendlichkeit
sucht, den wird die ,sehr kurze Einfiihrung in die Unendlichkeit” enttauschen.
Wer jedoch einen kurzen Einstieg zu Fragen der Unendlichkeit sucht, der liegt
mit dem vorliegenden Buch vollkommen richtig und wird danach garantiert Lust
haben, sich noch mehr damit zu beschaftigen.

Gesamtbeurteilung: sehr gut ©©0

Angaben zum Buch

Marcus du Sautoy: Eine sehr kurze Einfiihrung in die Unendlichkeit, Miinchen
(C. H. Beck), 2022; ISBN 978-3-406-78329-6, 71 Seiten

Art des Buches: Sachbuch

Mathematisches Niveau: leicht verstandlich

Altersempfehlung: ab 11 Jahren

,Das Denkerchen*

von Horst Sewerin

Eines Morgens erzahlt Herr Pommer seiner Frau beim Friihstiick, was er in dieser
Nacht getraumt hatte: ,Ich wurde auf einen fremden Planeten geholt, um den
Riickgang der dortigen Apfelernte zu stoppen. Dort gibt es eine besondere Sorte
von Wiirmern, mit denen sich der Boden in den Plantagen verbessern lasst.
Diese Wiirmer wachsen gleichmaBig mit einer Rate von 10 cm pro Woche, aber
sie wachsen nach Erreichen von 10 cm Lange nicht weiter. Darliber hinaus kann
ein ausgewachsenes Exemplar dieser — librigens vollig schmerzunempfindlichen —
Tiere in zwei beliebig lange lebendige Wiirmer von der Gesamtlange 10 cm
zerschnitten werden, die dann wieder mit der gleichen Rate bis zur vollen Lange
wachsen konnen. Man gab mir den letzten auf diesem Planeten verbliebenen
Wurm und bat mich, innerhalb einer Woche 10 ausgewachsene Wiirmer fiir die
Plantagen zu ziichten.” — ,Und, konntest Du dem Planeten helfen?”, fragte Frau
Pommer ihren Mann. Er entgegnete: ,Ich weiB es nicht. Gerade als ich anfangen
wollte, bin ich aufgewacht!” Kann Herr Pommer den Auftrag erfiillen und die
Apfelernte auf dem Planeten retten? Die Antwort ist zu begriinden.

Hinweis: lhr konnt Eure Losungen bis zum 31. Mai 2022 einschicken; denn auch hier gibt es
Punkte zu ergattern, die bei der Vergabe des Forscherpreises eingehen.
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Losung der Aufgabe aus Heft 147

In Heft 147 stellten wir Euch folgende Aufgabe:

Nach den Sommerferien wollen Peter und Paul endlich wieder gemeinsam ins Ki-
no gehen. Diesmal schlagt Paul eine Wette vor; der Verlierer muss ja bekanntlich
fur beide den Eintritt zahlen. Paul hat auf die Riickseite eines Filmplakats die
Zahlen von 1 bis 221 geschrieben. Es ist noch viel leerer Platz auf dem Plakat.
»Eigentlich wollte ich ja die Zahlen von 1 bis 2021 aufschreiben”, erklart er Peter,
»aber die Wette funktioniert auch so. Wir streichen abwechselnd zwei beliebige
Zahlen auf dem Plakat und schreiben dafiir die Summe oder die Differenz der
beiden gestrichenen Zahlen hin. Wenn am Schluss deine Lieblingszahl 28 stehen
bleibt, lade ich dich ein — sonst ladst du mich ein.” Peter entgegnet: ,Da hast
du mir bis zum Ende zu viel Kontrolle, um die 28 zu verhindern. Lass mich die
letzten 50 Streichungen alleine machen und ich bin dabei." Paul stimmt nach
kurzem Uberlegen zu und erlaubt Peter, mit dem ersten Paar zu beginnen. Wer
kann die Wette gewinnen und wie muss er spielen?

Losung

Wir betrachten das Ersetzen zweier natiirlicher Zahlen durch ihre Summe oder
ihre Differenz unter dem Gesichtspunkt gerade/ungerade (g/u). Es gibt drei ver-
schiedene Moglichkeiten: g/g — g, g/u — u, u/u —g.

Dabei verringert sich die Anzahl ungerader Zahlen auf dem Plakat um O oder
um 2. Am Anfang sind 111 ungerade Zahlen aufgeschrieben, so dass die letzte
Zahl auf dem Plakat auf jeden Fall ungerade sein muss. Daher gewinnt Paul die
Wette, die man durchaus als unfair bezeichnen darf.

Eine richtige Bearbeitung wurde von Oscar Su eingesandt.

Peter hat bald begriffen, dass er sogar alle Zahlen hatte streichen kénnen, ohne
eine Chance auf den Gewinn zu haben. Also schlug er die gleiche Wette mit
den Zahlen von 1 bis 220 vor. Hat er jetzt eine Chance, dass seine Lieblingszahl
stehen bleibt? Aber das ist fast schon wieder eine neue Aufgabe.
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Mathematische Entdeckungen

Lauferecke

Bei meiner Mutter im Bad liegt ein Teppich wie im Bild.

Man kann sich fragen, wenn ein Laufer in der
linken unteren Ecke startet, wo landet er, wenn
er an den Wanden wie eine Billardkugel ab-
prallt?

Genauer: Ein Laufer kann auf einem Schach-
brett nur diagonal ziehen. Ist ein Laufer also
auf einem schwarzen Feld, bleibt er auf schwarz.
Gegeben sei ein Schachbrett mit Kantenlangen
n > 1und m > 1 und ein Laufer in der linken

unteren Ecke.
Diese Startecke bekomme die Bezeichnung 0 und die sei im Folgenden grund-

satzlich schwarz. Entgegen dem Uhrzeigersinn sollen die Ecken 0, 2, 3, 1 heiBen
(siehe Abbildung 2).

Wir lassen den Laufer in der Startecke starten 2 3
und soweit laufen, bis er an eine Randkante
stoBt. Dort verlasst er mit der anderen mog-
lichen Richtung die Kante wieder, bis er an die
nachste Kante stoBt, usw. (siehe nebenstehen-
de fiir das 7 x 5-Feld). Das Ganze endet in einer
Ecke. 0 1

Sei \y(n, m) die Ecke in der er landet. Aus Abbildung 2 entnehmen wir: \y(7,5) =
2. Zeichne Dir auf Karopapier den Weg des Laufers im n x m-Feld fiir einige
Paare (n, m).

Untersuche die folgenden Eigenschaften:
a) Was ist \y(n, n)?

b) Der Laufer endet nie in der Ecke 0. Warum?

c) Finde eine Symmetrie, also einen Zusammenhang von Ax(n, m) mit A\y(m, n).
)

d) Welchen Wert hat Ay(n, m) wenn n und m gerade sind? In welchen Féllen
ist die Bestimmung von Ay(n, m) noch einfach?

e) Bestimme die Eckennummer, in der der Laufer landet, in Abhangigkeit davon,
wie oft der Laufer die Wande oben/unten und rechts/links trifft, bevor er in
seiner Ecke landet.

(Stephan Rosebrock, Padagogische Hochschule Karlsruhe)
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Hinweis: Eure mathematischen Entdeckungen konnt lhr bis zum 31. Mai 2022 an die Monoib-
Redaktion einsenden, denn auch hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Eure Ergebnisse werden
jeweils im lbernachsten Heft erscheinen.

Losung der Aufgabe aus Heft 147

Im Heft 147 stellten wir euch folgende Aufgabe:

Eine Dreieckszahl erhalt man geometrisch so:

° o o
° o o e o o

° o o e o o e o o o

A AY) Aj Ay

oder algebraisch durch A, =1+2+ ...+ (n—1) + n,
Untersuche die Zahlenfolge N1, D11, D11, -

Losung

Mit dieser Aufgabe haben sich beschaftigt Oscar Su (Elisabeth-Langgasser-
Gymnasium, Alzey, Klasse 9), Lena Baumgartner (Staatliche Berufsschule, Alt-
otting, Kl. 10) und Paulina Herber (Gymnasium Oberursel, Kl. 12).

Oscar gibt zunachst ein Verfahren an, die Dreieckszahlen zu 1,, der n-stelligen
Zahl, deren Ziffern alle 1 sind, zu berechnen: Es gilt

n—1
; 10m-1 1,
Al =) 10" = 01— 50" -1
i=0

Mit Hilfe der Formel von GauB ergibt sich

110"—1 (10" —1 1, )
=5 ( 5 +1)_Tv(10_1)(10 +8)

:1?2(102"—%7-10”—8).

Ausgeschrieben sieht die Folge der Al(,) so aus:
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Alp) = 66

Alg) = 6216

Alyy = 617716

Alg) = 61732716

Al = 6172882716

Nl = 617284382716

Al = 61728399382716
Al = 6172839549382716
INTE 617283951049382716
Algy =  61728395066049382716
Algy = 6172839506216049382716
Algs) =  617283950617716049382716
Alpg = 61728395061732716049382716

Al = 617283950A1(,9)049382716

< palindromisch

< sub-palindromisch
< palindromisch

< sub-palindromisch
< palindromisch

< sub-palindromisch
< palindromisch

1 sub-palindromisch

Oscar beobachtet: A11, A1111, A111111 und A11111111 sind palindromisch,
bei allen anderen Al(,) sind die Werte sub-palindromisch. Das heiBt, dass in den
mittleren Stellen der Zahl keine Palindrome vorhanden sind, die duBeren Ziffern

aber Palindrome sind.

Diese sind bis zu 7 Ziffern lang. Ab Al(g) bzw. Al lauten diese Ziffern:

6172839...9382716

— Der nicht-palindromische Bereich ist ab Al(;;) regelmaBig, dieser lautet
50A1(,-9)04. Daher gibt es kleinere Al stets in groBeren Al(,).

Paulina schaut sich die Differenzen A1, — Al(,_1) an und entdeckt:

Aq11 — Aq1 = 66
Aqrr — A = 6216
AN11111 — Dq111 = 61115000
AN111111 — D11111 = 6111150000

Al(n) - Al(n_l) — 61(n_2)50(n_2),
wobei 0(,_2) fir n — 2 Nullen steht.
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Die Aufgabe fur den Computer-Fan

Laufer

Auf Seite 14 haben wir euch das Laufereckenproblem vorgestellt. Es ist hilfreich,
zur Erforschung ein kleines Programm zu schreiben, das den Gang des Laufers
auf seinem Schachbrett simuliert.
Schreibe ein Programm, das als Eingabe die SchachbrettgroBe n, m erhalt und
in dem du die Schritte des Laufers nachvollziehst. Der Laufer beginnt im Feld
1,1, geht dann nach 2,2 etc. bis er an eine Wand st6Bt. Entsprechend wird im
nachsten Schritt eine der beiden Koordinaten um eins kleiner statt groBer.
Die Ausgabe des Programms soll sein: Die Nummer der Ecke, in der er landet,
die Anzahl Schritte, die der Laufer gemacht hat und wie viele Felder er doppelt
besucht hat. Schicke diese drei Angaben fiir ein Schachbrett der GréBe 280 x 329.
(Stephan Rosebrock, Padagogische Hochschule Karlsruhe)

Hinweis: lhr konnt Eure Losungen bis zum 31. Mai 2022 einschicken; denn auch hier gibt
es Punkte zu ergattern, die bei der Vergabe des Forscherpreises eingehen. Ein eigenes Pro-
gramm solltet lhr als Textdatei und die Exe-Datei am besten , gezippt” als E-Mail-Anhang an
monoid@mathematik.uni-mainz.de einsenden.

Die Lésungen werden im (ibernachsten Heft erscheinen.

Losung der Computer-Aufgabe
aus Monoip 147

In Heft 147 stellten wir Euch folgende Aufgabe:

Untersuchung eines Kartenspiels

o =
~> =~

A4,
380

Verschiedene SET®-Karten, © AMIGO Spiel + Freizeit GmbH

Beim Spiel SET” gibt es 81 unterschiedliche Spielkarten. Auf einer Spielkarte
ist jeweils eines von drei Symbolen (Raute, Welle, Oval) abgebildet, und zwar
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entweder ein Mal, zwei Mal oder drei Mal. Alle Symbole einer Karte haben die-
selbe Farbe (Violett, Griin oder Rot) und dieselbe Fiillung (ungefillt, schraffiert
oder massiv gefiillt). Werden drei dieser Karten ausgewahlt, so bilden sie ein zu-
lassiges SET, falls sie in jeder der vier Eigenschaften entweder (ibereinstimmen
oder alle unterschiedlich sind. Dabei kénnen sie zum Beispiel in der Farbe (rot)
und der Form (Welle) iibereinstimmen, in der Anzahl jedoch nicht (es treten ein,
zwei und drei Symbole auf) und auch in der Fillung nicht (es treten gefiillte,
schraffierte und ungefiillte Symbole auf). Die drei rechten Karten in der obigen
Auslage bilden solch ein zulassiges SET.

Die Spielregeln sind einfach: Es werden zwolf Karten offen ausgelegt. Wer zuerst
ein SET findet, erhalt diese drei Karten und die Auslage wird erganzt. Wird kein
SET gefunden, werden weitere Karten ausgelegt, bis ein SET gefunden wird.
Die Spielerin oder der Spieler mit den meisten gewonnenen Karten gewinnt.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich in der ersten Auslage von zwolf
Karten bereits ein zulassiges SET?

Schreibe ein Programm, das fiir 1 000 000 zufallige Auslagen bestimmt, wie hau-
fig mindestens ein zulassiges SET in der Auslage liegt. Wie groB ist Dein Schatz-
wert fiir die Wahrscheinlichkeit? (Hinweis zum Uberpriifen Deines Ergebnisses:
Die Wahrscheinlichkeit ist groBer als 90 %, aber kleiner als 99 %.) (AcK)

Losung

Wir nummerieren die Karten von 0 bis 80 durch und schreiben sie dann im
Tertiarsystem mit vollen vier Stellen auf. Zum Beispiel ist 55 im Tertiarsystem
,2001" und 23 ist ,0212°. Wir stellen uns vor, dass die erste Ziffer die Farbe
kodiert (etwa Violett=0, Griin=1, Rot=2), die zweite Ziffer das Symbol (etwa
Welle=0, Raute=1, Oval=2), die dritte Ziffer die Fillung (etwa ungefillt=0,
schraffiert=1, gefiillt=2) und die vierte Ziffer die Anzahl der Symbole (minus
Eins). Fir eine Karte mit Nummer a seien ay, a,, a3, a5 die Tertiarziffern, also
a=27-a,+9-a +3-az+ a;. Haben wir drei Karten a, b, c, so liegt ein SET
vor, wenn fir jede Ziffer i = 1,2,3,4 gilt: a; = b; = ¢; oder a;, b;, ¢; sind alle
unterschiedlich, das heiBt: {a;, b;, ¢;} = {0,1,2}. Genau in diesen beiden Fallen
ist a; + b; + ¢; durch drei teilbar. Die Priifung, ob drei Karten ein SET bilden,
ist also einfach: Bilde die Tertiardarstellung und priife fiir jedes i, ob die Summe
der i-ten Ziffern durch drei teilbar ist.

Das Paket numpy liefert die Funktion numpy . random.permutation(n), die die
Elemente der Liste [0, ..., n-1] in eine zufallige Reihenfolge bringt. Dies
machen wir mit allen 81 Karten und priifen dann, ob in den ersten zwolf Karten
ein SET vorliegt, indem wir alle Tripel in den ersten zwolf Karten durchprobie-
ren. Dieser Versuch wird 1 000000 mal durchgefiihrt und die Anzahl der Erfolge
durch die Anzahl der Versuche geteilt. Dies ergibt den Schatzwert fiir die Wahr-
scheinlichkeit, dass unter den ersten zwolf aufgeckten Karten ein SET ist. Der
Wert ist ungefahr 96,8 %.
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Python-Code

import numpy as np

def tertiaer(k):
# Wandelt die Nummer einer Karte 0,..,80 in ihre
# Darstellung im Tertiaersystem
#(Ziffern 0, 1, 2 statt 0,..,9).
# Die vier Ziffern werden als Liste zurueckgegeben
1 = [k%3]
k = k//3
1 += [k%3]
k = k//3
1 += [k%3]
k = k//3
1 += [k%3]
return (1)
def pruefe_ob_set(kl,k2,k3):
# Ein set liegt vor, wenn ziffernweise im Tertiaersystem
# die Summe durch drei teilbar ist
# fuer jede der vier Ziffern.
11 = tertiaer(kl)
12 = tertiaer(k2)
13 = tertiaer(k3)
if ((11[01+12[0]+13[0]1)%3 '= 0):
return(False)
if ((11[11+12[11+13[1]1)%3 '= 0):
return(False)
if ((11[2]+12([2]+13[2])%3 != 0):
return(False)
if ((11[31+12([3]1+13[3]1)%3 !'= 0):
return (False)
return(True)
def set_vorhanden(k):
# Es werden alle geordneten Tripel von Karten
# ausgesucht und ueberprueft, ob sie ein SET
# bilden.
if (len(k)<3):
return(False)
for h in range(0,len(k)-2):
for i in range(h+1l,len(k)-1):
for j in range(i+1l,len(k)):
if pruefe_ob_set(k[h],k[i],k[j]):
return (True)
return(False)
def monte_carlo(anzahl_versuche,karten=12):
anzahl_erfolge=0
for i in range(0,anzahl_versuche):
# Das gesamte Kartendeck wird in eine
# zufaellige Reihenfolge gebracht.
k=np.random.permutation (81)
# Liegt unter den ersten "karten" Karten ein SET vor?
if set_vorhanden(k[:karten]):
anzahl_erfolge+=1
# Anteil der Versuche mit SETs wird zurueckgegeben
return(anzahl_erfolge/anzahl_versuche)
>>> monte_carlo (1000000,12)
0.967804

19
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Losungen der Mathespielereien
aus Monoip 148

Fir die jiingeren Schiler/innen der Klassen 5-8

|l. Letzte Ziffern von Dezimalbriichen

Die Zahlen 5% wobei n eine natiirliche Zahl ist, lassen sich jeweils mit endlichen
Dezimalbriichen darstellen, das heiBt die Darstellung bricht irgendwann ab und
es folgen ab einer bestimmten Stelle nach dem Komma nur noch Ziffern 0, die
aber nicht mehr notiert werden. Die Ziffer an der Stelle, bevor nur noch Ziffern 0
folgen, ist die letzte Ziffer.

Bestimme die letzte Ziffer...

a) der Zahl =rggr.
b) der Zahl 7.

c) der Zah| 512})81 + 52(1)21-
(MG)
Losung:
a) Wir berechnen zunachst &y = 0,2, 35 = 0,04, 75 = 0,008, 2 = 0,0016, 75 =
0,00032, = = 0,000064, ... Da jeweils durch die selbe Zahl 5 geteilt wird,
sehen wird, dass sich die letzten Ziffern mit der Periodenlange 4 wiederholen,

namlich 2, 4, 8, 6, ...

Da 1981 = 495 -4 + 1 ist, hat 51% dieselbe letzte Ziffer wie 5% namlich 2.

Alternative: Wir formen die Briiche wie folgt um:

1 2t o2t 2t
51 21.51  (2.5)1 10! 10’
122 22 22 4
52 22.52 (2.5)2 102 100
122 2 22 3
53 23.53  (2-5)3 103 1000’
1 2¢ 2 216
5% 24.54  (2.5)% 10 1000’
1 25 25 2% 32

55 25.55 (2.5 105 1000
Die Ziffern der Nachkommaentwicklung entsteht also durch 2er-Potenzen,
deren Endziffern sich mit der Periodenlange 4 wiederholen. Daher hat 51%

namlich die letzte Ziffer 2.

dieselbe letzte Ziffer wie 7,
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b) Da 2021 = 5054 + 1 ist, hat auch gy die letzte Ziffer 2.

c) Die Nachkommaentwicklung der Zahlen % erhalten bei jedem Schritt n —
n+ 1 jeweils eine Stelle mehr (dies wird besonders aus der Alternativldsung
der ersten Teilaufgabe deutlich). Daher ist die letzte Ziffer der Zahl 5l—égl+52—}m
dieselbe letzte Ziffer wie ﬁ namlich die Ziffer 2.

Il. Bauer Wilhelms Waage

In Bauer Wilhelms Hofladen fallt der elektrische Strom aus. Er holt deshalb statt
der sonst benutzten elektrischen Waage eine alte Balkenwaage.

Er weiB, dass auf der rechten Waagschale 10 % mehr Gewicht liegen muss als
auf der linken, wenn die Waage im Gleichgewicht sein soll.

Er hilft sich jetzt auf falsche Weise: wenn ein Kunde 2 kg Apfel kaufen will, so
legt er zunachst ein 1kg-Gewicht auf die linke Waagschale und Apfel auf die
rechte. Dann wiederholt er dies mit dem Gewicht rechts und den Apfeln links.

Ist dieses Verfahren wirklich gerecht?
(WJB)

Losung:

Zuerst braucht er 10 % mehr Apfel als 1 kg, also 1,1 kg. Bei der zweiten Wagung
muss 1 kg um 10% mehr sein als das Gewicht a der Apfel. Also a+a-1,1 = 1kg
das heiBt a = 1Tk1g ~ 0,909 kg.

Der Kunde erhalt also (1,1 + 0,909) kg = 2,009 kg Apfel, also 9 g zu viel.

I1l. Natiirliche Zahl gesucht
Wie heiBt die kleinste natiirliche Zahl x, fir die gilt: x > 1300 und x ist ein
Vielfaches von 5 und x hat die Quersumme 47 (H.F.)

Losung:
Alle Zahlen x, 1300 < x < 2000 haben eine Quersumme > 4. Somit ist x >

2000. Die Vielfachen von 5 sind 2000, 2005, 2010, ... In dieser Folge erfiillt
erstmals x = 2020 die vorgegebenen Bedingungen. Also ist x = 2020.

IV. Fragen zu Quadratzahlen
a) Zeige: 5n+ 3 ist fir kein n eine Quadratzahl.
b) Gibt es Quadratzahlen, die bei Division durch 15 den Rest 2 haben? (WJB)

Losung:
Die letzten Ziffern der Quadrate von Zahlen mit letzter Ziffer 0, 1, 2, 3, 4, ...,
Osind0,1,4,9,6,5 6,9, 4, 1.

a) Zahlen der Form 5n + 3 haben als letzte Ziffer 3 oder 8, kénnen also keine
Quadratzahlen sein.
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b) Ist n: 15 = m Rest 2, so heiBt das n = 15m + 2; damit ist die letzte Ziffer
2 oder 7. Es gibt also keine solchen Quadratzahlen.

V. Dreiecksflachen
Y/
In einem Koordinatensystem seien die Punkte O =
(0]0), A = (2022|2021) und B = (2020]2023) ge-

B geben. Betrachte nun das Dreieck A := OAB.
A Gilt fir den Flacheninhalt |A| des Dreiecks dann
4 |A| — 2021 < 2022 oder |A| — 2021 > 2022 oder
|A| — 2021 = 20227 (H.F.)

O /

Losung:
Es sei zunachst A = (b|c) und B = (ald) mit a < b und ¢ < d.

Dann sind |Aq| = 3bc, |As| = 3ad, und Y . .
29 = 4(b - 3)(d - ©) B
Daraus folgt fiir das Dreieck A . *id-c
2 1
[A] = bd — |Aa] = |Daf = [A4] A A
= bd — 1bc — Jad . :
— 2(bd — ad — bc + ac) A S
= 2bd — Jac. 5 " e

Mit den in der Aufgabe angegebenen Werten von a, b, c und d gilt |A|—2021 =
2022.

VI. Nicht nur zum Jahreswechsel 2021 /22
Es gilt

(2021 + 2021) + (2021 — 2021) + (2021 - 2021) + (2021 : 2021) = 20222,

Diese Gleichung gilt aber nicht zufallig, sondern auch fiir andere Jahreswechsel.
Begriinde dies und gib an, fir welche weiteren Jahreswechsel entsprechende
Gleichungen gelten. (MG)

Losung:
Wir rechnen allgemein mit x = 0 und erhalten
(x+x)+(x—x)+(x-x)+(x:x)=x*+2x+1=(x+1)°

Also ist die Gleichung kein Zufall und sie gilt fiir jeden Jahreswechsel — auBer fiir
den Jahreswechsel vom Jahr 1 v. Chr. (also dem Jahr —1) zum Jahr 1 n. Chr.
(also dem Jahr +1). Das Jahr 0, fiir welches die Gleichung mathematisch nicht
gilt, gab es ja bekanntlich nicht.
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Neue Mathespielereien
Fiir die jingeren Schiiler/innen der Klassen 5-8

Bitte immer einen Lésungsweg/eine Begriindung angeben.

Schiilerinnen und Schiiler der Klassenstufe 9 diirfen die Aufgaben ebenfalls l6sen, erhalten
aber nur halbe Punktzahl. Ab Klassenstufe 10 gibt es keine Punkte mehr.

Einsendeschluss: 31. Mai 2022.
Weitere Informationen auf Seite 2.

|l. Letzte Ziffer
Bestimme die letzte Ziffer von

20222022
(MG)

Il. Stefan Banach

Ein Mathematiker ist eine Person, die Analogien zwischen Satzen finden
kann; ein besserer Mathematiker ist jemand, der Analogien zwischen Be-
weisen erkennen kann und der beste Mathematiker kann Analogien zwischen
Theorien feststellen.

Der polnische Mathematiker Stefan Banach, vom dem obiges Zitat stammt,
wurde n Jahre alt im Jahr n?. Er starb am 31. August 1945 in Lemberg (dem
heute Ukrainischen Lwiw).

Wann wurde er geboren?

Hinweis: Die Aufgabe ist natirlich mathematisch zu lésen. Nachschauen in Lexika oder Enzy-
klopadien wird nicht als Losung akzeptiert. (MG)

l1l. Ist doch logo — oder?
In einer Nachrichtensendung® fiir Kinder und Jugendliche wurde zum Thema
Inflation Folgendes erklart:

Auch die Preise fur Lebensmittel, vor allem fiir Obst und Gemdise, sind
deutlich gestiegen. So kosten Tomaten zum Beispiel im Moment etwa
ein Funftel mehr als noch vor einem Monat. Das heiBt: Vor einem Mo-
nat hat man fiir einen bestimmten Betrag fiinf Tomaten bekommen,
wahrend es heute fiir das gleiche Geld nur noch vier Tomaten gibt.

Ist das korrekt? Begriinde Deine Antwort.
Hinweis: Wir akzeptieren die vereinfachte Annahme, dass jede Tomate gleich schwer ware. (MG)

* logo!, Sendung vom 13. Oktober 2021, bei ca. 3:37
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IV. Monoidale Knobelei

In jedes der leeren Felder soll je ein Buchstabe einge-
.. A M| OIN| O|I

tragen werden so, dass dann in jeder Zeile, in jeder

. . . @)
Spalte und in der Diagonalen von links oben nach 0
rechts unten jeder Buchstabe des Wortes MONOID
vorkommt.
Hinweis: Es gibt mehrere Lésungen. Es geniigt, wenn Du eine

angibst. (HF)

O 00000

V. Ziffern-Problem
Es sei n = 2™ mit positivem ganzen m eine 1000-ziffrige Zahl. Dann hat n

mindestens 101 gleiche Ziffern. Zeige dies. (H.F.)

V1. Flachen-Vergleich

Im gleichseitigen Dreieck ABC sei M ein belie-
biger Punkt im Inneren. Verbindet man M mit
A, B und C und zeichnet die Lote von M auf
die Seiten des Dreiecks, so erhalt man sechs
Teildreiecke.

Zeige: Die Flache der drei schraffierten Drei-
ecke ist so groB wie die Flache der drei nicht
schraffierten Dreiecke.

(gefunden H.F.)

VII. Logisches Puzzle
Von den folgenden fiinf Aussagen (iber positive ganze Zahlen x und y ist genau
eine Aussage falsch:

(1) x =2y +13.

(2) x + y ist ein Vielfaches von 3.

(3) x + 4y ist eine Primzahl.

(4) y ist ein Teiler von x + 3.

(5) x > 30.

Beantworte folgende Fragen:

a) Welche der fiinf Aussagen ist falsch?
b) Welches Zahlenpaar (x, y) erfillt die lbrigen vier Bedingungen?

(HF)
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Neue Aufgaben
Klassen 9-13

Bitte immer einen Lésungsweg/eine Begriindung angeben.

Auch jiingere Schiilerinnen und Schiiler dirfen teilnehmen und erhalten Punkte.
Einsendeschluss: 31. Mai 2022.

Weitere Informationen auf Seite 2.

Aufgabe 1289: Summenspiel mit Potenzen
a) Es sei
3™ 43"+ 3™ 437+ 3™ 437 4 3™ 4 37 4 3" = 920,
Bestimme den Exponenten m.
b) Es sei

4!7 +4n +4n +4n — 22022
Bestimme den Exponenten n.
(MG)

Aufgabe 1290: Maximaler Quader
Ein Quader mit Seitenlangen x,y,z und x + y + z = 12 soll so gewahlt wer-

den, dass sein Volumen moglichst groB ist. Finde die zugehorigen Seitenlangen.
(WJB)

Aufgabe 1291: Rechteck im Rechteck

Zeichne ein duBeres Rechteck mit den MaBen a = 10cm und b = 14 cm.

a) Konstruiere ein inneres Rechteck so, dass die Eckpunkte des inneren Recht-
ecks auf den Seiten des aduBeren Rechtecks liegen. Dabei soll der Flachen-
inhalt des inneren Rechtecks halb so groB sein wie der Flacheninhalt des
auBeren Rechtecks.

b) Welche MaBe hat das innere Rechteck?

Aufgabe 1292: Winkel zwischen Geraden

a) Zeige: Sind in der Ebene sechs oder mehr Punkte gegeben, von denen je
drei nicht auf einer Geraden liegen, so gibt es ein von drei dieser Punkte
gebildetes Dreieck, dessen groBter Winkel mindestens 120° betragt.

b) Zeige, dass die Behauptung aus Aufgabenteil a fiir fiinf Punkte nicht gilt.

c) Ist folgende Aussage richtig? Sind vier Geraden gegeben, von denen sich

nicht drei in einem Punkt schneiden, so hat mindestens eines der von ihnen
gebildeten Dreiecke einen Winkel von mindestens 120°. (WJB)
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Aufgabe 1293: Hohe im rechtwinkligen Dreieck
Im rechtwinkligen Dreieck ABC mit verschieden langen Katheten CA und CB

ist die Hohe h aus dem Eckpunkt C stets kiirzer als die halbe Hypotenuse.
Trifft das zu? (H.F.)

Aufgabe 1294: Kindergeburtstag
Anton und Berta sind Zwillinge und feiern ihren Geburtstag. Sie haben drei
weitere Geschwisterpaare eingeladen.

a) Fur ein Spiel stehen 13 Stiihle in einer Reihe. Wie viele Moglichkeiten gibt
es, die acht Kinder auf dieser Stuhlreihe zu platzieren, wenn zwei Geschwis-
terkinder stets nebeneinandersitzen und die Kinder innerhalb eines Geschwis-
terpaares auch noch ihre Platze tauschen?

b) Wie viele Méglichkeiten gibt es unter den obigen Bedingungen, wenn die 13
Stiihle im Kreis angeordnet sind?

(Christoph Sievert, Bornheim)

Aufgabe 1295: GroBter gemeinsamer Teiler
Wie heiBt der groBte gemeinsame Teiler von 2a® + 3a und 2a* + 5a? + 1, wobei
a eine beliebige ganze Zahl > 1 ist? (HF)

Geloste Aufgaben aus Monoip 148
Klassen 9-13

Aufgabe 1282: Teilbarkeit zum 40-jahrigen Jubilaum

a) Bestimme den groBten ganzzahligen Exponenten m so, dass 1981” ein Teiler
von 2021! ist.

b) Bestimme den groBten ganzzahligen Exponenten n so, dass 2021" ein Teiler
von 1981! ist.

(MG)

Losung:

a) Die Grindungsjahreszahl 1981 hat die Primfaktorzerlegung 1981 = 7 - 283.
Der Primfaktor 283 ist wegen 2021 : 283 &~ 7,1 genau siebenmal als Faktor
in 2021! enthalten.

Daher ist m = 7 der groBtmogliche Exponent.

b) Die Jahreszahl 2021 hat die Primfaktorzerlegung 2021 = 43 - 47.
Wegen 1981 : 47 =~ 42,2 ist n = 42 der groBtmogliche Exponent.
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Aufgabe 1283: Eine Ungleichung fiir rechtwinklige Dreiecke
Im rechtwinkligen Dreieck ABC mit Hypotenus AB sei M der Mittelpunkt der
Strecke AB. Dann gilt:

1 1
|ICM| < §|AC\ + §\BC|.
Zeige dies. (H.F.)
Losung:
Im rechtwinkligen Dreieck ABC ist M der Mittelpunkt eines Kreises durch die

Punkte A, B und C (Umkehrung des Satzes von Thales) und AB ist ein Durch-
messer dieses Kreises.

Daraus folgt:

IMA| = |MB| = |MC]| sowie |AB| = 2|MC]|.
Wegen der Dreiecksungleichung ist:

|AB| < |AC| + |BC|, also 2|MC| < |AC| + |BC

sodass

1 1
M| < SIAC| + 5 |BC].

Aufgabe 1284: Welche Zahl?

Welche zweistellige Zahl ist gleich der Summe aus ihrer Zehnerstelle und dem
Quadrat der Einerstelle? (WJB)

Losung:

Die Zahl sei xy, das heiBt 10x + y. Dann muss gelten: 10x + y = x + y2. Fassen
wir dies als quadratische Gleichung in y auf y?> — y — 9x = 0, so ist die Losung
y = % + %\/36x+ 1.

Also muss 36 + 1 eine Quadratzahl sein. Durchprobieren der moglichen Werte
von x =1,2,...,9 liefert 36 - 8 + 1 = 289 = 172 als einzige Losung. Es ist also
x=8und y = % + % - 17 = 9. Die gesamte Zahl ist also 89.
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Aufgabe 1285: Fiinf Lose

Zur Kundenbindung hat sich die Su-
permarktkette MERCATOR eine Aktion
uberlegt: Jeder Kunde erhalt bei jedem
Kauf ein Gliickslos. Die Supermarktkette
wirbt damit, dass jedes flinfte Los gewin-
ne.

Herr Emptor, der gerade im Supermarkt einkauft, iberlegt: ,Wenn ich fiinfmal
einkaufen gehe und dann fiinf Lose habe, dann miisste ich doch sicher gewinnen.”

a) Begriinde mit einer Rechnung, dass Herr Emptor sich irrt.

b) Wie viele Lose bendtigt Herr Emptor, damit er mit mindestens 90 %-iger
Wahrscheinlichkeit gewinnt?

(MG)

Losung:

a) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eines der fiinf Lose tat-
sachlich ein Gewinnlos ist:

P(X>1)=1-P(X=0)=1-0,8 =0,67232.
Die Wahrscheinlichkeit, dass Herr Emptor bei fiinf Losen gewinnt, betragt
also lediglich ungefahr 67,2 %.
b) Es soll gelten P(X > 1) > 0,9. Wir berechnen nun die dazu nétige Anzahl
Lose:
P(X>1)=1-08">0,9
<~— 0,8"<0,1
<= n-log0,8 <log0,1
log 0,1

log 0,8
Er benoétigt also mindestens elf Lose.

<— n> ~ 10,3.

Aufgabe 1286: Ein Zwei-Farben-Problem

Jeder Punkt der Ebene sei entweder rot oder blau gefarbt, aber nicht alle Punkte
seien gleich gefarbt.

Dann gibt es zu jeder positiven reellen Zahl a zwei gleichfarbige Punkte vom
Abstand a.

Trifft das zu? (H.F.)
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Losung:
y Angenommen, es gibt keine zwei gleichfar-
bigen Punkte P und Q mit |PQ| = a.
Seien nun P und @ zwei beliebige Punk-
rot und blau te vom Abstand a und sei zum Beispiel
P blau. Dann sind alle Punkte auf dem
Kreis um P mit Radius a rot — insbeson-
dere ist @ rot. Dann aber sind alle Punkte
blau  auf dem Kreis um @ mit Radius a blau.
Daraus folgt: Die Schnittpunkte der bei-
den Kreise sind sowohl blau als auch rot —
ein Widerspruch. Daher ist die Annahme
falsch und es gilt die Behauptung. (H.F.)

rot

rot und blau

Alternative Losung:
Lege ein gleichseitiges Deieck der Seitenlange a irgendwo in die gefarbte Ebene.
Dann liegen die drei Eckpunkte dieses gleichseitigen Dreiecks entweder auf drei
gleichfarbigen Punkten, also insbesondere auch auf zwei gleichfarbigen (und wir
sind fertig, denn zwei Eckpunkte des Dreiecks haben ja jeweils den Abstand a
zueinander) oder die drei Eckpunkte liegen auf unterschiedlich farbigen Punkten
der Ebene. Da fiir drei Punkte aber nur zwei Farben zur Verfligung stehen,
miissen von diesen drei Punkten doch zwei dieselbe Farbe haben (und der dritte
Punkt die andere Farbe). Diese zwei Punkte haben den Abstand a zueinander.
Q.e.d.
Bemerkung: Da wir das Dreieck beliebig in die Ebene legen konnen, es also
unendlich viele Positionen gibt, konnen wir die Aussage der Aufgabe sogar noch
verbessern: Es gibt unter den gemachten Vorausetzungen zu jeder reellen Zahl a
unendlich viele gleichfarbige Punktepaare vom Abstand a. (MG)

Aufgabe 1287: Losungen eines Gleichungssystems
Gib fir alle Paare (a, b) von reellen Zahlen jeweils alle Lésungen fiir x und y
des Gleichungssystems

xX—y=a
x> —y*=b
an. (gefunden WJIB)
Losung:

e Wir betrachten zunachst den Fall a = 0. Dann gilt wegen x — y = 0, dass
auch b=x*>—y?>=(x+y)(x—y)=(x+y)-0=0 und schlieBlich b =0
sein muss.

Ist aber b # 0, so hat das Gleichungssystem keine Losung und die Lésungs-
menge ist leer.
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e Sind a =0 und b = 0, dann gilt wegen x — y = 0, dass x = y ist (womit
auch x? — y2 = 0 erfiillt ist).
Also ist jedes Paar reeller Zahlen (x, y) mit y = x, also jedes Paar (x, x),
Loésung des Gleichungssystems.

e Sei nun a # 0. Wegen x> — y? = (x + y)(x — y) reduziert sich das Glei-
chungssystem zu

X—y=a
x+y:§.

Die beiden Gleichungen addieren wir einmal und subtrahieren wir einmal und
erhalten

2x = a+ g
2y = [3’ — a.
Nach Division durch 2 erhalten wir die Losungen des Gleichungssystems,
namlich
a?+b od b — a
X = u =
2a Y 2a
Also sind die Paare reeller Zahlen (% b;f) Losungen des Gleichungssys-
tems.
(nach WJB)
Aufgabe 1288: Zum Abschluss des Jahres
Zeige: Fir jede natirliche Zahl n > 2 gilt
2"+ 0"+ 2"+ 1" < 37
Fir welche natirlichen Zahlen n gilt dabei das Gleichheitszeichen? (HF)
Losung:
Wir schreiben kurz T :=2"4+0"4+2"+1"=2-2"+ 1.
Damit ist
T 2" 1
——92.Z 4=
3n 3n *

Es gelten 2.5 <2+ g=gund 5; < g, sodass 3 =2 H+ 5 < g+
Daraus folgt

2"4+0"+2"+1"=T <1-3"=3".
Fir n = 2 gilt sogar 22 + 0> +224+12=4+0+4+1 =9 = 32, also das

Gleichheitszeichen. Fiir alle anderen n > 2 gilt hingegen T =2"4+0"+2"+1" <
3", denn dann gelten im obigen Beweis der Ungleichung jeweils < statt <.
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Losungen des
Bundeswettbewerbs Mathematik 2022
Runde 1

von Stefan Kermer und Volker Priebe

Aufgabe 1

Finf Eichhornchen haben zusammen einen Vorrat von 2022 Niissen. Am ersten
Tag kommen zwei Nisse hinzu, am zweiten Tag vier Nisse, am dritten sechs
Niisse und so weiter, das heiBt an jedem weiteren Tag kommen jeweils zwei Niisse
mehr hinzu als am Tag zuvor. Am Ende irgendeines Tages teilen die Eichhérnchen
den Vorrat untereinander auf. Ist es moglich, dass dabei alle gleich viele Niisse
erhalten und keine Nuss (ibrigbleibt?

Anmerkung: Die Niisse bleiben beim Verteilen ganz. Die Richtigkeit des Ergebnisses ist zu

beweisen.

Losung:

Nein, das ist nicht moglich, weil die Anzahl der Nisse im Vorrat am Ende keines
Tages ein Vielfaches von 5 ist.

Erster Bewelis:

Wir betrachten die Einerziffern zweier Anzahlen am k-ten Tag fir kK > 0. Mit
Vorrat" bezeichnen wir die Einerziffer der Anzahl der Niisse, die sich am Ende
des k-ten Tages im Vorrat befinden; am Ende des 0O-ten Tages sind dies 2022
Nusse. Mit ,,Zuwachs" bezeichnen wir die Einerziffer der Anzahl der Niisse,
die am k-ten Tag zum Vorrat hinzukommen. Nach Aufgabenstellung ist diese
Einerziffer O fir k = 0 und 2 fir kK = 1; weil an jedem weiteren Tag jeweils zwei
Niisse mehr hinzukommen als am Tag zuvor, durchlauft diese Einerziffer an den
direkt folgenden Tagen die Ziffern 4, 6, 8, 0, um ab kK = 6 an direkt aufeinander
folgenden Tagen die Ziffernfolge 2, 4, 6, 8, 0 periodisch zu durchlaufen. Die
Einerziffer ,Vorrat" am Tag k, fir k > 1, ergibt sich aus der Summe, wenn die
Einerziffer ,Vorrat" am Tag k —1 und die Einerziffer ,,Zuwachs"” am Tag addiert
werden; siehe Tabelle.

Tag k 0/1/2|3|4|5|6|7
Einerziffer Zuwachs |0 |2 |4 (6|8 |0|2 |4
Einerziffer Vorrat |24 (84|22 |4 |8

Weil die Einerziffer ,Vorrat" fir k = 5 wieder 2 betragt (wie fir k = 0) und die
Einerziffer ,,Zuwachs” ab k = 1 dieselbe Ziffernfolge wie ab periodisch durch-
lauft, wiederholt sich fir die Einerziffer ,Vorrat” die Ziffernfolge 2, 4, 8, 4, 2
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periodisch. Diese Ziffernfolge enthalt weder die Einerziffer 0 noch die Einerzif-
fer 5; dies bedeutet, dass die Anzahl der Niisse im Vorrat am Ende keines Tages
ein Vielfaches von b ist. U]

Zweiter Beweis:

Aus der Aufgabenstellung folgt induktiv fiir k > 1, dass am k-ten Tag 2% Niisse
zum Vorrat hinzukommen, der Vorrat also am Ende des k-ten Tages 2022+ 2 +
4+8+---+2k=2022+2-(1+2+3+4+---+ k) =2022+ k- (k+1) Nisse
umfasst, wobei wir am Ende der Gleichungskette die GauBsche Summenformel
verwandt haben.

Wir betrachten die Reste modulo 5 des Terms 2022 + k - (k + 1) fir k > 1 in
Abhangigkeit von k(mod 5); es ist 2022 = 2(mod 5).

k(mod 5) 0[1[2[3]4
k- (k+ 1)(mod 5)
(2022 + k- (k+1))(mod 5) [2 |43 ] 42

o
N
—_
N
(@)

Fir kein k > 1 gilt also, dass 2022 + k - (k + 1) = 0(mod 5); die Anzahl der
Nisse im Vorrat ist also nie ein Vielfaches von 5. ]

Aufgabe 2

Eva zeichnet zunachst ein gleichseitiges Dreieck und seine Hohen. In einem ers-
ten Schritt zeichnet sie dann das Mittendreieck des gleichseitigen Dreiecks ein,
im zweiten Schritt das Mittendreieck dieses Mittendreiecks und so weiter. Nach
jedem Schritt zahlt Eva alle Dreiecke, deren Seiten vollstandig auf gezeichneten
Strecken liegen. Wie viele Mittendreiecke muss sie mindestens eingezeichnet ha-
ben, damit die Figur mehr als 2022 solche Dreiecke enthalt?

Hinweise: Das Mittendreieck eines Dreiecks besteht aus den Verbindungsstrecken der Mittel-
punkte der Seiten. Vor dem Einzeichnen des ersten Mittendreiecks findet man mehr als 6 solche
Dreiecke.

Anmerkung: Die Richtigkeit des Ergebnisses ist zu beweisen.

Behauptung:

Eva muss mindestens 65 Mittendreiecke eingezeichnet haben, damit die Figur
mehr als 2022 Dreiecke enthalt, deren Seiten vollstandig auf gezeichneten Stre-
cken liegen.
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Beweis:

Die Seiten der von Eva gezahlten Dreiecke lie-
gen stets auf Seiten des urspriinglichen gleich-
seitigen Dreiecks, auf Seiten der Mittendreiecke
(sie verlaufen jeweils parallel zu einer Seite des
urspriinglichen Dreiecks) oder auf den Héhen.
Je zwei dieser gezeichneten Strecken konnen
sich in einem Winkel mit MaB 30°, 60°, 90°,
120° oder 150° schneiden. Das bestimmt die
moglichen Innenwinkel der von Eva gezahlten
Dreiecke.

Skizze 2.1: Figur nach dem
Zeichnen von drei Mittendreiecken

Weil 180° — 150° = 30°, was nicht in zwei weitere zulassige WinkelmaBe aufge-
teilt werden kann, hat kein Dreieck, dessen Seiten vollstandig auf gezeichneten
Strecken liegt, einen Innenwinkel mit MaB 150°. Die jeweils groBten Innenwin-
kel der von Eva gezahlten Dreiecke messen also 60°(das sind also gleichseitige
Dreiecke), 90°(rechtwinklige Dreiecke) oder 120°(stumpfwinklige gleichschenk-
lige Dreiecke).

Wir bezeichnen fiir die Figur nach dem Zeichnen von n Mittendreiecken, n > 0,
mit D, die Anzahl von Dreiecken, deren Seiten vollstindig auf gezeichneten
Strecken liegen.

Skizze 2.2: Figur bei n = 0 (links) bzw. n = 1 (mittig und rechts)

Fir n = 0 stellen wir mit Hilfe des linken Dreiecks in Skizze 2.2 fest, dass mit
einem urspriinglichen gleichseitigen Dreieck, mit den je sechs zum roten bzw.
weiBen Dreieck kongruenten rechtwinkligen Dreiecken und mit den drei zum
blauen Dreieck kongruenten stumpfwinkligen gleichschenkligen Dreiecken

Dy=1+6-2+3=16 (2.1)

gilt. Fir n = 1 bestehen die Dy bislang gezahlten Dreiecke weiter fort, und es
kommen durch die Seiten des Mittendreiecks neue Dreiecke hinzu, deren Seiten
vollstandig auf gezeichneten Strecken liegen. Mit Hilfe der Dreiecke mittig und
rechts in Skizze 2.2 erkennen wir, dass Eva bislang
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e bei den gleichseitigen Dreiecken das eine Mittendreieck und die drei zum
griinen Dreieck kongruenten Dreiecke, also insgesamt vier gleichseitige Drei-
ecke,

e bei den rechtwinkligen Dreiecken die je sechs zum roten bzw. weien Dreieck
kongruenten Dreiecken und die sechs zum orangfarbenen Dreieck kongruen-
ten Dreiecke, also insgesamt 3 - 6 = 18 rechtwinkligen Dreiecke,

e und bei den stumpfwinklig gleichschenkligen Dreiecken die drei zum blauen
Dreieck kongruenten Dreiecke und die sechs zum braunen Dreieck kongruen-
ten Dreiecke, also insgesamt neun stumpfwinklig gleichschenklige Dreiecke,

nicht gezahlt hat. Das bedeutet
Dy =Dy+4+18+9 = Dy + 31. (2.2)

Auch nach dem Zeichnen des n-ten Mittendreiecks, n > 2, bestehen alle D,_;
bislang von Eva gezahlten Dreiecke fort; neu hinzukommende Dreiecke miissen
mindestens teilweise eine der Seiten des n-ten Mittendreiecks enthalten. Diese
(Teil-)Seiten verlaufen alle vollstandig im (n — 1)-ten Mittendreieck, namlich
zwischen zwei HohenfuBpunkten im (n — 1)-ten Mittendreiecks oder zwischen
einem dieser HohenfuBpunkte und einem HohenfuBpunkt des n-ten Mittendrei-
ecks. Eine dieser (Teil-)Seiten s und ein HoéhenfuBpunkt H des (n — 1)-ten
Mittendreiecks, in dem s endet, seien beliebig gewahlt. Uber H hinaus lasst sich
s nicht gerade durch eine bereits gezeichnete Strecke fortsetzen, und mit der
Fortsetzung der Hohe durch H, die auBerhalb des (n — 1)-ten Mittendreiecks
verlauft, bildet s einen Winkel mit MaB 60° + 90° = 150°; hieraus kann sich
nach der einleitenden Beobachtung kein zu zahlendes Dreieck ergeben. Damit
konnen neue Dreiecke nur im (n — 1)-ten Mittendreieck entstehen, und die Si-
tuation fiir n > 2 ist analog zum Fall n = 1; vergleiche Skizze 2.3.

Skizze 2.3: Figur bei n =2

Damit gilt allgemein analog zu (2.2)
D,=D,_1+ 31 firn>1. (2.3)
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Durch vollstandige Induktion folgt, dass (2.1) und (2.3) &quivalent sind zu
D, =16+ n-31 fur n > 0.

Hiermit folgt fiir die positive ganze Zahl n erforderlicher Zeichnungen
16+n-31=D, > 2022 <= n-31 > 2006 <= n > 64.

Das beweist die Behauptung. ]

Aufgabe 3

Ein Kreis k beriihrt einen groBeren Kreis K von innen im Punkt P. Der Punkt
Q@ sei ein von P verschiedener Punkt auf k. Die Tangente an k im Punkt Q
schneidet K in den Punkten A und B. Beweise, dass die Gerade (PQ) den
Winkel <<APB halbiert.

Erster Beweis (Wechselwinkel):
Mit X bzw. Y seien
die Schnittpunkte der
Strecken AP bzw. BP
mit dem Kreis k be-
zeichnet; diese Punkte
X und Y existieren
und sind von P und
R verschieden. Nach
dem Sehnentangenten-
winkelsatz uber dem
Kreisbogen  kxo st
JAPQ = <XQA,
nach dem Satz vom
Umfangs- und Mittel-
punktswinkel (iber dem
Kreisbogen kqgy st
dQRPB = <QPY =

<ILRXY .
Wir zeichnen zudem die Gerade ein, die im Punkt P gleichzeitig Tangente an den

Kreisen K und k ist. Durch Betrachtung dieser Tangente folgt mit dem Sehnen-
tangentenwinkelsatz liber den Kreisbogen Kgp, kyp, dass <BAP = <YXP, die
Geraden (AB) und (XY) verlaufen also parallel mit Wechselwinkeln <XQA und
<QXY. Aus diesen Uberlegungen folgt

JAPQ = <XQA = <QXY = <QPY = <QPB

die Gerade (PQ) halbiert den Winkel <<APB. Das beweist die Behauptung der
Aufgabe. ]

35 Monoib 149



Zweiter Beweis (Strahlensatz):

Im Dreieck AABP halbiert
die Gerade (PQ) genau dann
den Winkel <<APB, wenn der
Punkt @ die Strecke AB im
Verhéltnis der anliegenden
Dreiecksseiten teilt, das heil3t,
wenn AQ : BQ = AP : BP
(Winkelhalbierendensatz).

B

Mit X bzw. Y seien die Schnittpunkte der Strecken AP bzw. BP mit dem Kreis k
bezeichnet: diese Punkte X und Y existieren und sind von P und @ verschieden.
Wir zeichnen zudem die Gerade ein, die im Punkt P gleichzeitig Tangente an
den Kreisen K und k ist. Durch Betrachtung dieser Tangente folgt mit den
Sehnentangentenwinkelsatz tiber den Kreisbogen Kgp, kyp

<BAP = < YXP,

die Geraden (AB) und (XY) verlaufen also parallel. Nach dem ersten Strahlen-
satz mit Scheitel P ist also

AX BY AX AP

AP  BP BY BP
Am Kreis k gelten AQ- = AX - AP und BQ" = BY - BP (Sekanten-Tangenten-
Satz), daraus folgt mit (3.1) wegen der positiven Streckenlangen

AQ |AX-AP AP
BQ V\BY.-BP BP

das beweist wegen des Winkelhalbierendensatzes die Behauptung der Aufgabe.
]

(3.1)

Dritter Beweis (Zentrische Streckung):

Der Mittelpunkt des Kreises K werde mit My bezeichnet. Weil nach Aufga-
benstellung der Kreis k den groBeren Kreis K von innen im Punkt P beriihrt,
liegt der Mittelpunkt M des kleineren Kreises k im Inneren der Strecke MkP.
Wir betrachten die zentrische Streckung Z mit Zentrum P und Streckfaktor

A= McP-McP " >1.
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Diese zentrische Streckung bildet M, auf My ab und lasst den Punkt P fest;
der Punkt @ werde unter Z auf den Punkt R abgebildet. Fiir eine beliebige
zentrische Streckung ist bekannt, dass sie eine Gerade auf eine zu ihr parallele
Gerade, eine Strecke der Lange s auf eine Strecke der Lange A - s und damit
auch einen Kreis auf einen Kreis und einen Winkel auf einen kongruenten Winkel
abbildet. Unter Z wird demnach der Kreis k auf den Kreis K und die Gerade
(AB) auf eine zu ihr parallele Gerade abgebildet, die im Punkt R Tangente an
K ist, weil sie orthogonal zur Strecke MxR verlauft.

Aus dem Sehnentangentenwinkelsatz (iber dem Kreisbogen Krg und den Wech-
selwinkeln der Tangente und der Geraden (AB) folgt <RAB = <ABR und mit
dem Satz vom Umfangs- und Mittelpunktswinkel

<QPB = <RPB = <RAB = <ABR = <APR = <APQ;

die Gerade (PQ) halbiert also den Winkel <APB. (Aquivalent: Der Punkt R ist
Mittelpunkt des Kreisbogens Kag.) Das beweist die Behauptung der Aufgabe.
[

Vierter Beweis (Spiegelung an einem Durchmesser von K):

Der Mittelpunkt des Kreises K werde mit My bezeichnet. Weil nach Aufgaben-
stellung der Kreis k den groBeren Kreis K von innen im Punkt P beriihrt, liegt
der Mittelpunkt M, des kleineren Kreises k im Inneren der Strecke MyP.

Es sei R der zweite Schnittpunkt der Geraden (PQ) mit dem Kreis K, und N
sei der Schnittpunkt der Geraden (RMk) und (AB).
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Wir betrachten zunachst den Fall, dass Q nicht auf der Geraden (MkP) liegt;
siehe Skizze.

Ohne Einschrankung liege der Punkt Q beziglich (MkP) in derselben Halbebene
wie der Punkt A.

In diesem Fall ist <QPMjy ein Winkel mit positivem MaB, und in den gleich-
schenkligen Dreiecken APQM; bzw. APRMy, deren Schenkel Radien von k
bzw. K sind, stimmen die Basiswinkel tiberein, das heiBt <PQM, = <QPM, =
<RPMyg = <MkRP. Die Geraden (QMy) und (RM) verlaufen damit paral-
lel und schneiden die Gerade (AB) beide im rechten Winkel wegen <RNB =
<M QA = 90°.

Die Gerade RM ist also Symmetrieachse des Kreises K, welche die Punkte A und
B aufeinander abbildet, insbesondere gilt also <AMxR = <<RMyB. Zusammen
mit dem Satz vom Umfangs- und Mittelpunktswinkel iiber den Kreisbogen Kag
bzw. Kar schlieBen wir hieraus

1 1
<APR + <RPB = <APB = 5 <TAMKB = 5 (<AMkB + <RMxB)
= <AMkR =2 - <APR,

also <RPB = <<APR durch Subtraktion von <<APR auf beiden Seiten der Glei-
chungskette.
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Diese Argumentation ist unabhangig davon, in welcher Halbebene beziiglich
(AB) der Punkt Mg liegt oder ob er auf (AB) liegt; siehe Skizze.
Es bleibt der Fall zu betrachten, dass der Punkt @ auf der Geraden (M P) liegt;

siehe Skizze.
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Wegen <PQA = 90° ist die Gerade (RMy) = (RP) Symmetrieachse des Kreises
K, die die Punkte A, B aufeinander abbildet, insbesondere <AMxR = <RMkB.
Damit kann wie oben geschlossen werden, dass <RPB = <APR, die Gerade
(PQ) also auch in diesem Fall den Winkel <APB halbiert. Das beweist die
Behauptung der Aufgabe. [

Fuinfter Beweis:

Es sei der Mittelpunkt des Kreises K mit My bezeichnet. Weil nach Aufgaben-
stellung der Kreis k den groBeren Kreis K von innen im Punkt P beriihrt, liegt
der Mittelpunkt My des kleineren Kreises k im Inneren der Strecke M P.

Wir betrachten zunachst den Fall, dass die Tangenten an k in den Punkten P
und @ Parallelen sind; das ist genau dann der Fall, wenn PQ ein Durchmesser
des Kreises k ist.

Auf Grund der Aufgabenstellung ist @ dann der neben P zweite Schnittpunkt
der Gerade (MkP) mit dem Kreis k, die Punkte A, B gehen durch Spiegelung
an (MkP) mit AQ = QB ineinander iiber, und es ist <PQA = <BQP = 90°.
Die Dreiecke APAQ und ABPQ sind demnach kongruent (Kongruenzsatz SWS),
woraus <APQ = <QPB folgt; die Gerade (PQ) halbiert also in diesem Fall den
Winkel <APB.
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Verlaufen im allgemei-
nen Fall die Tangenten
an k in den Punkten
P, Q nicht parallel,
so  schneiden sie
sich in einem Punkt,
den wir T nennen.
Das Dreieck AQPT
ist gleichschenklig
mit Basis QP, denn
die rechtwinkligen
Dreiecke ATMxP
und AMkTQ sind
kongruent (Kon-
gruenzsatz SsW).
Damit stimmen die
Basiswinkel <TPQ =
<TPA + <APQ® und
<PQT uberein.

Nach Sehnentangentenwinkelsatz zum Kreisbogen Kpy gilt <TPA = <PBA =
<PBQ. Wir schlieBen hieraus im Dreieck ABPQ, dass

<IPBQ + <@QPB = 180° — <«{BQP = <PQT = <« TPQ = <« TPA + <APQ,
woraus durch Subtraktion von <PBQ = <t TPA in der Gleichungskette auch

<QPB = <APQ
folgt; die Gerade (PQ) halbiert also auch im allgemeinen Fall den Winkel <APB.
Das beweist die Behauptung der Aufgabe. ]
Aufgabe 4

Fir jede positive ganze Zahl k sei a, der groBte Teiler von k, der nicht durch 3
teilbar ist. Die Folge (s,),>1 wird definiert durch s, .= a; +a +--- + a,.
Beweise:

a) Die Zahl s, ist genau dann durch 3 teilbar, wenn die Anzahl der Einsen in
der Darstellung von n im Dreiersystem durch 3 teilbar ist.

b) Es gibt unendlich viele Zahlen n, fir die s, durch 33 teilbar ist.
Hinweis: Es ist zum Beispiel s =1+2+1+4+5+ 2.
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Beweis:

Wir stellen, auch fiir eine spatere Referenz, Informationen zu den ersten Fol-
gegliedern zusammen. Die Schreibweise [k]¢ steht fir die Darstellung von k im
Dreiersystem.

k | [kle | ak | sk | sk(mod 3)
111 |11 1
21 2 2] 3 0
3110 11| 4 1
4 11 | 4| 8 2
5112 | 5] 13 1
6|20 | 2 | 15 0
721 | 7| 22 1
8122|830 0
9 /100 1 | 31 1
10 | 101 | 10| 41 2
11| 102 | 11 | 52 1
121110 | 4 | 56 2
13111 |13 | 69 0
14 1112 | 14| 83 2
151120 | 5 | 88 1
16 | 121 | 16 | 104 2
171122 |17 | 121 1
181200 | 2 | 123 0
19| 201 | 19 | 142 1
20 |1 202 | 20 | 162 0

Wir beobachten einleitend fiir die Glieder ay der Folge (ax)k>1: Ist die positive
ganze Zahl k nicht durch 3 teilbar, so ist ax = k. Fiir eine durch 3 teilbare
positive ganze Zahl k, fiir die also k = 3 fiir eine positive ganze Zahl j gilt,
ist ax = a3; = a;. Denn jeder Teiler von j ist auch ein Teiler von k, demnach
ax > aj, und der groBte Teiler von k = 3j, der nicht durch 3 teilbar ist, muss
auch ein Teiler von j sein, demnach a, < a;.

Diese einleitende Beobachtung eroffnet uns eine rekursive Beschreibung der Fol-
genglieder s,, mit n > 1, in Abhangigkeit vom Rest, den der Index n bei Division
durch 3 lasst. Ist n eine durch 3 teilbare positive ganze Zahl, also n = 3m fir
ein m>1, so gilt

Sy = S3m = Sm + 3M°, (4.1)

denn wir erkennen durch Umarrangieren, wegen as; = a; fur alle i > 1 und
aufgrund der GauBschen Summenformel, dass
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Sp = S3m = E a; = § as; + E asj+1 + 33,+2)

j=1
m m—1 m—1
=Y a+) Bi+1+3i+2)=s,+» (6i+3)
i=1 i=0 i=0
m—1

I
U)

m _1 .
Z3=sm+6-w+3m:sm+3m2.
i=0 i=0

Hierauf aufbauend schlieBen wir

S3mi1 = S3m + Bmi1 = Sm+3m* +3m+ 1 (4.2)

und
S3mi2 = Sam+ @B3mio = Sm+3M>+3m+1+3m—+2 =s, + 3(m—+ 1)2.(4.3)
Insbesondere folgt aus (4.3), (4.1) und (4.2), dass
S3mi2 = S3m = Sm(mod 3) sowie s3p11 = (S, + 1)(mod 3). (4.4)

a) Mit [n]él) sei die Anzahl von Einsen in der Darstellung von n im Dreiersystem
bezeichnet. Wir zeigen, dass

= [n]él)(mod 3) fir alle positiven ganzen Zahlen n (4.5)

gilt. Daraus folgt insbesondere direkt, dass s, genau dann durch 3 teilbar ist,

wenn die Anzahl [n]él) der Einsen in der Darstellung von n im Dreiersystem
durch 3 teilbar ist. Wir beweisen (4.5) durch vollstandige Induktion (iber die
Anzahl z der Stellen von n im Dreiersystem. Fir z = 1 (Induktionsanfang)

tiberpriifen wir direkt, dass wegen [1]&1) =1und 5 =1 = 1(mod 3) sowie

wegen [2]21) und s, = 3 = 0(mod 3) eine Beziehung wie in (4.5) gilt. Fir

den Induktionsschluss z — z + 1, fiir z > 1, sei
n=3"ra+3 rn+-+3 n+3-n+3n

mit r;11 € {1,2} und r; € {0,1,2}, mit 0 < i < z, ein Index n mit z 4 2

Stellen im Dreiersystem. Wir schreiben
n=3-3-ru+3¥ '+ -3 n+3-m)+rn=3-mt+n

mit einem Index m, der z Stellen im Dreiersystem hat.

Da Multiplikation mit 3 im Dreiersystem gleichbedeutend ist mit Verschie-
bung um eine Stelle nach links sowie Anhangen einer 0 als Einerstelle, gilt
[n]él) = [m]gl) + 1 genau dann, wenn ryp = 1 ist, und [n]él) = [m]gl), wenn
rn € {0,2}. Zusammen mit Gleichung (4.4) und der Induktionsvorausset-
zung schlieBen wir im Fall r, = 1, dass s, = S3m41 = (Sm + 1)(mod 3) =
([m]gl) + 1)(mod 3) = [n]gl)(mod 3) und analog im Fall ry € (0,2), dass
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Sn = Smir, = Sm(mod 3) = [m]Y (mod 3) = [n]{"(mod 3) Damit ist (4.5)
bewiesen.

b) Wir behaupten, dass fiir die Folge (n(/));>1 von Indizes mit n(i) :=3"-7—1
alle Zahlen s,y durch 3° = 27 teilbar sind. Die n(i) wachsen streng monoton
in i und sind somit eine unendliche Folge paarweise verschiedener Zahlen.
Dies folgt sofort, denn mit n(0) := 6 gilt

n(i)=3-7-1=3-317-1)+2=3-n(i—1)+2
> n(1 — i) fur alle i > 1.(4.6)
Wir weisen nun fiir n(i), wobei i > 1, mit vollstandiger Induktion nach, dass
die Zahlen s, stets Vielfache von 3* = 27 sind. Fir i = 1 und n(1) = 20
(Induktionsanfang) haben wir in der Tabelle am Beginn syp = 162 = 6-27 =

6-33 hergeleitet. Fiir den Induktionsschluss i — i+ 1, wobei i > 1, nutzen
wir die rekursiven Beziehungen in (4.6) und in (4.3), um

. 2 i
Sn(i+1) = S3-n(i)+2 = Sn(i) T 3 (n(/) + 1) = Sp(i) + 32l 72 (4.7)
zu schlieBen, und wegen 2i + 1 > 3 fir i > 1 sowie der Induktions-

voraussetzung sind beide Summanden auf der rechten Seite von (4.7) Viel-
fache von 27 = 33, also ist auch s,(;;1) ein Vielfaches von 27 = 3°.

Das beweist die Behauptungen der Aufgabe. [

Errata

Vor dem Druck der Hefte lesen wir die Druckfahnen mehrfach Korrektur. Leider
schleichen sich trotzdem manchmal kleine Fehler ein, die wir dann erst nach dem
Druck entdecken. So auch im letzten Heft 148:

e Bei der Monoidalen Knobelei (Seite 5) muss in der Aufgabe in der Tabelle
das erste Feld in der ersten Zeile frei bleiben, im zweiten Feld eine 1 stehen.

e Im Beweis ohne Worte (Seite 7) muss die Definition in der FuBnote heiBen:
,Ein n-Eck heiBt konvex, wenn alle seine Innenwinkel < 180° sind."

e Geloste Aufgaben (Seite 26): In der Lésung der Aufgabe 1277 hat sich in
der Funktionsglezichung der 1. Ableitung ein Tippfehler eingeschlichen. Diese
lautet f/(x) = 1. Die weitere Lsung ist aber korrekt.

e Geloste Aufgaben (Seite 40): In der ersten Zeile der Lésung der Jahreszahl-
Aufgabe muss es heiBen

Sp=(n*—=2n+1%)+ (n* —4n+2%) + ...+ (n* — 2- 4039n + 4043%).
Die weitere Losung ist aber wieder korrekt.
Wir bitten Euch, die Fehler zu entschuldigen.
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Die Monoip-Preistrager 2021

Bei der virtuellen Monoip-Jahresfeier am 27. November 2021 wurden die folgen-
den Preistrager des Schuljahres 2020/21 ausgezeichnet:

Das Goldene M: Miriam Biittner (Diesterweggymnasium, Tangermiinde,
11. Klasse).

Monoib-Fuchs: Alexander Koblbauer (Tassilo-Gymnasium, Simbach am Inn,
7. Klasse).

Sonderpreis: Oscar Su (Elisabeth-Langgasser-Gymnasium, Alzey, 8. Klasse).
Forscherpreis: Philipp Lorcks (Friedrich-Wilhelm-Gymnasium, Trier, 9. Klasse).

1. Preise: Lasse Blum, Tu Sam Dang, Konstantin Herbst, Josefine KaBner,
Philipp Lorcks, Oscar Su, Clemens Zabel.

2. Preise: Lukas Born, Kathrin Borrmann, Mai Linh Dang, Aleksandra Herbst,
Johannes Kehrberger, Mika Schafer, Jacob Schmittner, Luca Sindel.

3. Preise: Jabir Aouzi, Marie Baumgartner, Emilie Borrmann, Jasmin Borrmann,
Salvatore lppolito, Louisa Lukowiak, Sarah Markhof, Jonathan Reuthner, Linus
Salloch, Tejas Shivakumar, Jan Christian Weber, Marvin Wenzel.

4. Preise (Monoip-Jahresabonnements 2021): Mats Budaus, Christian
Carda, Emil Dorr, Anna Lena Drescher, Gabriel Faber, Julia Hans, Paulina
Herber, Hagen Hohbein, Theresa Horstkotter, Raphael Mayer, Victor Mayer,
Sarah von Rhein, Jona Richartz, Anna Salaru, loan Salaru, Sénke Schneider, Jill
Marie Simon, Simon Waldek, Greta Waldmiiller, Finja WeiB.

Die Monoip-Redaktion gratuliert allen hier genannten Preistragern des Schul-
jahres 2020/21 herzlich zu ihren Gewinnen.

Der Preis fiir den Trager des Goldenen M und fiir den Trager des MonoiD-Fuchs
hat Dr. Ralf Genannt gespendet. Der Forscherpreis wurde von Casio gesponsert.
Die 1. bis 4. Preise wurden von den Freunden der Mathematik an der Johannes
Gutenberg-Universitat e.V. gestiftet. Die MonoiD-Redaktion dankt den Sponso-
ren herzlich.

Die Preisvergabe des laufenden Schuljahres findet am Samstag, den 19. Novem-
ber 2021, ab 10 Uhr an der Universitat Mainz (hoffentlich in Prasenz!) statt.
Wir hoffen, Euch dann alle personlich begriiBen zu kénnen und wiinschen Euch
viel SpaB und Erfolg beim Losen der Aufgaben.
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Rubrik der Loser und Loserinnen
Stand nach Heft 147

Altlotting, Staatliche Berufsschule:
KI. 10: Lena Baumgartner 6.

Alzey, Elisabeth-Langgasser-Gymnasium (Betr. Lehrerin: Frau Lining):
KI. 9: Oscar Su 36;
KI. 12: Lukas Born 11.

Espelkamp, Soderblom-Gymnasium:
Kl. 6: Yousef Mehana 3,5;
KI. 7: Linus Saloch 4,5, Mika Schafer 14.

Ingolstadt, Christoph-Scheiner-Gymnasium:
KI. 8: Sarah Markhof 8.

Mainz, Gymnasium Oberstadt:
KI. 11: Pascal Bohlinger 10,5.

Neuwied, Wemer-Heisenberg-Gymnasium:
KI. 9: Jona Richartz 6.

Oberursel, Gymnasium:

KIl. 7: Jasmin Borrmann 7;

KI. 8: Louisa Lukowiak 6,5;

Kl. 9: Emilie Borrmann 5;

Kl. 12: Kathrin Borrmann 9,5, Paulina Herber 16.

Schrobenhausen, Gymnasium
KI. 8: Luca Sindel 11.

Simbach am Inn, Tassilo-Gymnasium:
KI. 8: Alexander Koblbauer 26.

Tangermiinde, Diesterweggymanisum:
KI. 7: Mai Linh Dang 13;

KI. 10: Tu Sam Dang 19,5;

KI. 11: Miriam Biittner 23.

Trier, Friedrich-Wilhelm-Gymnasium:
KI. 10: Philipp Lorcks 24.

Trostberg, Hertzhaimer-Gymnasium:
Kl. 8: Marie Baumgartner 5,5.

Wiesbaden, Martin-Niemoller-Schule:
KI. 8: Greta Waldmuller 7.
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Mitteilungen

e Mainzer Mathematik-Akademie: Nach zwei Jahren Corona-bedingter
Zwangspause soll dieses Jahr voraussichtlich endlich wieder die Mainzer
Mathematik-Akademie (MMA) stattfinden. Wenn es die Pandemie zulasst,
soll sie vom 28. September bis 2. Oktober 2022 und voraussichtlich unter
2G-plus-Regel stattfinden. Nahere Informationen zur Akademie und Anmel-
demodalitaten erhaltet |hr rechtzeitig in Monoid oder im Internet unter:

https://freunde.mathematik.uni-mainz.de/mma.

e Abo-Beitrag: Bitte denkt daran, den Abo-Beitrag von 15 € fiir das Kalender-
jahr 2022 auf das Monoip-Konto (IBAN: DE28 5519 0000 0505 9480 18) zu
tiberweisen (Angabe des Abonnenten nicht vergessen!).

Eine giinstige Form, den Abo-Beitrag zu liberweisen, ist der Dauerauftrag,
da man dann die Uberweisung nicht mehr vergisst und das Abonnement ohne
Unterbrechung weiterlauft.

e Soziale Netzwerke: MonoID ist auch in den sozialen Netzwerken zu finden:
www.facebook.com/monoid.matheblatt
www.facebook.com/monoid.redaktion

www.instagram.com/monoid.matheblatt
Dort konnt lhr regelmaBig aktuelle Hinweise zu Monoib finden. Wir freuen
uns, wenn lhr uns auch dort folgt.
Und natirlich gibt es weiterhin unsere Internetseite
https://monoid.mathematik.uni-mainz.de/.

Die Redaktion

Leitung: Dr. Cynthia Hog-Angeloni (V.i.S.d.P.), Marcel Gruner

Mitglieder: Angelika Beitlich, Laura Biroth, Christa Elze, Prof. Dr. Fischer,
Dr. Hartwig Fuchs, Dr. Klaus Gornik, Jasmin Haag, Prof. Dr. Achim Klenke,
Arthur Kopps, Dr. Ekkehard Kroll, Susanne Liining, Martin Mattheis, Dr. Ma-
ximilian Preisinger, Frank Rehm, Silke Schneider

Weitere Mitarbeiter: Prof. Dr. Valentin Blomer, Dr. Stefan Kermer, Dr. Volker
Priebe

Zusammenstellung und Satz: Alina Gehlhaar

Internet und Korrektur der eingesandten Losungen: Franziska Geis
Betreuung der Abonnements und Versand: Marcel Gruner, Katherine Pillau
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Fir ein Jahresabo erheben wir einen Kostenbeitrag von 15 € (4 Ausgaben/Jahr inkl.
Porto), im Voraus auf das Konto IBAN: DE28 5519 0000 0505 9480 18 und BIC:
MVBMDEDS55 (bei der Mainzer Volksbank), Stichwort ,,Monoin*, zu tGiberweisen; Adres-
se bitte nicht vergessen. Eine giinstige Form, den Abo-Beitrag zu liberweisen, ist der
Dauerauftrag, da man dann die Uberweisung nicht mehr vergisst und das Abonnement
ohne Unterbrechung weiterlauft.

Herausgeber: Johannes Gutenberg-Universitat zu Mainz, vertreten durch den Prasi-
denten Herrn Prof. Dr. Georg Krausch.

Monoip wird unterstiitzt vom Verein der Freunde der Mathematik an der Universitat
Mainz.

Wir Gibernehmen keine Haftung fiir unverlangt eingesandte Manuskripte, Fotos und
Zeichnungen.

Impressum
Anschrift: Institut fir Mathematik, Monoip-Redaktion,
Johannes Gutenberg-Universitat, 55099 Mainz
Telefon: 06131/39-26107, Fax: 06131/39-21295
E-Mail: monoid@mathematik.uni-mainz.de

Homepage: https://www.mathematik.uni-mainz.de/monoid

48




