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Liebe L(o)eserin, lieber L(o)eser!

Die neuen Aufgaben warten auf Losungen. Nur Mut, auch wenn Du in Mathe keine ,,Eins” hast!
Die Aufgaben sind so gestaltet, dass Du zur Losung nicht unbedingt den Mathe-Stoff der Schule
brauchst. Vielmehr wirst Du viel mathematische Fantasie und selbststandiges Denken brauchen,
aber auch Zihigkeit, Willen und Ausdauer.

Wichtig: Auch wer nur eine Aufgabe oder Teile einzelner Aufgaben I6sen kann, sollte teilneh-
men; denn auch dafiir kann es schon Punkte geben, was die Chancen auf den Gewinn eines
Preises verbessern kann. Denkt bei Euren Losungen daran, auch den Losungsweg anzugeben!

Fiir Schiiler/innen der Klassen 5-8 sind in erster Linie die Mathespielereien vorgesehen; auch
Schiiler/innen der Klasse 9 diirfen hier mitmachen, aber nur auf der Basis der halben Punktzahl.
Alle Schiiler, insbesondere aber jene der Klassen 9-13, kdnnen Lésungen (mit Losungsweg!)
zu den Neuen Aufgaben abgeben. Punkte aus den Rubriken Computer-Fan, Mathematische
Entdeckungen und ,, Denkerchen” werden bei der Vergabe des Forscherpreises zugrunde gelegt.
(Beitrage zu verschiedenen Rubriken bitte auf verschiedenen Blattern.)

Einsende-(Abgabe-)Termin fiir Ldsungen ist der 15.02.2020.
Zuschriften bitte an folgende Anschrift:
Johannes Guft_genberg—Univ?rsitéit Tel.: 06131/3926107
Insfw't;:o.l.;le\gda;tiirgr?tlk Fax: 06131/3924389
55099 Mainz E-Mail: monoid@mathematik.uni-mainz.de

Wir veroffentlichen im Heft und auf unserer Internetseite von allen Léserinnen und Lésern die
Namen, Schule, Klassenstufe und Punktzahl. Wir gehen davon aus, dass |hr damit einverstanden
seid, wenn lhr Losungen einreicht. Solltet lhr nicht einverstanden sein, dann notiert dies bitte
deutlich auf Euren Einsendungen. Spatestens nach den Monoip-Feiern werden Eure Einsendun-
gen vernichtet.

An folgenden Schulen gibt es betreuende Lehrer, bei denen |hr Eure Lésungen abgeben kdnnt:
am Elisabeth-Langgasser-Gymnasium Alzey bei Frau Susanne Liining, am Lina-Hilger-
Gymnasium Bad Kreuznach bei Frau Julia Gutzler, am Karolinen-Gymnasium Franken-
thal bei Frau Jasmin Haag, an der F-J-L-Gesamtschule Hadamar bei Herrn Matthias Gras-
se, am Frauenlob-Gymnasium Mainz bei Herrn Martin Mattheis, am Johanna-Geissmar-
Gymnasium in Mannheim bei Herrn Ulrich Wittekindt, am Rhein-Wied-Gymnasium Neu-
wied bei Herrn Marcel Gruner, am Gymnasium Oberursel bei Frau Angelika Beitlich, und
am Gymnasium Nonnenwerth in Remagen bei Herrn Helmut Meixner. Noch vor jedem
Abgabetermin legt die Redaktion fiir jede Aufgabe die erreichbare Punktzahl fest. Die Namen
aller Schiilerinnen und Schiiler, die richtige Losungen eingereicht haben, werden in MonoiD in
der Rubrik der Léser und auf der Monoib-Homepage im Internet erscheinen.

Wir bitten auch um neue Aufgaben, die Du selbst erstellt hast, um sie zu veréffentlichen. Diese
Aufgaben sollen aber nicht aus Biichern oder Aufgabensammlungen entnommen sein, sondern
Deiner eigenen Fantasie entspringen. Wiirde es Dich nicht einmal reizen, eine Aufgabe zu stellen,
deren Losung vorerst nur Du kennst?

Jedes Jahr findet gegen Ende November bzw. Anfang Dezember eine Monoip-Feier statt, in deren
Rahmen rund fiinfzig Preise an die erfolgreichsten Schiiler und Schiilerinnen vergeben werden.
Als besondere Preise gib es schon seit 1992 das ,,Goldene M" und seit 2015 den ,Monoip-Fuchs”,
jeweils verbunden mit einem beachtlichen Geldbetrag.

Und nun wiinschen wir Euch viel Erfolg bei Eurer Mitar-
beit!

Die Redaktion
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10 Jahre Mainzer Mathe-Akademie
Die Mainzer Mathe-Akademie 2019

von Felicia Vogl

Vom 28. August bis zum 1. September trafen sich zum zehnten Mal 30 Schiile-
rinnen und Schiiler zur Mainzer Mathe-Akademie an der Johannes Gutenberg-
Universitat Mainz. Bei der MMA bekommen wir teilnehmenden Schiiler einen ers-
ten Einblick ins Unileben und setzen uns mit mathematischen Themen, die Gber
die normale Schulmathematik hinausgehen, auseinander.

Dazu sucht sich jeder Schiiler eines von drei Themengebieten aus, zu welchem er
im weiteren Verlauf einen Kurs besucht. Das gewonnene Wissen wird dann am
letzten Tag den Schiilern aus den anderen Gruppen prasentiert. Dieses Jahr wa-
ren die Themen: , Treffen sich zwei Parallelen im Unendlichen” (Akad. Ratin Dr.
Cynthia Hog-Angeloni), ,Information und Codierung” (Prof. Dr. Manfred Lehn)
und ,Spieltheorie” (PD Dr. Matthias Schneider). AuBerdem werden die Teilne-
hemer von studentischen Helfern und zwei Lehrkraften, Herrn Gruner und Herrn
Mattheis, betreut.

Wir Teilnehmer wurden im Jugendhaus Don Bosco untergebracht, wo wir die
Moglichkeit bekamen, uns kennen zu lernen, Spiele zu spielen oder auch einen
Film zu schauen.

AuBerdem hatten wir Schiiler wahrend der gesamten MMA zwischen den Pro-
grammpunkten Zeit, um uns mit den Studenten, Teilnehmern und Dozenten iiber
das Mathematikstudium zu unterhalten.

Wahrend der MMA gab es neben den Kursen auch andere Programmpunkte. So
gab es am ersten Tag einen Kennenlernabend, wo alle Schiiler inklusive der studen-
tischen Helfer und Lehrer sich gegenseitig vorstellten und im Anschluss zusammen
etwas spielen konnten. Am Donnerstag gingen wir zum Minigolfspielen und hat-
ten nachher die Moglichkeit, einen Film im Don Bosco zu schauen. Freitag Mittag
gab es dann eine ZDF-Fiihrung und zum ersten Mal einen Bunten Abend, bei dem
jeder die Chance bekam, seine Talente den anderen vorzufiihren. Am Samstag gab
es dann noch eine Uni-Fiihrung, bei der uns der Campus etwas genauer gezeigt
wurde, bevor wir dann mit den Vorbereitungen fiir die Prasentationen anfingen.
Sonntag ging es nun darum, die Vortrage zu halten. Dabei war das Ziel, den aus den
Kursen erlernten Inhalt den anderen Teilnehmern vorzustellen, sodass wir am Ende
von allen Themen etwas mitnehmen konnten. Uns wurden bei den Vorbereitungen
nicht nur die Zusammenhange unseres Themas erklart, sondern auch erzahlt, was
zu einem guten Vortrag dazugehort.

So gingen die Teilnehmer mit einer ganz besonderen Erfahrung aus der Mainzer
Mathe-Akademie am Sonntag wieder nach Hause. Es war eine schone Zeit, in der
wir uns mit Gleichgesinnten treffen und uns iiber mathematische als auch ander-
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weitige Themen austauschen konnten. So ist die MMA fiir jeden weiterzuempfeh-
len, der Spall und Interesse an Mathematik hat. Auerdem wollen wir Teilnehmer
uns nochmal fiir den schonen Aufenthalt bedanken. Ohne die Organisatoren Herrn
Gruner und Herrn Mattheis, dem Verein der Freunde der Mathematik der Univer-
sitat Mainz, sowie den Studenten und Dozenten ware diese zehnte MMA nicht
moglich gewesen.

Felicia Vogl ist Schiilerin der 11. Klasse des Rhein-Wied-Gymnasiums in Neuwied.
An der MMA nahm sie dieses Jahr zum ersten Mal teil.

MMA-Termin 2020

Vielleicht seid |hr jetzt neugierg geworden und méchtet auch einmal an der MMA
teilnehmen, um Euch vier Tage mit Mathematik zu beschaftigen und andere
Mathematik-Begeisterte kennenzulernen? Die nichste findet vom 9. bis 13. Sep-
tember 2020 statt. Ndherere Informationen findet |hr rechtzeitig in MonoiD oder
im Internet unter
https://www.mathematik.uni-mainz.de/mainzer-mathe-akademie

Aufgaben zum Neuen Jahr
von Hartwig Fuchs

Rationale Zahlen aufsummiert
Bestimme die Summe S aller positiven Briiche < 1, deren Nenner < 2019 ist.

Wahr oder falsch?

1-2+2-3+3-4+...4+2017-2018 + 2019 - 2020 =
2(1-2018 +2-2017 +3-2016 + ... + 2018 - 2 + 2019 - 1)?
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Zwischenwert gesucht

_2.4.6 2019 3.5 2020
Essei L = 57 mUﬂdR 16 " 2021°
Bestimme dann eine reelle Zahl M so dass der Ausdruck L % M x R nach ge-
eigneter Ersetzung des Symbols x durch das Zeichen > oder das Zeichen < eine

Ungleichung ist.

Zwei gleiche Summen

Es sei M eine Menge von 15 verschiedenen Zahlen, die man beliebig aus einer
Menge von positiven ganzen Zahlen < 2020 genommen hat. Ist es dann moglich,
M so in zwei Teilmengen zu zerlegen, dass die Summen der Zahlen in beiden
Teilmengen gleich sind?

Teiler von Potenzen

Die 6677-ziffrige Zahl 20202°1° — 1 hat die Teiler 2019 und 2020 - 2021 + 1.
Trifft diese Behauptung zu?

Eine Ungleichungskette

Gilt dann 2019 < 5 < 20207

Die Lésungen zu den Aufgaben findest Du in diesem Heft ab Seite 40.

Beweis ohne Worte
von Hartwig Fuchs

w101 1 _1
Esists+ s+t =3
1
8
1
4
1
1
2

1

Ein paar Worte dazu:

Jedes schraffierte Quadrat besitzt zwei benachbarte nicht schraffierte Quadra—
te und diese drei Quadrate haben alle die gleiche Fliche und diese ist = fiir
n=1,273,.

Daher gilt: 3(%—!—4%—#4%4-“-):1
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Was uns so uber den Weg

gelaufen ist...
von H-J. Schuh

718 - 726 = 521.268

8 AT
1 45 | 6x2
70| 7X1 | 656
41 9x0 | 2x4 |8
1| 4x0 |6
4| 2

Ein Multiplikationsschema dieser Art hat der persische Mathematiker und Astro-
nom Ghiyath al-Din Dschamschid bin Mas'ud bin Muhammad al-Kaschi

(ca. 1380 — 1429) vor hunderten von Jahren publiziert.

Zu seiner Zeit war er wohl die herausragende wissenschaftliche Personlichkeit.

In Frankreich heillt der Kosinussatz Théoréme d’'al-Kashi, da er als erster diesen
trigonometrischen Satz in koharenter Form hergeleitet und dargestellt hat.
Kosinussatz: ¢® = a®> + b®> — 2abcos

Hattest du es gewusst?

Was ist eine Paritat und was kann man
damit machen?
von Hartwig Fuchs

Eine Wahrsagerin besitzt ein sehr erfolgreiches Geschaftsmodell. Sie hat drei weile
und vier schwarze Kugeln in eine Schale gelegt und immer, wenn ihre Kunden sie
iber den Ausgang eines kiinftigen Ereignisses befragen, bittet sie die Besucher,
ohne hinzusehen zwei Kugeln aus der Schale zu nehmen und dann eine Kugel in
die Schale zu legen nach der Regel:

a: Sind beide Kugeln schwarz, so wird eine davon wieder in die Schale gelegt;
b: Sind sie verschiedenfarbig, so wird die weille Kugel in die Schale zuriickgelegt;
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c:  Sind beide Kugeln weils, so wird eine schwarze Kugel in die Schale gelegt.
Mit einer Ausnahme: Erhalt man beim ersten Zug zwei weilse Kugeln, so legt die
Wahrsagerin eine zusatzliche fiinfte schwarze Kugel in die Schale.

Dieser Vorgang soll so oft wiederholt werden, bis nur noch eine Kugel in der Schale
Ist.

Die letzte Kugel wird die Frage der Besucher beantworten: Ist die weill (bzw.
schwarz), so wird das kiinftige Ereignis einen guten (bzw. keinen guten) Ausgang
nehmen.

Das Ergebnis des Kugelexperiments entspricht immer den Erwartungen der Besu-

cherlnnen: Die letzte Kugel ist stets weils!
Wieso?

Wir beschreiben das Kugelexperiment graphisch. Dabei bezeichne ein Zahlenpaar
(s, w) die Anzahl der weiRen (w) und der schwarzen (s) Kugeln, die sich jeweils
in der Schale befinden. Nach den drei Regeln a, b und c sind dann die folgenden
Verlaufe des Kugelorakels moglich:

Die Darstellung 1 zeigt: Aus dem Zustand (s, w) gelangt man mit a und auch mit
bin den Zustand (s—1, w), mit cin den Zustand (s+1, w—2). Also verringert sich
die Anzahl der Kugeln in jedem Zustand um 1 — das Experiment endet also stets
mit genau einer Kugel; die Anzahl der weilen Kugeln bleibt jedoch unverdndert,
oder sie vermindert sich um 2. Weil nun im Startzustand die Anzahl der weilen
Kugeln ungerade ist, bleibt sie es auch im gesamten Verlauf des Experiments — die
letzte Kugel muss daher weil} sein.

Was ist eine Paritat?

Die Paritat ist eine Eigenschaft ganzer Zahlen*:

Zwei ganze Zahlen haben die gleiche Paritdt, wenn sie beide gerade oder aber
beide ungerade sind.

e Die Zahlen 0, £2, £4, ... haben die gleiche Paritat, denn sie sind alle gerade;
ebenso haben die Zahlen £1, 43, 45, ... die gleiche Paritat — sie sind alle

ungerade.

e Alle Zahlen a,a-2,a- 3, ... haben die gleiche Paritat fiir gerades a; dies gilt
nicht, wenn a ungerade ist.

*

Zahl bedeutet im Folgenden stets ganze Zahl.

7 Monoib 140



e Fiir ganze Zahlen a, b gilt: a+ b und a — b haben die gleiche Paritdt. Denn
haben a und b die gleiche Paritat, dann sind a + b und a — b beide gerade;
haben a und b verschiedene Parititen, dann sind a + b und a — b beide
ungerade.

Was kann man mit der Paritdt machen?

Die Begriindung, wieso das Kugelexperiment der Wahrsagerin stets zum gewiinsch-
ten Ergebnis fiihrt, ist ein Beispiel dafiir, wie ein Problem manchmal mit Hilfe der
Paritat gelost werden kann — und zwar dann, wenn die Fakten oder die Situatio-
nen, um die es geht, durch ganze Zahlen charakterisierbar sind:

Die Anzahl der weiRen Kugeln in der Schale der Wahrsagerin hat in allen Stufen
des Experiments die gleiche Paritdt — sie ist jeweils ungerade.

Arbeiten mit Paritdten
Nach dem Prinzip ,Learning by doing” sollen nun einige durch Mitwirkung von
Paritaten geloste Probleme beschrieben werden. Zunachst:
Zwei Voriibungen fiir das Problemlésen mit Paritaten.
Jede ganze Zahl n hat eine Darstellung vom Typ:
n=g +g+..+8g+u+u+..+u,g gerade, i =1,2, ..., k; u; ungerade,
j=12,...,0und k+1=n.

Dann gilt:
e Die Anzahl /| der ungeraden Summanden hat die gleiche Paritat wie n.
Nachweis

Ist n gerade (ungerade), dann ist die Summe u; + tp + ... + u; gerade (ungerade),
was nur der Fall ist, wenn | gerade (ungerade) ist.

Daraus folgt: n und / sind von gleicher Paritat.

Es sei ki, ko, ..., k, eine Zahlenfolge, die man durch Umordnung der n Zahlen
1,2,3, ..., n, n ungerade, erhilt. Dann gilt:
e Das Produkt P = (k; — 1)(ka — 2)...(k, — n) ist eine gerade Zahl.

Nachweis
Annahme: P ist ungerade.

Dann ist jeder Faktor k; —i,1 < i < n, ungerade (wére auch nur ein Faktor k; — i
gerade, so ware P gerade).
Somitist S = (k1 — 1) + (ko — 2) + ... + (k, — n) eine Summe aus ungeradzahlig
vielen ungeraden Summanden.

(1) S ist also ungerade

Nun gilt aber ky + ko + ... + k, =142+ ... + n. Daraus folgt:

(2) S ist gerade, denn S = 0.

Nach (1) und (2) hitte also die Zahl S zwei verschiedene Paritdten. Weil das nicht
moglich ist, muss die Annahme falsch sein; es gilt die Behauptung.
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Paritat in der Zahlentheorie

Es sei n eine natirliche Zahl und 2n + 1 sowie 3n + 1 seien Quadratzahlen.
e Dann ist n ein Vielfaches von 8.

Nachweis

(1) Essei2n+1=a

Mit a? ist auch a ungerade und somit a = 2g + 1 fiir eine Zahl g.
Aus (1) folgt: 2n+ 1 = (2g + 1)® = 4g? + 4g + 1, sodass n = 2g2 + 2g und
mithin n gerade ist.

(2) Essei3n+1=b?

Da n gerade ist, sind b? und damit auch b ungerade. Daher ist b = 2h + 1 fiir

eine Zahl h.
Subtrahiert man nun (1) von (2), so erhalt man n und

n=bh>—a°
=(b+ a)(b—a)
= (2h+2g + 2)(2h — 2g)
=4.-(h+g+1)(h—g).

Weil nun h+ g und h— g die gleiche Paritat besitzen (Warum?), haben h+ g +1
und h — g verschiedene Paritaten, sodass ihr Produkt gerade und somit ein Viel-
faches von 2 ist. Folglich ist n ein Vielfaches von 8.

Paritdt in der Geometrie

In der mit einem Koordinatensystem versehenen Ebene sei ein Fiinfeck F gegeben,
dessen Eckpunkte jeweils Gitterpunkte™ sind.

Dann besitzt F zwei Eckpunkte, A und B, fiir die gilt:

e Der Mittelpunkte M der Fiinfeckseite AB ist ein Gitterpunkt.

Nachweis

Fiir vier Eckpunkte von F sind hinsichtlich der Paritat ihrer Koordinaten nur die
Kombinationen (g, g), (g, u), (u, g), (u, u) moglich, wobei g eine gerade und u
eine ungerade Koordinate bezeichnet.

Nach dem Schubfachprinzip muss dann der Paritatstyp des Koordinatenpaares des
finften Eckpunktes von F mit einem der genannten vier Paritdtstypen {berein-
stimmen.

Es seien daher A = (a,¢) und B = (b, d) zwei Eckpunkte von F, fiir die (a, ¢)
und (b, d) vom gleichen Paritatstyp sind.

Punkte mit ganzzahligen Koordinaten heifen Gitterpunkte
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Fiir die Koordinaten des Mittelpunktes M = (p, q) der Stre-
) M
cke AB gilt dann:
A

g=c+3(d—c)=2i(c+d) ¢
4 b—a

Da nun a und b sowie ¢ und d jeweils von gleicher Paritdt und daher auch a+ b

sowie ¢ + d gerade Zahlen sind, folgt:

p und g sind ganze Zahlen, sodass M ein Gitterpunkt ist.

Paritat in der Algebra

Es sei f(x) = x3+ ax? + bx + ¢ mit ganzzahligen a, b, c; f(0) sowie f(—1) seien
ungerade. Dann gilt:

e Die Gleichung f(x) = 0 hat hochstens zwei ganzzahlige Lésungen.

Nachweis

Wegen f(0) = ¢ hat die Zahl ¢ die gleiche Paritat wie £(0) und f(—1), ist also
ungerade.

Aus f(-1)=—-14+a— b+ cfolgt f(-1) —c=—-1+a—b.

Weil f(—1) — c eine gerade Zahl ist, muss a — b ungeradzahlig sein. Also gilt

(1) aund b haben verschiedene Paritéten

Es seien nun f(0) und f(—1) nach Voraussetzung ungerade.
Wir nehmen an: f(x) = 0 hat drei ganzzahlige Losungen™* r, s und t. Dann gilt:

F(x)=(x—r)(x —s)(x —t) = x> — (r + s+ t)x* + (rs + st + tr)x — rst

Nun ist rst = ¢, ¢ eine ungerade Zahl. Also sind r, s und t ungerade, also sind
auch a= —(r + s+ t), sowie b = rs + st + tr ungerade. Daraus folgt:

(2) aund b haben die gleiche Paritit.
Die Aussagen (1) und (2) bilden eine Widerspruch — die Annahme ist somit falsch.

Paritat und Algorithmen

Es sei 59 die Summe 1 + 3. Man ersetze nun den Summanden 1 in Sy durch 5
oder 7. Das Ergebnis bezeichnen wir mit S = 1+ b, b = 7 oder b = 9. Auf die
gleiche Weise verfahre man mit S; und man erhdlt S, = 1+ ... und ebenso ergebe
sich S3 =1+ ..., und so weiter.

Befindet sich dann in einer der so konstruierten hinreichend langen Zahlenfolge
S0, 51, Sy, ... die Zahl 201920197

Losung: Wir zeigen, dass in jeder Folge Sp, 51, Sy, ... alle Folgengleider die gleiche
Paritdt haben. Fiir jede aus Sy entwickelte Zahlenfolge Sp, 51, Sy, ... gilt namlich:

(1) Sp1=S5,—1+5=S,+40derS,41=S5,-1+7=5,+6,n=0,1,2,3, ...

* Eine Gleichung dritten Grades f(x) = 0 hat hdchstens drei Ldsungen.
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Aus (1) folgt: Jedes Folgenelement S,.; ergibt sich aus seinem Vorganger S,
durch Addition einer geraden Zahl und daher haben samtliche Zahlen S;,i > 0
die gleiche Paritat. Weil nun Sy gerade ist, gilt das auch fiir jedes S;. Somit kommt
die ungerade Zahl 2019%°° nicht in der Folge Sy, S1, Ss, ... vor.

Eine Bemerkung zum Schluss

Das Paritatsprinzip stellt nur eine mit einem etwas abschreckendem Namen ver-
sehene Variante einer umfassenderen mathematischen Methode dar.

Diese Methode erlaubt auch das Arbeiten mit anderen Paaren von komplemen-
taren Zahleigenschaften — also Eigenschaften, durch die eine Zahlenmenge in
disjunkte Teilmengen zerlegbar ist, zum Beispiel mit Paaren wie (positiv, nega-
tiv) auf der Menge der von Null verschiedenen ganzen Zahlen oder (prim, zer-
legbar) auf der Menge {2,3,4,...} oder (perfekt, nicht perfekt) auf der Menge

(2@ 993, .}

n

Mathematische Entdeckungen

Der Erdumfang mal anders

Wird ein um einen Kreis mit Uy = 27ry gespanntes Band um 1 Meter verlangert,
so ist der sich daraus ergebende Radius des groReren Kreises unabhangig von der
Grole von ry bekanntermalen ry + 0, 159m. Und dies unabhingig von der Grofke

von rp!
Nun die verdnderte Fragestellung:

Welche Lange muss ein Stock haben,
mit dessen Hilfe das um einen Meter
verlangerte Band senkrecht vom Kreis
abgespannt wird? In der Skizze rechts
ist der Stock durch die gestrichelte
Linie h dargestellt. Durch die Spannung
bilden sich im oberen Bereich des
verlangerten Bandes zwei Tangenten T
an den Kreis.

Der Autor dieser Aufgabe schreibt einen Preis in Hohe von 50€ aus, welche der
Schiiler oder die Schiilerin mit der ersten eingesandten korrekten Losung erhilt.
Ihr konnt die Lésung wie gewohnt per Post oder per Mail einsenden, bitte vergesst
aber nicht, eure Kontaktdaten anzugeben.

Hinweis: Eure mathematischen Entdeckungen kénnt lhr bis zum 15. Februar 2020 an die Monoip-
Redaktion einsenden, denn auch hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Eure Ergebnisse werden
jeweils im tiberndchsten Heft erscheinen.
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Losung der Aufgabe aus Heft 138

In Heft 138 stellten wir Euch folgende Aufgabe:

Eine sich selbst reproduzierende Zahlenfolge

Im Jahre 1965 gab der Mathematiker W. Kolakoski eine Definition einer Folge
F :fi,f,f,... von Zahlen, f; € {1,2} an.

Die Folge F ist so festgelegt:

1. Die beiden ersten Elemente der Folge sind i =1, = 2.
2. In F stehen niemals drei gleiche Zahlen hintereinander.

3. Ersetzt man jedes Paar in F benachbarter gleicher Zahlen durch die Zahl 2
und alle tibrigen Zahlen aus F durch 1, so erhdlt man wieder die Folge F.

Untersuche nun die Folge F im Hinblick auf die folgenden Fragen:

a) Welche Eigenschaften der Folge F fallen dir auf?

b) Welche sind die ersten 12 Elemente der Folge F?

c) Gibt es ein Konstruktionsmuster fiir die Folge F?
)

d) Wie hadufig sind die Zahlen 1 und 2 in einem Anfangsstiick von F der Lange n
enthalten, zum Beispiel n = 1000 oder n = 10° (Computer!)?

e) Findest du eine Formel, mit der man f, fiir ein gegebenes n berechnen kann?
(H.F.)

Mit dieser Aufgabe haben sich beschaftigt:

Maximilian Gobel, Klasse 12, Internatsschule Schloss Hansenberg, Geisenheim
Clemens Zabel, Klasse 10, Theresianum Mainz

Oscar Su, Klasse 6, Elisabeth Langgasser-Gymnasium, AlLzey

Clemens schreibt zur Konstruktion, Aufgabenteile a) bis c):
Zuerst schreibt man die Ziffern 1 und 2 (wegen (1)) in die obere Zeile.
Dann schreibt man die gleichen Ziffern nochmal darunter:
12
12
Nun fiigt man diese 2 wiederum der oberen Folge hinzu:
122
12
Nun kann man sie nach Bedingung (3) unten dazufiigen:
122
122
Daher folgt oben ein Ziffernpaar, nach Bedingung (2) ein Einserpaar:
12211
12 2
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Dies kann man wiederum der unteren Zeile hinzufiigen und nach diesem Prinzip
(abwechselnd oben /unten) die Folge beliebig weit konstruieren.
Die Folge beginnt mit

12211212212211211221211212211211...

Zu Aufgabenteil d) beobachtet Oscar, dass die Zahlen 1 und 2 je zu ungefdhr 50%
erscheinen.

Clemens schreibt: Fasst man die ersten n Zahlen der Kolakoski-Folge zu einem
Packchen zusammen, wobei n > 3 eine ungerade Zahl ist, die zweiten n ebenso,
und so weiter, so enthalt jedes Packchen entweder genau eine 1 mehr als 2en, oder
umgekehrt.

Maximilian beweist, dass von je neun aufeinander folgenden entweder genau eine
1 mehr als 2en, oder umgekehrt auftritt.

Zu Aufgabenteil e):

Eine Formel, die aus gegebenem n direkt das n-te Folgenglied berechnet ist unse-
res Wissens nach nicht bekannt, es handelt sich um ein ungeldstes Problem.

,Das Denkerchen"
von Horst Sewerin

Der Konig war alt geworden und wollte sein Erbe verteilen. In dem grolsen recht-
eckigen Wald hatte er seinen beiden Kindern das Jagen beigebracht, und dieser
Wald sollte durch eine gerade Linie zu gleichen Teilen auf die Kinder verteilt wer-
den. Allerdings gab es in dem Wald eine kleine rechteckige Lichtung. Sie lag nicht
in der Mitte, ihre Rander waren nicht parallel zu den Riandern des Waldes, und
auch das Verhiltnis ihrer Seitenlangen entsprach nicht dem des ganzen Waldes.
Die Kinder liebten diese Lichtung und daher sollte auch sie zu gleichen Teilen
jedem der beiden gehoren.

Ist es moglich, den Wald mit der Lichtung durch eine einzige Gerade in jeweils
zwei gleich groRe Gebiete zu teilen? (Die Antwort ist zu begriinden.)

L osung der Aufgabe aus Heft 138

In Heft 138 stellten wir Euch folgende Aufgabe:

Peter und Paul wollen wieder einmal ins Kino gehen. Bekanntlich zahlt der Verlierer
ihrer Wette fiir beide das Eintrittsgeld.

Heute fordert Peter seinen Freund auf, sich zwei natirliche Zahlen zu denken,
wobei die groRere durch die kleinere der Zahlen teilbar sein muss. Dann soll Paul
die Summe, die Differenz, das Produkt und den Quotienten dieser zwei Zahlen
bilden und alle vier Ergebnisse addieren. Peter wiirde dann aus diesem Resultat
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die beiden Zahlen bestimmen, die sich Paul gedacht hat. Lage er falsch, hatte
Paul die Wette gewonnen.
Paul nimmt die Wette an, denkt sich zwei Zahlen, rechnet fleiRig, ohne dass Peter
ihm Uber die Schulter schauen kann, und verkiindet als Resultat schliellich die
Zahl 507. Kann Peter die Wette gewinnen und die beiden Zahlen bestimmen?
(Die Losung soll auch eine kurze Begriindung enthalten.)
Losung
Wir bezeichnen die grolere der beiden Zahlen mit a und die kleinere Zahl mit b.
Dann gibt es wegen der Teilbarkeitsbedingung eine natiirliche Zahl n mit a = n-b.
Die Rechnung von Paul kdnnen wir damit so schreiben:
(n-b+b)+(n-b—>b)+(n-b-b)+ (n-b:b)=>507
Vereinfachen fiihrt auf:

2nb + nb® + n = 507

n(2b + b* + 1) = 507

n(b+ 1)? = 507

Die Primfaktorzerlegung von 507 liefert 507 = 3 - 13 - 13, so dass wegen des
Quadrats n = 3 und b+ 1 = 13 sein muss, weil die andere Moglichkeit b4+1 =1
wegen b = 0 die Division nicht moglich macht. Also ist b = 12 und a = 36. Die
Probe bestitigt die Richtigkeit dieser einzigen Losung.
Ganz oder fast vollstandig richtige Losungen haben Marie Bauer, Katrin und Anni-

ka Borrmann, Maximilian Gébel, Josefine Kaliner, Philipp Lorcks, Marlene Maager,
Sénke Schneider, Oscar Su und Clemens Zabel eingereicht.

Paul hat sich natiirlich gedrgert, dass Peter die Wette gewonnen hat. Daher hat
er Peter aufgefordert, sich ebenfalls zwei Zahlen zu denken und entsprechend
zu rechnen. Peter nannte ihm das Ergebnis 180. Konnte nun Paul die Wette
gewinnen? Aber das waére fast schon wieder eine neue Aufgabe.

Mathematische Lese-Ecke

Lesetipps zur Mathematik
Martin Mattheis

Buijsman, Stefan: Espresso mit Archimedes

Der Untertitel verrat gleich, worum es bei dem Buch ,Espresso mit Archimedes”
geht: Unglaubliche Geschichten aus der Welt der Mathematik.

Der Autor, Stefan Buijsman, geb. 1995 in Leiden, studierte dort Informatik und
Philosophie, machte 2013 an der dortigen Universitdt einen Masterabschluss in
Philosophie. Drei Jahre spater promovierte er an der Universitdt Stockholm {iber
Philosophie der Mathematik
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Ausgehend von Google Maps verdeutlicht der Autor an Beispielen, welche Art von
Mathematik dahinter steckt, eine optimale Route zu berechnen oder wie Netflix
Filmempfehlungen fiir den einzelnen Nutzer erstellt. Sein Ziel ist es, den Leserin-
nen und Lesern dabei bewusst zu machen, ,dass es sinnvoll ist, heute etwas von
Mathematik zu verstehen”, da Mathematik unser modernes Leben in sehr vielen
Bereichen beeinflusst.

Unklar bleibt dem Rezensenten allerdings, warum der Beck-Verlag - bei dieser
Zielsetzung des Autors - den Titel , Espresso mit Archimedes” ausgewahlt hat, an-
statt den niederlandischen Original-Titel wortlich in ,,Plus und Minus. Mathematik
in der Welt um uns herum” zu ibersetzen. Wird den deutschen Leserinnen und
Lesern vom Lektorat nicht zugetraut, sich fiir die uns umgebende Mathematik zu
interessieren?

Im zweiten Kapitel entwirft Buijsman nach einem Riickblick auf Platons Zahlen-
verstandnis ein Bild der Mathematik als einer einzig grolen Erzdhlung, in der sich
der Einzelne — um zu verstehen, was Mathematik eigentlich ist — vor allem selbst
mit mathematischen Fragestellungen befassen muss.

Im dritten Kapitel stellt sich der Autor — ausgehend von einem kleinen Amazo-
nasvolk, dass keine Worter fir Zahlen kennt — vor, wie eine Welt ohne Zahlen
und Mathematik aussehen konnte und wie sich Kleinkinder dem Zahlen nahern.
Ein weiteres Kapitel beschaftigt sich mit der Alltagsmathematik zur Staatsorga-
nisation in antiken Hochkulturen wie zum Beispiel Mesopotamien und betrachtet
dann die Unterschiede mathematischen Denkens in Agypten, Griechenland und
dem alten China.

Weitere Kapitel beleuchten die Entwicklung der Infinitesimalrechnung (inklusive
den Prioritatsstreit von Newton und Leibniz) und deren Anwendungen, Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und Spieltheorie sowie Graphentheorie (in Anlehnung an
das Einfiihrungskapitel mit Google Maps).

Das Schlusskapitel ist dann dem ,Nutzen der Mathematik™ fiir unser Leben ge-
widmet. Buijsman zieht beziiglich der Frage, ob wir die Mathematik, die uns in
unserem Alltag in den verschiedensten niitzlichen Anwendungen begegnet, wirklich
verstehen miissen, die Politik als Vergleichsobjekt heran. Dort miissen wir — auch
wenn uns Politik manchmal nicht besonders nahe liegt — wissen, wie das politi-
sche System unserer Demokratie funktioniert, weil auch kleine Gesetzesanderungen
grolse Auswirkungen auf unseren Alltag haben kénnen. Genauso hilt es der Autor
mit der Mathematik, auch wenn wir dort nicht jedes Detail, in dem sie Einfluss auf
unser Leben ausiibt, prasent haben miissen und nicht jede Zahl, die uns begegnet
nachrechnen miissen, so sollten wir doch verstehen, wie z. B. eine politische Um-
frage zu deuten ist und was passiert, wenn wir groen Internetkonzernen unzihlig
viele Informationen liber unser Leben iiberlassen.
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Fazit:

Insgesamt merkt man dem Buch an, dass sein Autor sich mit Philosophie der
Mathematik und nicht mit Mathematik selbst beschaftigt. Es werden lesenswerte
Uberlegungen iiber den Umgang von Menschen mit mathematischen Fragestel-
lungen dargelegt, die auch mit Beispielen untermauert werden. Wer sich jedoch
als Leserin oder Leser selbst mit mathematischen Aufgaben beschaftigen mochte,
der kénnte vom Verhiltnis Textldnge : konkreten mathematischen Aussagen ent-
tauscht sein.

Gesamtbeurteilung: gut ©©®

Angaben zum Buch:

Buijsman, Stefan: Espresso mit Archimedes.
v C.H.Beck 2019,

ESPRESSO MIT ISBN 978-3-406-73951-4,

ARCHIMEDES _
Unglaubliche Geschichten gEbunden 219 Selten.
MATHEMATIK
Art des Buches: Sachbuch zur Philosophie der Mathematik
Mathematisches Niveau: verstandlich
Altersempfehlung: ab 14 Jahren

Die Aufgabe fir den Computer-Fan

Innenwinkelsumme

Gegeben seien ein Kreis K mit beliebigem Radius sowie eine ungerade Anzahl
n paarweise verschiedener Punkte P, ..., P, auf K. Es sei weiterhin T ein Viel-
eck mit genau den Eckpunkten P4y, ..., P, in beliebiger Reihenfolge, das heift
T entspricht den Strecken P; P, P,P;, ..., P, _Pi, P; Py, wobei in der Folge
{i, ..., in} jede Zahl aus {1, ..., n} genau einmal vorkommt.

Wir interessieren uns fiir die Summe der Innenwinkel an jedem der Eckpunkte,
also

S = ZP,'1P/2P,'3 -+ ZP,‘2P,'3P,'4 + ...+ ZP,'HP,'llD,é.

Beachten Sie, dass das Vieleck ,iiberschlagen” sein kann, das heilt die verschiede-
nen Strecken des Vielecks konnen einander schneiden (siehe auch die Abbildung).
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P4 P3 P4 P3
P> P,

P, P,

Pe Ps

Beispiel flir n = 7 Punkte mit eingezeichneten Innenwinkeln fiir die Reihenfolgen

(i, ..., iz) =(1,4,5,2,7,3,6) (links) und (i1, ..., i7) = (1,4,7,3,6, 2,5) (rechts).

a) Schreiben Sie ein Programm, welches zufallig eine gegebene Anzahl an Punk-
ten auf einem Kreis anordnet und fir eine gegebene (oder ebenfalls zufallige)
Reihenfolge die Innenwinkelsumme S berechnet.

b) Versuchen Sie nun, eine Reihenfolge der Punkte so festzulegen, dass die In-
nenwinkelsumme maglichst klein wird. Was beobachten Sie? (Hinweis: die in
der linken Abbildung gezeigte Reihenfolge hat nicht die kleinst mégliche In-
nenwinkelsumme, die in der rechten Abbildung aber schon.)

c) Versuchen Sie, lhre Beobachtung auch formal zu beweisen.

Hinweis: lhr konnt Eure Lésungen bis zum 15. Februar 2020 einschicken; denn auch hier gibt
es Punkte zu ergattern, die bei der Vergabe des Forscherpreises eingehen. Ein eigenes Pro-
gramm solltet |hr als Textdatei und die EXE-Datei am besten , gezippt” als E-Mail-Anhang an
monoid@mathematik.uni-mainz.de einsenden.

Die Loésungen werden im iiberndchsten Heft erscheinen.

Losung der Computer-Aufgabe
aus Monoip 137

Merkwiirdige Darstellung natiirlicher Zahlen

Wir nennen eine Zahl n segmentteilbar, wenn jede der Ziffern 1,2,3,4,5,6,7,8 und
9 genau einmal in ihr vorkommt (n ist also neunstellig) und wenn die Zahlen n;
gebildet aus den ersten i Ziffern von n fiir alle i = 1, ...,9 durch i teilbar sind.
(Vergleiche die Aufgabenstellung fiir die Mathematischen Entdeckungen). Finde
alle segmentteilbaren Zahlen.
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Losung

Die Schwierigkeit bei dieser Aufgabe besteht darin, dass es sehr viele neunstellige
Zahlen gibt. Daher wiirde das Durchprobieren aller neunstelligen Zahlen und jede
einzelne auf Segmentteilbarkeit zu iiberpriifen sehr lange dauern.

Schneller geht es, wenn man sich klar macht, dass es bereits fiir kleine

i = 1,2,...,9 sehr wenige Zahlen gibt, die die geforderte Bedingung fiir die
Segmentteilbarkeit erfiillen. Es bietet sich daher an, die einzelnen Ziffern der Zahl
beginnend ganz links zu iiberpriifen ohne die restlichen Ziffern bereits festgelegt
zu haben.

Das folgende Programm tut dies mittels einer rekursiven Funktion
segmentteilbar (i,x). Dabei ist / die ndchste zu lberpriifende Ziffer, x die Zahl
bestehend aus den ersten i — 1 Ziffern.

def segmentteilbar(i, x):
if 1 == 10: # Ende erreicht
print(x) # Zahl ausgeben
return

# Alle Ziffern durchprobieren

for d in range(1, 10):
# Test, ob Ziffer d bereits benutzt
benutzt = False

y =X
while y > O:
if y % 10 ==
benutzt = True
y=y// 10

# Falls Ziffer noch frei ...
if not benutzt:

# ... Ziffer anf\"{ulgen ...
y=xx%x10 +d
# ... und auf Teilbarkeit testen

if y % i == 0:
# n\"{archste Ziffer anh\"{altngen
segmentteilbar(i + 1, y)

# Beginn bei Ziffer 1 und Anfangszahl 0
segmentteilbar(l, 0)

Lasst man das Programm laufen, so erkennt man, dass es nur eine segmentteilbare
Zahl gibt: 381654729
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Losungen der Mathespielereien
aus Monoip 139

Fiir die jiingeren Schiiler/innen der Klassen 5-8

I. Claudia kauft ein

Claudia macht eine Einkaufstour. Zunachst kauft sie Getranke fiir 10% ihres Gel-
des. Danach gibt sie in der Metzgerei 20% des ihr noch verbliebenen Betrags aus.
Dann kauft sie fiir 30% des Rests Lebensmittel. Zum Schluss leistet sie sich fiir
die noch verbliebenen 252 € ein Paar Wanderschuhe.

a) Wie viel Geld hatte Claudia anfangs?
b) Was haben die einzelnen Einkiufe gekostet? (WJB)

Losung:

a) Vor dem Kauf der Schuhe hatte Claudia noch 70% von 80% von 90% des
urspriinglichen Betrages B, das heilst 0,7-0,8-0,9- B =252 €

252 €
~07.08.090 €
b)
Getranke 10% von 500 € = b0 €
Wurst und Fleisch  20% von (500-50) € = 90 €
Lebensmittel 30% von (500-50-90) € = 108 €
Schuhe (500-50-90-108) € — /€

Il. Altersbestimmung

Mathis bemerkt, dass die Telefon-Nummern 264969, 458440 und 661983 seiner
drei Freunde bei der Division durch sein Alter (in ganzen Jahren) stets den gleichen
Rest ergeben und dass dieser Rest das ganzzahlige Alter seiner Enkelin ist. Wie

alt sind Mathis und seine Enkelin? (H.F.)

Losung:

Leider hat sich in die Aufgabenstellung ein Tippfehler eingeschlichen: Die dritte
Telefonnummer hatte 601983 lauten sollen. Wer begriindet hat, warum die Auf-
gabe nicht |6sbar ist, hat die fiir die Losung vorgesehenen Punkte bekommen.
Im kommenden Heft geben wir Euch erneut die Chance, die Aufgabe mit der
korrigierten Aufgabenstellung zu l6sen.

Il1l. Lange einer Diagonalen
Im Quadrat ABCD seien der Punkt E auf der Seite AB und der Punkt F auf der
Seite AD so gewahlt, dass gilt:
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Die Strecke EF ist orthogonal zur Diagnoale AC

F\ und wenn S der Schnittpunkt von EF und AC
ist, dann sei |SC| = |EF| = 12.
;_’.S Wie lang ist dann die Diagonale AC?  (H.F.)
A E B
Losung:

Es ist |£SAF| = |ZEAS| = 45°. Daher gilt |ZAFS| = 45° und |£SEA| = 45°.
Die Dreiecke ASF und AES sind also gleichschenklig und es gilt |AS| = |ES|
sowie |AS| = |SF|. Daraus folgt |ES| = |SF| = %|EF| = 6 und deshalb ist auch
|AS| = 6.

Damit gilt: |[AC| = |AS| + |SC| =6+ 12 = 18.

IV. Frische Luft

In einem Gebidude sind manche Raume durch Tiiren miteinander verbunden. Au-
Berdem gibt es Tiiren ins Freie.

Zeige: Gibt es (wie im skizzierten Beispiel) in jedem Raum eine gerade Anzahl von
Tiiren, so ist auch die Anzahl der Tiiren ins Freie gerade. (WJB)

/ /

N
@ 4)

(4) \
(4) . @) /

Losung:

Ist A die Anzahl der Auentiiren, | die der Innentiren und S die Summe der Tiren
in den einzelnen Raumen, so ist S = A + 2/ (da jede Innentiir bei zwei Rdumen
mitgezahlt wird). S und 2/ sind gerade, also auch A.
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V. Flachenverhaltnis im Rechteck
In einem Rechteck werden die Seiten in drei gleiche Teile geteilt. Die Teilungs-
punkte werden jeweils mit der weiter entfernten Ecke verbunden.

D C

A B

a) Zeige, dass das Verhiltnis der Flache des gefarbten Rechtecks zur Flache des
Rechtecks unabhdngig von den Seitenldngen des Rechtecks ist und bestimme
dieses Verhiltnis.

b) Gilt diese Aussage auch fiir beliebige Parallelogramme ABCD? (WJB)

Losung:

a)

Die Dreiecke AOD, KQN, MOL und C@B sind deckungsgleich. Damit ist
|0OQ| = %|AB|. Die Dreiecke KLP, QOP, OQR und MNR sind deckungs-
gleich. Damit ist |PR| = 1|BC]. Die Flche der Raute ist also | PR|-|OQ| =
3:|AB| - 3|BC|, also 35 der Rechtecksfliche [AB| - |BC|.

Die Scherung (vgl. Abbildung) fiihrt das
Parallelogramm iiber in das gestrichelte
Rechteck. Dabei bleiben alle (Teil-)Flachen
erhalten somit ist auch hier die Flache des
inneren Parallelogramms gleich % der Ge-
samtflache.
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VI. Addition ohne Ubertrag (H.F.)

Wie viele Paare von ganzen Zahlen > 0 gibt es, die beide hochstens zehnstellig
sind und bei deren Addition kein Ubertrag stattfindet?

Lésung:
Jede in Frage kommende Zahl sei mit 10 Ziffern geschrieben, also zum Beispiel

0000000027 an Stelle von 27 und so weiter.
Es seien dann x = x1x0x3...x10 und ¥y = y1)»y3...y10. und

X1 Xo X3 Xg ... X10
X+y= + 1 Y2 ¥y3 Ya ... Y10
4| 2 Z3 Zy ... Z10

Es sei x10 4+ y10 = z10 < 10. Diese Ungleichung ist erfiillt, falls gilt:
fir x;9 = 0 kann yyq einen der 10 Werte 0, 1, 2, ..., 9 annehmen.
fir x;0 = 1 kann yjq einen der 9 Werte 0, 1, 2, ..., 8 annehmen.

fir x;0 = 9 kann y19 nur den Wert 0 annehmen.

Somit gibt es fiir die letzten Ziffern x;9 und y;0 von x und y 104+9+8+...4+1 =55
Moglichkeiten.

Die gleiche Uberlegung trifft fiir xg, yo, ... sowie fiir xq, y1 zu.

Deshalb gibt es insgesamt 551 ~ 2 5. 10! Zahlenpaare x, y bei deren Addition
an keiner Stelle ein Ubertrag stattfindet.

VIl. Verpackung von Friichten

In einer Obstplantage wurden an einem Tag 21600 Apfelsinen, 18000 Mandarinen
und 4500 Pampelmusen geerntet.

Diese Friichte sollen in Kisten verpackt werden, wobei folgende Bedingungen zu
erfiillen sind:

1) alle Kisten enthalten die gleiche Anzahl von Friichten;

2) in jeder Kiste sind nur Friichte der gleichen Sorte;

3) die Anzahl der Friichte in den Kisten ist moglichst groR.

Wie viele Friichte sind in jeder Kiste und wie viele Kisten werden gefiillt? (H.F.)

Lésung:

Wegen 21600 = 2° - 3% .52,18000 = 2% - 32 .53 und 4500 = 22 - 32 . 53 haben
diese drei Zahlen den gréRten gemeinsamen Faktor 22 - 32 - 52 = 900.

Wenn man daher in jede Kiste 900 Friichte legt, dann hat man 24 Kisten mit
Apfelsinen, 20 Kisten mit Mandarinen und 5 Kisten mit Pampelmusen — das sind
insgesamt 49 Kisten.
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Neue Mathespielereien
Fiir die jiingeren Schiiler/innen der Klassen 5-8

I. Amerika-Reise

Astrid will sich griindlich auf eine USA-Reise vorbereiten. Sie geht mit 380€ im
Geldbeutel Bildbande amerikanischer Stadte einkaufen. Zuerst kauft sie einen Band
iber New York. Zum Preis dieses Bandes konnte sie keine drei weiteren Bande
kaufen. Dann kaufte sie einen Band iiber Chicago. Bei dessen Preis hitte sie
insgesamt 5 Bande kaufen konnen. Das Buch liber Los Angeles kostet 14€ weniger
als das liber New York, und 6€ weniger als das iiber San Francisco. San Francisco
ist um 17€ teurer als Chicago. Den Band iiber New York und der iiber Chicago
kann sie jeweils mit Scheinen (ohne Miinzen) passend bezahlen.

Wie viel Geld hat sie nach den Einkaufen ibrig? (WJB)

Il. Spielerei
Die Freundinnen Ute, Miriam und Alexandra sind zusammen 100 Jahre alt. Utes
Alter ist durch 17, Miriams durch 15 und Alexandras durch 9 teilbar. Die 3lteste

der Freundinnen ist weniger als doppelt so alt wie die jiingste. Wie alt sind die
drei? (WJB)

I1l. Wie groR sind die Winkel?
Im Rechteck ABCD seien E und F

D F Seitenmittelpunkte. Die Transversa-
len AF und AE bilden den Winkel «
und ED sowie BF schneiden sich un-

£ ter dem Winkel 5 (siehe die Figur).
Sind dann die Winkel a und 3 gleich

A B grolR? Begriinde deine Entscheidung.

(H.F.)

IV. Ungleichungen am Viereck
D Ein Viereck ABCD, das keine in sein

Innengebiet einspringende Ecke besitzt,
b d hat die Seitenldngen a, b, ¢, d und die
f Diagonalenlangen e, f.
A C Begriinde:
d Der Umfang des Vierecks ist groRer
als die Summe seiner Diagonalenlangen.

B (H.F.)
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V. Zahl gesucht

Die Summe von vier aufeinander folgenden natiirlichen Zahlen sei ein Vielfaches
von 10 und ihr Produkt sei eine siebenziffrige Zahl mit der ersten Ziffer 5 (von
links).

Wie heien die vier Zahlen? (H.F.)

VI. Anzahl von Teilern

a) Welche zweistelligen Zahlen haben eine ungerade Anzahl von Teilern, das heilt
lassen sich durch eine ungerade Anzahl verschiedener Zahlen teilen?

b) Wie viele natiirliche Zahlen kleiner als eine Millionen haben eine ungerade
Anzahl von Teilern? (WJB)

VIl. Die Geheimzahl

Lars soll sich eine fiinfstellige Geheimzahl merken. Nach ein paar Tagen erinnert
er sich aber nur noch daran, dass die dreistellige Zahl aus den ersten drei Ziffern
multipliziert mit der zweistelligen Zahl aus den letzten beiden Ziffern 4318 ergibt.
Dies reicht aber nicht, um die Zahl zu rekonstruieren, aber als ihm einfallt, dass

die mittlere Ziffer der dreistelligen Zahl deren groBte Ziffer ist, gelingt es ihm.
Welches war die Geheimzahl? (WJB)

VIll. Altersbestimmung
Im letzten Heft hatte sich hier ein Tippfehler eingeschlichen. Wer in diesem Heft
die Autfgabe richtig I6st, wird die dafiir vorgesehenen Punkte erhalten.

Mathis bemerkt, dass die Telefon-Nummern 264969, 458440 und 601983 seiner
drei Freunde bei der Division durch sein Alter (in ganzen Jahren) stets den gleichen
Rest ergeben und dass dieser Rest das ganzzahlige Alter seiner Enkelin ist. Wie
alt sind Mathis und seine Enkelin? (H.F.)

¢ ¢ ¢ ¢

»Das Unendliche ist dort, wo der Unsinn verniinftig wird.

Carl Friedrich Weizsacker

¢ ¢ ¢ ¢
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Neue Aufgaben
Klassen 9-13

Aufgabe 1253: Theodor Tellers Testament

In seinem Testament bestimmt Theodor Teller: ,Keines meiner Kinder soll gleich

viel erben, sondern jeweils das &ltere mehr als das jiingere. Als Anteile sind nur
11

. 1 . . 0o
Stammbriiche, also 3, 307 zul3ssig.

a) Wie miissen die drei Kinder teilen?
b) Wie ist zu teilen, wenn es vier Kinder sind?

c) Wie geht es weiter bei 5, 6, ... Kindern? (WJB)

Aufgabe 1254: Spannende Funktionen
Fir welche liberall stetigen Funktionen gilt bei festem n € N

a) f(nx) = f(x) fur alle x € R,

b) g(x") = g(x) firr alle x € RT,

c) Gibt es auch Funktionen mit der Eigenschaft a), die nicht auf ganz R stetig
sind? (WJB)

Aufgabe 1255: Das gefaltete Dreieck
Ein Blatt Papier, das die Form eines gleichseitigen n

Dreiecks hat, wird so gefaltet, dass seine obere Spitze /7 \
auf die Grundseite fallt und die beiden Flachen, in / \
denen das Papier nicht doppelt liegt, Inhalte von
36cm? beziehungsweise 16cm? haben.

Wie grols ist der Flacheninhalt insgesamt?(Christoph
Sievert) 36 16

Aufgabe 1256: Achtung, Baum fallt!

Der Stamm einer 17m hohen Tanne wird durch einen Sturm 10m iiber dem Boden
geknickt. Der obere Teil bleibt hangen und bildet mit dem unteren Teil den Winkel
«.. Die Spitze befindet sich jetzt 4m iiber dem Erdboden. Wie groB ist a? (WJB)

Aufgabe 1257: Sind gleiche Eckpunkt-Zahlen moglich?

Die Eckpunkte eines 2n—Ecks, n > 2, seien im Uhrzeigersinn mit den Zahlen

1, 2, ..., 2n nummeriert (Startkonfiguration Kp).

Man vergrolere oder verkleinere zwei beliebige benachbarte Zahlen beide um 1.
Kann man dann von Ky aus durch Wiederholungen dieser Operation zu einer
Konfiguration gelangen, bei der samtliche Eckpunkt-Zahlen gleich sind?  (H.F.)
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Aufgabe 1258: Anteile schulpflichtiger Kinder
Wir betrachten folgende (erfundene) Tabelle fiir die Anteile der Familien gestaffelt
nach der Anzahl der schulpflichtigen Kinder:

Anzahl schulpflichtiger Kinder | Anteil an allen Familien
0 60%
1 20%
2 10%
3 10%

Hier soll nicht genau diskutiert werden, was genau eine ,Familie” ist. Die gesell-
schaftliche Diskussion hierzu ist ja in vollem Gange. vereinfachend nehmen wir
an, dass eine Familie eine Gruppe von Menschen ist, und dass die schulpflichtigen
Kinder einer Familie Geschwister sind.

a) Auf einem Schulfest sprichst du ein zufillig ausgewihltes Schulkind an. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit stammt es aus einer Familie mit genau zwei schul-
pflichtigen Kindern?

b) Wie viele schulpflichtige Geschwister hat ein schulpflichtiges Kind im Mittel?

c) Angenommen, die Bevolkerungsstatistik fasst in der vierten Zeile alle Fami-
lien mit drei oder mehr schulpflichtigen Kindern zusammen. Lasst sich die
Wahrscheinlichkeit aus (a) immer noch bestimmen? (Achim Klenke)

Geloste Aufgaben aus Monoip 139
Klassen 9-13

Aufgabe 1246: Wahr oder falsch?
Es gibt zwei natiirlichen Zahlen n und m derart, dass m = 1/15n + 12 ist.
Begriinde dies. (WJB)

Lésung:
Die letzte Ziffer von 15n + 12 ist 2 oder 7. Die letzte Ziffer von m? ist 0, 1, 4, 9,
6 oder 5. m> = 15n + 12 ist also nicht moglich.

Aufgabe 1247: Zahlen gesucht
Zwei Zahlen x und y addieren sich zu 20. Multipliziere ihre Differenz mit ihrem
Produkt. Fiir welche Werte x und y ist das Ergebnis maximal,

a) wenn wir fiir x und y nur ganze Zahlen zulassen?

b) ohne diese Einschrankung? (WJB)

Lésung:
Mit y = 20 — x missen wir f(x) = x(20 — x)(2x — 20) maximal machen.
Dabei nehmen wir, ohne Einschrankung der Allgemeinheit, an: 10 < x < 20.
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a) Wir berechnen f(x) fir x = 10, 11,12, ..., 20 und erhalten die Tabelle
(10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
f(x)| 0 198 384 546 672 750 768 714 576 342 0
f(x) ist also fiir x = 16 am groBten. Die gesuchten Zahlen lauten also x = 16
und y =20 — 16 = 4 oder x =4 und y = 16.

b) f(x) = x(20 — x)(2x — 20) = —2x3 + 60x? — 400x
f'(x) = —6x% + 120x — 400
Die Nullstellen von f'(x) sind
—2}20 + 5 \/(1202 - (—6)(—400) ~ +10 £ 5,77.
Das l\/|a><|mum W|rd also be| 15,77 erreicht.

Aufgabe 1248: Umfang und Flache eines Trapezes

Im Trapez ABCD mit AB||CD und |AD| = |BC| = 30 haben die Diagonalen AC
und BD die Lange 40 und sie sind orthogonal zu den Trapezseiten CB und DA.
Berechne den Umfang U und die Fliche F des Trapezes. (H.F.)

Losung:

Das Dreieck ABC ist rechtwinklig. Daher ist |AB| = v/40% 4 302 = 50.

Dreht man das Dreieck AED um E in das Dreieck ED'A’, so sind die Strecken
A'D’ und DB parallel, weil ZEAD = ZEA'D' = ZBDE ist.

Daher sind die Dreiecke ED'A’” und ABD 3&hnlich und mit |A’D’| = 30 ist

% = % = 3. Folglich ist |[EA’| = 18 und daher |AE| = 18.

Daraus erhilt man |CD| = |AB| — 2|AE| = 50 — 36 = 14.

Der Umfang U des Trapezes ist U = |AB| + 2 - |AD| + |CD| = 50 + 60 + 14.
Somit ist U = 124.

Weil |ED| = +/30% — 182 = 24 hat das Trapez die Fliche F = ABFICCL

[ED| = 32 - 24 = 768.
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Aufgabe 1249: Rutschende Leiter

In der Ecke eines Raumes lehnt
eine Leiter an Wand 1. In der Mitte
dieser Leiter ist ein Bleistift befes-
tigt. Die Spitze dieses Bleistiftes
beriihrt Wand 2. Rutscht die Leiter
nun weg, hinterlasst der Stift eine
Spur an Wand 2.

a) Gib in einer Skizze an, welchen
Weg die Bleistiftspitze zuriick-
legen wird.

b) Wie lautet die Funktionsglei-
chung der Bleistiftlinie?

(Christoph Sievert, Bornheim)

Lésung:

Wand 1

Wand 2

Aﬁﬂ

Zeichnerische Losung:
| Lange der Leiter;
e Mittelpunkte der Leiter
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‘ Setze § = x, dann ergibt sich die
WP folgende Funktionsgleichung:
1\ 2
f(x) = (5) — x2
V= < ; o M(LiVIiZ—12)
g eine Kreisgleichung mit dem Mittel-
l punkt im Ursprung und Radius é
IWIE=12{

Aufgabe 1250: Spiele

a) Anfangs liegen 100 Stibchen auf dem Tisch. Sophia spielt mit ihrer Freun-
din Annette folgendes Spiel: Abwechselnd nimmt jede von ihnen ein oder zwei
Stabchen weg. Wer das letzte Stabchen nimmt, verliert das Spiel. Wenn An-
nette als erste zieht, dann kann Sophia sicher sein zu gewinnen. Wie muss sie
dazu spielen?

b) Sophia und Annette dndern die Spielregeln. Zuerst liegen wieder 100 Stabchen
auf einem Haufen. Wer beginnt, teilt diesen Haufen in zwei Teile, wobei jeder
Teil mindestens aus einem Stdbchen besteht. Danach teilt jede von ihnen im
Wechsel eines der jeweils vorhandenen Teile wieder in zwei Teile, solange bis

alle Teile aus nur einem Stabchen bestehen. Jetzt gilt: Wer beginnt, gewinnt.
Warum? (WJB)

Losung:

a) Wenn Annette 3n + 1 Stabchen vorfindet (dies ist die Anfangssituation mit
n = 33) und ein Stibchen nimmt, so nimmt Sophia zwei; nimmt Annette
zwei, so nimmt Sophia eines. Damit liegen anschlieBend fiir Annette noch
3(n— 1)+ 1 Stabchen vor. Dies ldsst sich so fortsetzen, bis fiir Annette noch
3 -0+ 1 Stdbchen da liegen. Dieses letzte Stabchen muss Annette nehmen
und verliert damit.

b) Am Anfang, das heilt nach 0 Spielziigen, haben wir einen Haufen. Nach dem
ersten Zug zwei Teile, nach dem zweiten drei Teilmengen und so weiter. Nach
dem 99. Zug sind es 100 Teilmengen, diese notwendigerweise einelementig,
also nicht weiter teilbar. Wer beginnt, macht die Ziige Nr. 1, Nr. 3, und so
weiter. Insbesondere auch Zug 99, nach dem es nicht mehr weiter geht.

29 Monoib 140



Aufgabe 1251: Zufallige drei Punkte
Wahle auf einem Kreis drei Punkte A, B und C zufillig und unabhangig von einan-
der. Bestimme den Erwartungswert des Winkels  bei C im Dreieck ABC!(WJB)

Lésung:

Fiir jede mogliche Kombination der Werte 4, &, ¢ (mit § + ¢+ ¢ = 180°) sind die
6 Zuordnungen (o, 5,7) = (9,¢,9), (o, 5,7) = (3, ¢,¢), (o, 5,7) = (&,6, p),
(o, B,7) = (g,0,0), (o, B,7) = (p,0,¢) und (a0, B,7) = (p,&,0) gleich wahr-
scheinlich. Also sind die (bedingten) Wahrscheinlichkeiten fir « = 6, fir a = ¢
und fiir @ = ¢ jeweils gleich % und damit ist die bedingte Erwartung gleich
%(5 + %8 + %gp = % - 180° = 60° unabhangig von der Bedingung. Damit ist auch
der (unbedingte) Erwartungswert gleich 60°.

Aufgabe 1252: Vielfache von 19

Es seien x und y ganze Zahlen, fiir die 2x + 3y ein Vielfaches von 19 ist.

Dann gilt: 11x + 7y ist ein Vielfaches von 19.

Beispiel: Fiir x =10 und y = 6 ist 2x + 3y =2 - 19 und

11x +7y =152 =8-19. (H.F.)

Losung:

Esist 11x+7y =19 (x +y) — 4 - (2x + 3y).

Da sowohl 19 - (x 4 y) als auch 4 - (2x + 3y) Vielfache von 19 sind, ist auch ihre
Differenz — also 11x + 7y — ein Vielfaches von 19.

Monoidale Knobelei
von Hartwig Fuchs

Im Wort MONOID sollen gleiche beziehungsweise ver-

O N O  schiedene Buchstaben durch gleiche beziehungsweise ver-
schiedene Ziffern ersetzt werden, wobei die Ziffern so zu
M bestimmen seien:

In einem gleichschenkligen Dreieck sie M die Lange der Basis, O sei die Lange der
beiden gleich langen Seiten und N sei die Hohe; | sei ein Viertel der Flache des
Dreiecks und D sei die Halfte seines Umfangs.

Welche Zahl entspricht dann dem Wort MONOID?

Losung

Vorweg

Die Flache des Dreiecks betragt %M— N, sodass gilt:

(1) 1= %I\/I -N
Fiir das rechtwinklige Dreieck mit der Hypotenusenlange O ist
(2) 0?=(3M)>+ N?
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Aus (2) folgt: Da N und O ganze Zahlen sind, muss auch M ganzzahlig sein.
Also ist M = 2,4,6 oder 8.

a) Essei M =2 oder M = 4.
Da | ganzzahlig ist folgt aus (1), dass N > 2 ist.
Nun ist aber (1 M)?+ N2 weder fiir M = 1 noch fiir ;M = 2 eine Quadratzahl
O? wegen
1+ N2 <4+ N2 < (1L+2N)+ N2 = (14 N)? < 0?, also ist die Bedingung
(2) weder fiir M = 2 noch fiir M = 4 erfiillt.

b) Es sei M =8
Aus (1) folgt dann: [ =% -8N = N
Weil aber nach Voraussetzung | # N ist, gilt M # 8

c) Essei M =6
Wegen (1) ist dann | = % - 6N und weil | ganzzahlig ist, muss N = 4 oder
N = 8 sein.
Ist N =8, soist | =6, was wegen M = 6 ausgeschlossen ist. Also ist N = 4.
Aus (2) ergibt sich damit 3> + 42 = 02, sodass O = 5 ist.

Ferner folgt aus (1): / = 5 -6-4 = 3 und schlieRlich ist D = 3(6+2-5) =8

Somit ist MONOID = 654538.

Die Diskriminante in Aktion
von Hartwig Fuchs

Der Lange Weg zur Diskriminante

Die ersten mathematischen Probleme, die auf quadratische Gleichungen fiihren,
sind auf Papyrusrollen aus Agypten um 1700 v.Chr. und auf altbabylonischen Keil-
schrifttafeln beschrieben.

Wir wissen nicht, wie solche Gleichungen damals gelost wurden — vermutlich aber
durch systematisches numerisches Probieren.

Erste Ansdtze fir algebraische Losungsregeln finden sich viel spater in der indi-
schen Mathematik bei Aryabhata (um 476 - 550) sowie bei Brahmagupta (598 -
nach 665), der bereits Lésungsanweisungen in Wortform fiir konkrete quadratische
Gleichungen angibt.

Die allgemeine Losungsformel fiir Gleichungen zweiten Grades — so wie wir sie ken-
nen — hat Sridhara (um 900) hergeleitet. Er hat die Gleichung ax® + bx + ¢ = 0
mit a # 0 — indem er sie zunichst durch a dividiert und dann auf beiden Seiten

2 . 2_ .
den Term 2, — %3¢ addiert — umgeformt zu (x + 2—2)2 = %, woraus sich fast

4a° 4a°
. . _ A/ h2_
unmittelbar ergibt: x = w

Der Term D = b?> — 4ac hei@tadie Diskriminante der Gleichung ax?® + bx + ¢ = 0.
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Aktionsbereich von Diskriminanten

Diskriminanten entscheiden iiber die Losbarkeit/Unlosbarkeit quadratischer Glei-
chungen in reellen Zahlen — woher auch ihr Name riihrt, der frei tibersetzt bedeutet:
,Die den Unterschied macht".

Losbarkeitskriterium fiir quadratische Gleichungen:

(1) Eine Gleichung ax?+ bx+c = 0 mit a # 0 hat genau dann reelle Lsungen,
wenn ihre Diskriminante D = b? — 4ac > 0 ist.

Mit (1) sind die Anwendungsmdglichkeiten von Diskriminanten bei weitem nicht
erschopft. So spielt sie insbesondere eine nicht unbedeutende Rolle in der elemen-
taren Algebra etwa bei der Untersuchung von Gleichungen, von Ungleichungen
und Funktionen, in denen quadratische Terme vorkommen.

Gleichungen und Diskriminanten

(B1) Man bestimme alle reellen Lésungen der Gleichung

(G1) 2x2 +6xy +5y?> —2x —4y +1=0
Wir lésen die Aufgabe 1 mit Hilfe einer Diskriminante — eine Losungsmethode, die
nicht nur bei (Gy), sondern auch in vielen anderen Fallen zum Ziel fiihrt (vergleiche
unten B, und Bjs).
Wir betrachten (Gy) als eine Gleichung 2. Grades in x mit Koeffizienten, die von
y abhangen, also:

(G]) 2x®+ (6y —2)x + (5> —4y +1) =0

(Gj) hat reelle Losungen in x, falls fiir die Diskriminante D von (Gj) gilt: D > 0.
Nun ist

D= (6y —2)>—8(5y° -4y +1) = —4(y> =2y +1) = —4(y — 1)> > 0 nur,
wenn (y —1)? =0, wenn also y = 1 ist.

Dann aber ist x = —1 und (—1, 1) ist die einzige reelle Lsung von (Gy).

B>:) Man zeige, dass die Gleichung (G,) x> —y3 = 1729 genau vier verschiedene
(
ganzzahlige Losungen hat.

Esist x> —y®* = (x —y)(x* +xy + y?) =1729=1-7-13-19.

Wir setzen x — y = a und x> + xy + y?> = b.

Mit x = y + a erhdlt man aus der letzten Gleichung

(G)) 3y*+3ay +a>—b=0

mit D = 9a% — 12(a®> — b) = 12b — 34°.

Nun ist y nur dann ganzzahlig, wenn D eine Quadratzahl ist und wenn a und b
ganzzahlige Teiler von 1729 sind. So kommen fiir a und b nur die jeweils 8 Werte
der folgenden Liste in Frage (Zeile 1 und 2).
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a 1 7 13 19 [7-13 7-19 13-19 7-13-19
b|7-13-19 13-19 7-19 7-13| 19 13 7 1
D | 20745 2817 332 32 D<0

Aus der Zeile 3 der Liste ergibt sich:

Nur fir a = 13,b = 133 und fir a = 19,b = 91 ist D eine Quadratzahl.
Setzt man nun diese a— und b—Werte in (Gj) ein, so ergeben sich die vier Lo-
sungen y = —12,y = —1 und y = =10,y = —9; die zugehdrigen x-Werte
erhilt man aus (Gy). Daher hat (G,) tatsachlich nur 4 ganzzahlige Lsungen:
(1,-12),(12,—-1),(9, —10) und (10, —9).

(Bs:) Die Summe der Kantenlangen eines Quaders betragt 24 und seine Oberfl-

che ist % Welches ist die groRtmogliche Lange, die eine Kante eines solchen
Quaders haben kann?

Bezeichnet man die Kantenlangen eines Quaders mit x, y und z, dann gilt

(1) 4x+y+z)=24

2) 2(xy+yz+xz)=%

Aus (1) und (2) folgt nach Elimination von z die quadratische Gleichung in x:

(G3) x*+(y—6)x+ (y>—6y+2) =0 mit der Diskriminante D = (y —6)* —
4(y* — 6y + %) = =3(y + 1)(v - 5).

Damit (Gs) reelle Losungen hat, muss D > 0, also (y + 1)(y — 5) < 0 sein.

y + 1 < 0 ist nicht moglich, da sonst y < 0 ware. Also ist y +1 > 0 und

y —5 < 0. Wegen y > 0 folgt: 0 < y < 5; der maximale y-Wert ist also 5.

Da die Gleichungen (1) und (2) symmetrisch in x, y und z sind, gilt entsprechend:

5 ist der maximale x-Wert und ebenso der maximale z-Wert. Die grotmdgliche

Lange einer Quaderkante ist daher 5.

Ungleichungen und Diskriminanten
Auch bei quadratischen Ungleichungen ax? + bx + ¢ E 0 gibt die Diskriminante
D = b? — 4ac oft entscheidende Hinweise auf deren Losbarkeit.

Ein Losbarkeitskriterium fiir quadratische Ungleichungen

(2) Die Ungleichung ax? + bx + ¢ > 0 mit a > 0 gilt fiir alle reellen x, wenn
die Diskriminante D = b?> — ac < 0 ist und umgekehrt.

Man forme (2) dquivalent um in die Ungleichung
(2) a((x+ L7 - £2)>0
Falls D < 0 ist, dann gilt (2') fiir alle reellen x, weil a > 0 und (x + 2—ba)2 > 0 ist.

Umgekehrt: Gilt (2') fir alle reellen x, dann muss (2') insbesondere auch fiir
X = —% gelten — was aber nur moglich ist, wenn D < 0 ist.

(Bs) Man zeige, dass die Ungleichung (U;) x + 5xy + 7y? > bx + 14y — 7 fiir
alle reellen x und y gilt.
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Schreibt man U; als eine quadratische Ungleichung in x, so erhalt man (U;')
x?+5(y —1)x+7(y>—2y+1)>0.

Die Diskriminante von (U;') ist D = 25(y — 1)2 —28(y — 1) = —-3(y — 1)2
Nun ist D < 0 fir jedes reelle y. Daraus folgt mit dem Kriterium (2):

(Uy") und damit (U;) gelten fiir jedes reelle x, wie auch immer y gewahlt wird.

(Bs) Man bestimme a so, dass jedes reelle x eine Lésung der Gleichung

2x+1
(U) —-1<== §+X1+ < 2 ist.

Wegen x2 + 1 > 1 teile man (Us) in zwei Ungleichungen auf:

(Up)) —x? —1<ax?+2x+1und (Uy") ax® +2x +1 < 2x2 +2

Aus (Uy') folgt (a+1)x? +2x+2 > 0 mit der Diskriminante D; = 4 —8(a+1).
(U) gllt nach (2) fiir alle reellen x, falls D < 0, also —% < aist.

Aus (Uy") folgt (2 — a)x® —2x +1 > 0 mit der Diskriminante D, = 4 — 4(2 — a).
(U") gllt fir alle reellen x, falls D, <0, also a<1ist.

Fiir die gesuchten Werte von a gilt somit: —= < a<l.

Ebene Kurven und Diskriminanten

Es gibt Kurven in der mit einem x-y-Koordinatensystem versehenen Ebene, in
deren Beschreibung quadratische Gleichungen/Ungleichungen eine Rolle spielen.
Daher darf man erwarten, dass Diskriminanten bei der Untersuchung solcher Kur-
ven sich als niitzlich erweisen kdnnten.

(Bs) Bestimme alle reellen Zahlen y, fir die es ein x gibt, sodass (x, y) jeweils

ein Punkt der Kurve Kj mit der Gleichung (K1) y = (j‘( 4112 x # 1 ist.

(x,y) ist ein Punkt von K7, wenn das Zahlenpaar (x, y) eine Losung der Gleichung
(K1) ist. Fur welche y ist also (x, y) eine Lésung von (Ki)?

Wir formen (K1) zunichst um in y(x — 1) — (x2 + 1) = 0 und dann weiter in
(K1) (y —1)x*>—2yx+(y—1) = 0 mit der Diskriminante D = 4y? —4(y —1)? =
8y —4. Nach dem Losbarkeitskriterium (1) fiir quadratische Gleichungen hat (K7')
nur dann Loésungen x, wenn D = 8y — 4 > 0 und daher y > % ist. Daraus folgt:
Fiir jeden Punkt (x, y) der Kurve K ist y > %

(B7) Man bestimme die tiefsten Punkte (x, y) der Kurve K, mit der Gleichung
(K2) y = (x = 2)(x + 3)(x* + x).

Zunichst ist y = (x> + x — 6)(x? + x), woraus man die Gleichung erhilt:

(K2) (x®2+x)?—6(x*+x)—y =0

Setzt man nun x2 + x = z so lautet dann (K3'): z2> — 6z — y = 0 und diese

Gleichung besitzt nur dann Losungen, wenn ihre Diskriminante D = 36 +4y > 0,

also y > —9 ist. Der kleinstmogliche Wert fiir y ist daher y = —9.

Die zu y = —9 gehdrigen Kurvenpunkte ergeben sich aus der Gleichung

7z2—6z—9 = 0. Es ist daher z = 3, sodass x>+ x = 3 und deshalb x; , = _1i2\/ﬁ.

Die Kurve Kj hat also zwei niedrigste Punkte: (x3, —9) und (xz, —9).
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(Bg) Bestimme alle positiven Zahlen a so, dass fiir jedes dieser a gilt: Zu jeder
beliebig gewahlten reellen Zahl x gibt es eine reelle Zahl y derart, dass (x, y)

ein Punkt der Kurve K, mit der Gleichung (K,) y = vax?> — x + a ist.

Es sei (x, y) ein Punkt einer der Kurven K.
Damit fiir jedes reelle x auch die Koordinate y reell ist, muss fiir den Radikand in
der Gleichung (K>) gelten: ax?> — x +a > 0.
Diese Ungleichung trifft nach dem Kriterium (2) — siehe oben — nur dann fiir alle
reellen x zu, wenn ihre Diskriminante D = 1 — 4a® < 0 ist. Daraus folgt wegen

a >0, dass a > % sein muss, damit fiir jedes reelle x auch y = vax?2 — x + a
reell ist.

Die harmonische Reihe |l
von Valentin Blomer

Das letzte Mal haben wir die Folge

1 1
Si=l+5+g+t-= Z .
untersucht und festgestellt, dass sie mit wachsendem n uber alle Schranken wachst,
allerdings unglaublich langsam. Wir erinnern uns an die Schnecke auf dem Gum-
miband und wollen ein zweites Beispiel betrachten.

Eine Briicke

Wir stehen an einer Klippe und haben 1m lange Bretter zur Verfiigung. Damit
wollen wir einen Uberstand bauen, der méglichst weit iiber die Klippe hinausragt.
Wir haben aber auler den Brettern keine Nagel oder anderes Werkzeug, wir kdnnen
nur die Bretter versetzt iibereinander legen und miissen sicherstellen, dass der
Uberstand nicht kippt und zusammenbricht.

Wenn wir n Bretter zur Verfiigung haben, machen wir das folgendermafen. Das
n-te Brett legen wir so, dass es 21 Meter iiber die Klippe hinausragt. Das (n—1)-te

Brett legen wir dariiber, so dass es 21n

Das (n — 2)-te Brett legen wir dariiber, so dass es ;= + 515 + -2 Meter iiber
die Klippe hinausragt. So fahren wir fort, bis wir das Brett mit der Nummer 1
zuoberst legen und zwar so, dass es 2—1,7 + 2n1_2 + 2n 7 - —|— Meter Uber die
Klippe hinausragt.
Wenn das alles so klappt und der Uberstand aus Brettern nicht zusammenbricht,
dann ragt das oberste Brett

1 1 1 1 1S

2 22 24 " T27 27

Meter iiber die Klippe hinaus. Ist n grols genug, kann das beliebig weit sein!
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Warum hilt diese Konstruktion? Dazu miissen wir zeigen, dass fiir jedes 1 < k <
n — 1 der Schwerpunkt der obersten k Bretter gerade noch liber dem (k 4 1)-ten
Brett liegt und der Schwerpunkt aller n Bretter nicht jenseits der Klippe. Das
rechnen wir jetzt einfach nach. Der Schwerpunkt der obersten k Bretter liegt

1 1 1 1 1 1
A (arararss -~ +3)
1 1 1 1
+-5  +ztet +25)
1 1 1
+<—§ +6—|— +E)
+
1 1 1
+(_§+ +ﬂ+...—|—%)
_1 k 1 1 1 k k B 1 1
—E<—§+é+§+...+z+2k+2—i—...—i—E)—2k+2+...+%

TV
k mal

Meter iiber der Klippe. Dies ist aber gerade der Endpunkt des (k + 1)-ten Brettes,
also fillt der Uberstand gerade so nicht zusammen. Mit der gleichen Rechnung
mit k = n sieht man, dass der Schwerpunkt aller n Bretter gerade am Rand der
Klippe liegt (die rechte Seite der obigen Rechnung ist dann 0). Der Uberstand
bekommt also an keiner Stelle Ubergewicht!

Um insgesamt zum Beispiel 10 Meter iiber die Klippe zu kommen, brauchen wir
272400600 Bretter, denn %5272400600 ~ 10. (Wir werden gleich feststellen, wie
man das berechnet.)

Um diesen Uberstand zu bauen, sind wir schon
eine Weile beschaftigt, und der wird auch
ziemlich hoch, und wenn wir nicht ganz sauber
arbeiten, fallt er doch zusammen. Aber in
der Theorie klappt es, nur mit Brettern ohne
jegliches weitere Werkzeug. Und wenn wir ganz
fleiig sind, konnen wir sogar 100m iber die
Klippe kommen. Dann bendtigt man aber mehr
Bretter, als es Atome im Universum gibt...
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Wie schnell wachst die harmonische Reihe?

Zum Schluss wollen wir moglichst genau abschatzen, wir grofls S, ist. Ein einfaches
Argument geht folgendermalen mit Hilfe der Integralrechnung und der Stamm-
funktion von t + 1/t. Die Flache unter der oberen Treppenkurve zwischen 1 und

n ist
1 1

1 —— = Sp-1,
ot 1

die Flache unter der unteren Treppenkurve zwischen 1 und n ist
1 1 1
—+-4+..+-=5,-1
2 * 3 L n

die Flache unter dem Funktionsgraphen von 1/t zwischen 1 und n ist

"1
/ —dt = log n,
1 t

wobei log den natiirlichen Logarithmus bezeichnet.*

Hlawls N

o

G

N S A
w

I

Es gilt also S, — 1 < logn < S,_1 und damit
log(n+1) < S, <1+ logn

fir n > 1. Damit sehen wir schon, dass S, etwa wie log n wichst (und insbe-
sondere unbeschrankt ist). Wir kdnnen aber noch genauer argumentieren und die
Differenz zwischen der Flache unter der Kurve t — 1/t und der darunter liegenden
Treppenkurve bestimmen. Dazu sei [x] fiir eine reelle Zahl x die kleinste ganze
Zahl groRer oder gleich x. Dann gilt

Sn:1+|ogn—/1n<%_ﬁ>dt_1+|ogn_/ [ﬂ“_wt

_ Tt -t [t] -t
—1+Iogn—/1 7] dt+/n Ft] dt

In der Schule wird das oft als In bezeichnet, das ist aber sonst eher uniblich.

*
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Das schreiben wir als
Spo=logn+~+T,

I I
”‘1‘/1 I A T

Was machen wir mit diesen beiden Integralen? Nun ja, wegen 0 < [t] —t <1

gilt
<1 1
0< TnS/ —dt =
N n

mit

Ist n grol, so ist T, also sehr klein und kann bei Naherungsrechnungen vernach-
|assigt werden. Das Integral in der Definition von ~ ist ein merkwiirdiges Integral,
aber man kann es mithilfe eines Computers leicht (ndherungsweise) ausrechnen.
Daraus erhilt man

v =0,577216 ...

Das ist die sogenannte Euler-Mascheroni Konstante (Euler berechnete — selbstver-
standlich ohne Computer — bereits die ersten Dezimalstellen). Wir erhalten

S, ~ logn+ 0,577

Wenn man nun noch nachschaut, was log10 ist und die Logarithmusgesetze
benutzt, so kann man, wie zu Beginn der letzten Folge festgestellt, tatsachlich
Sip%0 ~ 801og 10 4 0.577 ndherungsweise im Kopf ausrechnen!

Das geht durch folgende trickreiche Rechnung: Es gilt

1 K/l 1 1 /1 1
5= -2 (z-5+3) =1+ (G-3)
k=1 k=1 k=1
An dieser Stelle brauchen wir ein bisschen Integralrechnung. Fiir reelle Zahlen

a,b> 0 gilt
1
—dt - — -
[ Fe=t-i
also ist

A | "1 "1 "
5,,:1+§ /;dt:1+/ gdt+/ ?dt+"'+/ ﬁdt
1
_1+/ —dt+2/ —dt+3/ —dt+ .. +(n—1)/ ?dt

k+1
k=1 “k
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An dieser Stelle fiihren wir die GauB-Klammer ein: Fiir eine reelle Zahl x ist [x] die
grolte ganze Zahl kleiner oder gleich x. Damit kann man etwas kiinstlich schreiben

k41 k1
1
k/ —dt:/ mdt,
k t2 K t2

denn fir k < t < k + 1 ist ja** [t] = k. Wir kdnnen jetzt die Intervalle
[1,2),[2,3),...[n — 1, n) zusammenkleben und erhalten

n—1

k+1[t] n[t]
5,7:1+Z/k ?dt:1+/1 St

k=1
Wenn wir jetzt noch

{t} =t —[t]

fur den , Nachkomma-Anteil" einer reellen Zahl schreiben, so ist

Sn:1+/ t_{t}dt:1+/ 1dt—/ {—t}dt.
1 t2 1t p t2

Das mittlere Integral kdnnen wir ausrechnen, das ist der natiirliche Logarithmus,
den wir mit log n hier bezeichnen. Es ist also

5,,:|ogn+1—/ {tiz}dt.
1

Was machen wir mit dem letzten Integral? Es gilt:

["%dt:/f{tijdt_/nm{tijdt,

und wegen 0 < {t} <1

< {t <1 1
OgT,,::/ {—}dtS/ —dt = —.
, 12 , 12 n

Wir fassen zusammen: Es gilt

Sp=logn+~—T,

mit
e 1
7:1—/ gdt, 0T, <—.
1 t n

Die Zahl ~y ist eine merkwiirdige Konstante.

*k

Dass fiir den Schlusspunkt t = k + 1 allerdings [t] = k + 1 gilt, spielt fiir das Integral keine Rolle, das
Integral sieht keine einzelnen Punkte.
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Losungen zu den Aufgaben zum
neuen Jahr von Seite 4

Rationale Zahlen aufsummiert
Zundachst gilt fiir jede natiirliche Zahl m > 2:

Lp24 3, 4ml_142434 4m—1)=2L1bn_mi
Damit folgt
1 1,2 1,2, 3 2 3 2019
5_§+ §+§ +(Z+Z+4)+ Jr(2019+2o19+2019+“'+m)
_2-1 1, 4-1 2020-1 _ 1
T+T+T+...+T —5(1+2+3+...+2019)
1 20192020 _ 1
=5- 5 = 7-2019-2020
Wahr oder falsch?
Zeilensumme
1 1 1--- 1 ---1 1 — 1-2019
2 2 -2 2 — 2-2018
3 3 3 3 — 3.2017
2018 2018 — 2018 -2
2019 — 2019 -1
Spalten- | 1 1 e ] 1
summe 3-2 1.2.3 1.3.4 22019 - 2020

Zur Berechnung einer Spaltensumme wurde die Formel 1 +2 +3 + ... +n =

1

5 - n(n + 1)benutzt. Weil nun die Summe aller Spaltensummen mit der Summe

aller Zeilensummen {ibereinstimmt, ist die eingangs gegebene Gleichung wahr.

Zwischenwert gesucht

Fir jede natiirliche Zahl n =1, 2,3, ... gilt Zié 7. Damit gilt:
2 4 2019
12 2 (52 (32 (222
(37 ()7 (5550)
1 2 3 4 2018 2019 1
>(=-=)-(=-=)-... - . =
(2 3) (4 5) (2019 2020) 2020
- (1 1) (3 3) (2018 2018)
—_ . — . —_ . — . . —_— . r
27 4 4 2019 20197
mit r = (ggg?) <1 Dannist (3-3)-(3-3). ... (38.28). r = R2
Fir M = 2019 ist daher L > M > R, also
2 4 2018 - 1 - 1 3 2019
3 5 7 2019 2019~ 2 4 2020
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Zwei gleiche Summen

Die Menge M hat 21 — 1 = 32767 verschiedene Teilmengen, die nicht leer sind.
Die Anzahl der verschiedenen Summen aus Zahlen von M ist < 30195, weil
2006 + 2007 + ... 4+ 2020 die groBtmogliche Summe ist.

Da es zu jeder Teilmenge eine Summe gibt und da die Anzahl der Teilmengen
groler als die Anzahl verschiedener Summen ist, kdnnen die Summen aus zwei
Teilmengen nicht alle verschieden sein.

Teiler von Potenzen

Vorweg: Fiir positive ganze Zahlen a und b gilt:
a—1=(Ga-1D@"+a"2+. . +a +1).

Es sei nun z = x3 — 1 mit ganzzahligem x > 1 und 3y = x.

Setzt man dann a = x> und b = y in obige Gleichung ein, so ist

z=x¥ 1= —1=03 -1 1+ ()2 + ... +x>+1).
Nach obiger Gleichung gilt auch x*> — 1 = (x — 1)(x® + x + 1) und so ergibt sich
Insgesamt

z=(x-1D0+x+D(()1+..)
=(x—1)(x-(x+ 1)+ + ).
Also hat z die Teiler x — 1 und x(x + 1) + 1.

Fiir x = 2020 folgt daraus: z = 2020?12 —1 hat die Teiler 2019 und 2020-2021+1.
Die Behauptung trifft daher zu.

Eine Ungleichungskette
Fir n > 2 ist einerseits

= v < v = v g = AV = V=)
Setzt man nun n = 2,3,4,...,1022121, so ist

S <2(v2 - V1) +2(v3 = V2) + ... + 2(v/1022121 — 1/1022120)
= 2(1/1022121 — /1) = 2020

Andererseits ist JrrT

% = \/n+i+\/ﬁ ~ \/n+i+ﬁ ' ¢Zi1_$ =2(Vn+1-+/n).

Setzt man n = 2, 3,4, ...,1022121, so ist

S >2(v3—=V2)+2(V4—V3)+ ...+ 2(v/1022122 — 1/1022121)
= 2(1/1022122 — 1/2) > 2019

Folglich gilt: 2019 < S < 2020.
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Rubrik der Loser und Loserinnen
Stand nach Heft 135

Ahrweiler, Gymnasium Calvarienberg:
KI. 10: Lisa Schafer 10;
KI. 11: Hannah Schmitt 7, Fiete Schopp 7.

Alzey, Elisabeth-Langgasser-Gymnasium (Betr. Lehrerin: Frau Liining):
KIl. 5: Finn Baumann 28, Sarah Braunecker 6, Leon Conrad 18,Anna Lena Dre-
scher 21, Gabriel Faber 21, Mya Fuchs 28, Jonah Fiirst 6, Johannes Greis 33,
Pauline Groschke 4, Luca Guth 21, Chiara Kreis 8, Roberta Tintea 5:

Kl. 6: Oscar Su 105, Kevin Tran 37, Jan Christian Weber 21;

KI. 7: Lars Schall 21;

KI. 8: Linus Kemmeter 8, Nils Koch 13;

Kl. 9: Lukas Born 50;

KI. 11: Torben Biirger 51.

Bad Schwalbach, Nikolaus-August-Schule:

KI. 5: Leyla 2, Liam Genscher 2;

Kl. 6: Carina 2, Kiara Dallmeier 2, Hannah Neele Frank 2, Coleen Genscher 2,
Raphael Hanold 1, Max Hauser 1, Karl Hoffmann 16, Sarah Hoffmann 16.

Bielefeld, Gymnasium am Waldhof:
KI. 9: Roxana Mittelberg 7.

Dortmund, Leibniz-Gymnasium:
KI. 8: Oliver Bill 19.

Frankenthal, Karolinen-Gymnasium (betr. Lehrerin: Frau Haag):

KIl. 7: Philip Memmer 22;

KI. 8: Julia El Sayed 25, Elisa Hoch 25, Merit Millsimmer 25, Emilie Schnirch
20;

KIl. 10: Tim Kruse 44.

Friedberg, Augustinerschule: KI. 6: Konstantin Herbst 32;
Kl. 9: Nico Brockmeier 23, Aleksandra Herbst 49.

Geisenheim, Internatsschule Schloss Hansenberg:
KI. 10: Sénke Schneider 66;
KI. 12: Maximilian Gébel 64.

Giellen, Landgraf-Ludwig-Gymnasium:
KIl. 8: Hanna Mattner 9, Maret Schlinkneider 8, Tom Rieger 11, Jasmin Schulz
15.
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Gilching, Christoph-Probst-Gymnasium:
KI. 5: Kira Gaspar 12;

KI. 8: Raphael Schmittner 27;

KI. 9: Jakob Zimmermann 41;

KI. 10: Marie Bauer 24.

Hadamar, Fiirst-Johann-Ludwig-Schule
KI. 7: Ali Said 8, Fabienne Schuy 9;

KI. 8: Theresa Horstkotter 14, Johannes Sabel 6;
KIl. 11: Dominik Horstkotter 42:

KIl. 13: Melanie Schuy 20.

Ingolstadt, Christoph-Scheiner-Gymnasium:

KIl. 5: Mark Garkuscha 9, Severin Hackl 12, Eva Hovadikova 6, Amelie John
5, lwais Karimi 11, Sarah Markhof 10, David Miicke 12, Elisa Pape 8, Nam-anh
Pham 11, Sonja Schischkov 6;

Kl. 6: Linus Peczkowski 6;

KIl. 7: Michael Bauer 13, Stefanie Forchhammer 16, Valerie Schiberna 6.

Kelkheim, Privatgymnasium Dr. Richter:
KI. 11: Dennis Mayle 57.

Koblenz, Max-von-Laue-Gymnasium:
Kl. 10: Cedric Friedrich 19.

Linz, Martinus Gymnasium:
KI. 5: Daniel Waldek 18;
KI. 8: Simon Waldek 38.

Mainz-Gonsenheim, Martinus Schule:
KI. 2: Johannes Wiinstel 13.
Mainz-Gonsenheim, Otto-Schott-Gymnasium:

KI. 7: Gregor Salaru 117
KI. 9: Raphael Mayer 28.
Mainz, Frauenlob-Gymnasium (Betreuender Lehrer: Herr Mattheis):

KI. 11: Max Herwig 45,5;
KI. 12: Ivan Khomutovskiy 45, Florian Weinzinger 45,5.

Mainz, Theresianum:
KIl. 10: Clemens Zabel 65.

Neuwied, Wemer-Heisenberg-Gymnasium:
KI. 6: Jona Richartz 19.

Oberursel, Gymnasium (Betreuende Lehrerin: Frau Beitlich):
KI. 5: Jasmin Borrmann 7, Luis Brinkmann 34, Frederick Fink 10, Sophie Kunz
11, Dora Meszaros 34, Jaden Stix 21;
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KI. 6: Emilie Borrmann 34;

KIl. 8: Elisabeth Budimann 32, Annika Etz 35, Henriette Heibock 6, Natalia Ko-
beszko 19, Emilia Korfmacher 35, Rebecca Pergament 38, Martin Daniel Schanne
36;

KI. 9: Kathrin Borrmann 40,5, Paulina Herber 68, Josefine Kaner 71;

KI. 10: Annika Borrmann 27;

KI. 11: Oliver Storck 21;

Kl. 12: Jonas Blumenroth 66, Jonas Buhrke 35, Lennard Freud 54, Jonas Gliick-
mann 67, Luise KalBner 46, Friedrich Kievernagel 46, Jannik Matthiesen 25, Fabian
Rasch 46, Elisa Windorf 38;

KI. 13: Kristin Teichert 15, Jan Wabnig 17.

Tangermiinde, Diesterweggymanisum:
KI. 7: Tu Sam Dang 60;
KI. 9: Miriam Biittner 65.

Trier, Friedrich-Wilhelm-Gymnasium:
KI. 7: Philipp Lorcks 84.

Wittlich, Cusanus-Gymnasium:
KI. 8: Mareike Biihler 49.

Worms, Gaull-Gymnasium:

Kl. 6: Finn Huber 6, Jan Wickenheiser 12;
Kl. 7: Alexander Haun 29;

KIl. 8: Fatima Hemood 23.

Die MonoiD-Preistrager 2019

Das Goldene M: Florian Weinzinger (Frauenlob-Gymnasium Mainz).
Monoip-Fuchs: Philipp Lorcks (Friedrich-Wilhelm-Gymnasium Trier).
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Sonderpreis: Gregor Salaru (Otto-Schott-Gymnasium, Mainz-Gonsenheim),
Jonas Gliickmann (Gymnasium Oberursel)
Forscherpreis: Maximilian Gébel (Carl-Friedrich-GauR-Gymnasium, Schwedt/Oder).

‘dem Preistrager

eines Forsche:

1. Preise: Gregor Salaru, Oscar Su, Philipp Lércks, Josephine Kalner, Florian
Weinzinger, Jonas Gliickmann, lvan Khomutovskiy, Miriam Biittner, Paulina Her-
ber, Max Herwig, Jonas Blumenroth, Clemens Zabel, Sonke Schneider, Tu Sam
Dang, Maximilian Gobel, Dennis Mayle

2. Preise: Lennard Freund, Lukas Born, Aleksandra Herbst, Kevin Tran, Torben
Biirger, Fabian Rasch, Friedrich Kievernagel, Jakob Zimmermann, Kathrin Borr-
mann, Martin Daniel Schanne
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3. Preise: Mareike Bihler, Simon Waldek, Luis Brinkmann, Konstantin Herbst,
Nico Brockmeier, Raphael Mayer, Luise KaRner, Jona Buhrke, Peter Gispert, Tim
Kruse

Monoip-Jahresabonnements 2019: Dominik Horstkotter, Raphael Schmitt-
ner, Emilie Borrmann, Annika Borrmann, Jannik Matthiesen, Johannes Greis, Re-
becca Pergament, Marie Bauer, Elisa Windorf, Mya Fuchs, Annika Etz, Emilia
Korfmacher, Dora Meszaros, Jan Christian Weber, Elisabeth Budiman, Oliver Bill,
Anna Lena Drescher, Gabriel Faber, Alexander Haun, Stefanie Forchhammer, Fre-
derik Glinter, Finn Baumann, David Miicke, Jona Richartz, Elisa Hoch, Julia El
Sayed, Merit Millsimmer, Fiona Ruschke, Lars Schall

Die MonoiD-Redaktion gratuliert allen hier genannten Preistragern des Schuljahres
2018/2019 herzlich zu ihren Gewinnen.

Der Preis fiir den Trager des Goldenen M wurde gestiftet vom Verein der Freunde
der Mathematik an der Johannes Gutenberg-Universitdt Mainz und dem Institut
fir Mathematik der Johannes Gutenberg-Universitit Mainz. Der Preis fiir den
Trager des MonoiD-Fuchs von Dr. Ralf Genannt. Der Forscherpreis wurde von Casio
gestiftet. Die Sonderpreise wurden von Dr. Ralf Genannt und dem Forderforum
des Gymnasiums Oberursel gesponsert. Die 1.-3. Preise wurden gesponsert von
den Freunden der Mathematik an der Johannes Gutenberg-Universitdt e.V. Die
Monoip-Redaktion dankt den Sponsoren herzlich!

Monoib 140 46



Mitteilungen

e Abo-Beitrag: Bitte denkt daran, den Abo-Beitrag in Héhe von 10€ fiir
das Kalenderjahr 2020 auf das Monoip-Konto, Nummer 505 948 018 bei der
Mainzer Volksbank (BLZ 551 900 00) zu iiberweisen (Angabe des Abonnenten
nicht vergessen!).

Eine giinstige Form, den Abo-Beitrag zu iiberweisen, ist der Dauerauftrag, da
man dann die Uberweisung nicht mehr vergisst und das Abonnement ohne
Unterbrechung weiterlauft.

e Die Homepage http://monoid.mathematik.uni-mainz.de/ ist zur Zeit
leider nicht erreichbar, da sie intern auf einen anderen Server umzieht. Wir
hoffen, dass in Kiirze wieder darauf zugegriffen werden kann.

e Mainzer Mathe-Akademie: Die nichste Mainzer Mathe- Akademie (MMA)
findet vom 9. bis 13. September 2020 statt. Nahere Informationen zur Aka-
demie und Anmeldemodalitaten erhaltet lhr rechtzeitig in Monoid oder im
Internet unter: www.Mathe.uni-mainz.de/mainzer-mathe-akademie.

Die Redaktion

Leitung: Dr. Cynthia Hog-Angeloni (V.i.S.d.P.), Marcel Gruner

Mitglieder: Angelika Beitlich, Laura Biroth, Prof. Wolfgang J. Biihler Ph. D,
Christa Elze, Prof. Dr. Steffen Frohlich, Dr. Hartwig Fuchs, Willy Gemmer, Dr.
Klaus Gornik, Jasmin Haag, Arthur Kopps, PD Dr. Margarita Kraus, Dr. Ekkehard
Kroll, Susanne Liining, Martin Mattheis, Dr. Maximilian Preisinger, Helmut Ram-
ser, Frank Rehm, Silke Schneider, Prof. Dr. Hans-Jiirgen Schuh, Prof. Dr. Duco
van Straten, Dr. Siegfried Weber

Weitere Mitarbeiter: Prof. Dr. Valentin Blomer, Dr. Volker Priebe, Dr. Stefan
Kermer

Zusammenstellung und Satz: Vera Ruf

Internet und Korrektur der eingesandten Losungen: Michelle Porth
Betreuung der Abonnements und Versand: Marcel Gruner, Katherine
Pillau
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