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Lieber Le(0)ser!

Die NEUEN AUFGABEN warten auf Losungen. Nur Mut, auch
wenn du in Mathe keine ,Eins* hast. Die Aufgaben sind so gestal-
tet, dass du zur Losung nicht unbedingt den Mathe-Stoff der Schule brauchst. Vielmehr
wird das Losen mancher Aufgabe viel mathematische Phantasie und selbstandiges
Denken von dir fordern, aber auch Zahigkeit, Wille und Ausdauer.

Wichtig: Auch wer nur eine oder Teile einzelner Aufgaben l6sen kann, sollte teil-
nehmen; der Gewinn eines Preises ist dennoch nicht ausgeschlossen.

Fur Schuler/innen der Klassen 5-7 sind in erster Linie die ,Mathespielereien* vorge-
sehen. Denkt bei euren Losungen daran, auch den Losungsweg abzugeben.

Alle Schuler/innen, insbesondere aber jene der Klassen 8-13, kdnnen Losungen (mit
Losungsweg!) zu den NEUEN AUFGABEN und zur ,Ecke fir den Computer-Fan®
abgeben. (Beitrdge zu verschiedenen Rubriken bitte auf verschiedenen Blattern).
Abgabe-(Einsende-) Termin fir Losungen ist der

15. 11. 2001.
Zuschriften bitte an folgende Anschrift:

Martin Mettler, Unterer Kurweg 29, D-67316 Carlsberg
Tel.: 06356/8650; Fax: 06356/989780; e-Mail: MMettler@t-online.de

Im ELG Alzey kdnnen Losungen und Zuschriften im MONOID-Kasten oder direkt an
Herrn Kraft abgegeben werden, im KG Frankenthal direkt an Herrn Kopps.

Die Namen aller, die richtige Losungen eingereicht haben, werden im MONOID in der
RUBRIK DER LOSER und in der MONOID-Homepage im Internet erscheinen.

Wir bitten auch um neue Aufgaben, die du selbst erstellt hast, um sie in den Rubri-
ken ,Mathespielereien“ und ,Neue Aufgaben® zu veroffentlichen. Diese Aufgaben sol-
len aber nicht aus Lehrbiichern oder Aufgabensammlungen entnommen sein, sondern
deiner eigenen Phantasie entspringen. Wurde es dich nicht einmal reizen, eine Aufga-
be zu stellen, deren Lésung vorerst nur du kennst?

Am Jahresende werden 20-25 Preise an die fleiBigsten Mitarbeiter vergeben. Seit 1993
gibt es bei uns noch einen besonderen Preis:

AuRRer der Plakette mit dem goldenen M gibt es
einen beachtlichen Geldbetrag fur die beste Mitar-
beit bei MONOID und bei anderen mathematischen
Aktivitaten (z. B. Teilnahme an Wettbewerben).

Zur Ermittlung der Preisgewinner werden folgen-
de Tatigkeiten bewertet: Losungen zu den NEU-
EN AUFGABEN und den MATHESPIELEREIEN,
Beitrdge zur ,Ecke fir den Computer-Fan®, Artikel
schreiben, Erstellen von ,neuen Aufgaben®, Tippen
von Texten fir den MONOID, Teilnahme an Wettbe-
werben, etc.

Und nun wiinschen wir euch allen: Viel Erfolg bei eurer Mitarbeit! Die Redaktion
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Die Magie der Zahl 1001

von Martin Mettler

1001 ist die Zahl der Scheherezade, der Marchenerzahlerin in Tausend und einer
Nacht. Sie hat die folgende besondere Eigenschatft:
1001 ist das Produkt von drei aufeinander folgenden Primzahlen 7 - 11 - 13.

Weiter bemerken wir, dass 257 - 1001 = 257257, 965 - 1001 = 965965 usw.

Im Allgemeinen gilt: Ist n eine dreistellige natirliche Zahl der Form n = abc wobei 4,
b, c Ziffern sind, so ist 1001 - n eine sechsstellige Zahl der Form abcabc .

Dazu passt das folgende Spielchen zwischen Lisa, Laura, Uwe und Sven.
e Lisa gibt Laura ein Blatt Papier und fordert sie auf, eine dreistellige Zahl auf zu

schreiben, z.B. 634.

e Nun soll sie die Zahl nochmals dranhangen; sie erhalt dann eine sechstellige
Zahl. In unserem Beispiel ist das die Zahl 634634.

e Weiter soll sie diese Zahl durch 7 teilen. Lisa behauptet schon im Voraus, dass
die Teilung aufgeht.

e Das Ergebnis soll Laura Uwe geben, der es durch 11 teilen soll. Auch diesmal
kann Lisa von vorne herein behaupten, dass bei der Teilung kein Rest bleibt.

e Das Ergebnis soll Uwe nun an Sven weitergeben, der es durch 13 teilen und
sein Blatt Laura geben soll. Lisa sagt nun zu Laura: ,Dies ist die Zahl, die du dir

ausgedacht hast‘. Und es wird stimmen.
Wieso funktioniert das Spielchen?

Angenommen, Laura hat sich die Zahl abc = n ausgedacht.

Durch Anhangen erhalt sie die Zahl abcabc = 1000 - n +n = 1001 - n.

Teilt sie nun durch 7, so erhalt sie 143 - n.

Teilt Uwe dieses Ergebnis durch 11, so erhalt er 13 - n.

Wenn nun Sven das Ergebnis durch 13 teilt, so erhalt er tatsachlich die Zahl n.

Es sei nun z = eu eine mehrstellige Zahl, bei der u fur die Zahl aus den letzten drei
Ziffern steht und e flr die Zahl aus den Ubrigen Ziffern. Also ist

z=1000-e+u =1001-e—e+u=1001 e+ (u —e).

Nun ist 1001 durch 7, 11 und 13 teilbar. Ist auch u —e durch 7 (11 bzw. 13) teilbar, so
ist auch z durch 7 (11 bzw. 13) teilbar.

Daraus ergibt sich die folgende Teilbarkeitsregel: Eine Zahl ist genau dann durch 7
(11 bzw. 13) teilbar, wenn die Differenz aus der Zahl, die aus den letzten drei Ziffern
gebildet ist, und der Zahl aus den ubrigen Ziffern durch 7 (11 bzw. 13) teilbar ist.

Z.B.: Esist 29134 durch 7 teilbar, weil 134 — 29 = 105 durch 7 teilbar ist.

474672 und die Zahl 672474 sind jeweils durch 11 teilbar, weil 672 — 474 = 198 und
474 — 672 = —198 durch 11 teilbar sind. (Klar: Statt u© — e kann man auch e —u =
—(u — e) auf Teilbarkeit untersuchen.)

Esist 645 — 294 = 351 durch 13 teilbar, also ist auch die Zahl 645294 durch 13 teilbar;
wegen 645294 — 195 = 645099 = 13 - 49623 ist auch die Zahl 645294195 durch 13
teilbar usw.

Uber den praktischen Wert dieser Regel lasst sich streiten. Ich wollte hier lediglich die
Denkweise bei der Suche nach Teilbarkeitsregeln veranschaulichen (vgl. MONOID 66,
S. 32).
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Eine besondere Geometrie-Aufgabe

von Martin Mettler

Ich hatte gerade das Buch ,Vom Charme der ,verblassten’ Geometrie* herausgebracht,
als ein begeisterter Mitarbeiter von MONOID mir folgende Aufgabe zuschickte:

,Die Punkte A und B liegen aufRerhalb eines gegebenen Kreises k. Gesucht ist ein
Punkt C auf k mit der folgenden Eigenschaft: AC und BC schneiden k ein weiteres Mal
in D bzw. E, wobei DE||AB gelten soll.“

Er bat um eine Losung des ,grofRen Meisters®, weil diese Aufgabe ihn seit langerer Zeit,
leider ohne Erfolg, beschaftigt hatte.

Ich selbst fand auf Anhieb auch keine Losung und so Uberlegte ich, diese Aufgabe wei-
ter zu geben. Zunachst gab ich sie per e-Mail an die eifrigsten Mitarbeiter von MONOID,
dann an Teilnehmer der Deutschen Mathematik-Olympiade und an mehrere Kollegen
und Mathematiker, die ich bei verschiedenen Veranstaltungen traf. Leider brachte kei-
ner die Geduld auf, das Problem sauber zu I6sen. Aul3er allgemeinen Hinweisen, die
zur Losung von Konstruktionsaufgaben herangezogen werden kdnnen, nichts!

Schliel3lich traf ich bei der Endrunde der 40. Deutschen Mathematik-Olympiade einen
jungen, gewieften Liebhaber der Geometrie, der ebenfalls vor kurzem ein Buch Na-
mens ,geometria - scientiae atlantis* herausgegeben hat. Selbstverstandlich gab ich
auch ihm diese Aufgabe, obwohl ich mir keine richtige Losung versprach. Doch der
junge Mann sagte stante pede, dass eine Losung dieses Problems in seinem Buche
steht. Diese Aufgabe sei in der kanadischen Mathe-Zeitschrift ,Crux Mathematicorum®
als Aufgabe 2430 im April 1999 erschienen; er selbst habe damals die folgende Losung
hin geschickt, die auch in einer der nachfolgenden Ausgaben unter seinem Namen
veroffentlicht wurde.

Also, ich kann nur sagen: Respekt!

Der junge Mann ist Herr Dr. Eckard Specht, wissenschaftlicher Mitarbeiter am Insti-
tut fir Experimentelle Physik der Otto-von-Guericke-Universitdt Magdeburg, mit dem
Arbeitsgebiet Computerorientierte Materialwissenschaft. Demnach ist Herr Dr. Specht
lediglich Hobby-Geometer.

Hier die Losung der Aufgabe:

Es seien |AP| = u und |BQ| = v die Langen der Tangentenabschnitte von A bzw. B
an den Kreis k (siehe nachfolgende Abbildung).

Nach dem Sekanten-Tangentensatz gelten die Gleichungen: u? = |AC| - |AD| und
v* = |BC| - |BE|, deren gegenseitige Division

u*>  |AC| |AD|

o>~ [BC| " [BE|
ergibt. Da DE||AB gefordert ist, gilt auRerdem nach dem ersten Strahlensatz

|AC| _ |AD|
|BC| ~ |BE]
und daher mit obiger Gleichung
|AC] _u _
[BC] ~o 1
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Nun sind A, B und k fest, so dass das Verhaltnis g eine bekannte Konstante ist. Der
geometrische Ort aller Punkte C, dessen Entfernungen zu zwei Punkten A und B ein
konstantes Verhaltnis haben, ist der Kreis des Apollonius (s. S. 85-87 in dem Buch
~om Charme der ,verblassten’ Geometrie® von Martin Mettler). Somit haben wir die

Strecke AB innerlich und auRRerlich im gegebenen Verhaltnis g zu teilen, um die Punkte
X und Y als Endpunkte des Durchmessers vom Kreis des Apollonius k* zu bestimmen
(vgl. Aufgabe A. 22, S. 98, in dem Buch ,geometria - scientiae atlantis* von E. Specht,
sowie S. 85 -86 und 109 -111 in dem Buch ,Vom Charme der ,verblassten’ Geometrie*
von M. Mettler).

Die Schnittpunkte von k und k* sind dann die gesuchten Punkte C (bzw. C*), wobei es
sein kann, dass der zweite Schnittpunkt (im Bild C*) herausfallt, da er keine Schnitt-
punkte D und E mit k zul&sst.

Aufgabe:

a) Fuhre die in obiger Abbildung dargestellte Konstruktion durch (mit Zirkel und Lineal
oder mit einm Geometrie-Programm wie EUKLID oder Cabri Géometre), d.h. konstru-
iere bei gegebenem Kreis k und gegebener Strecke AB die Tangentenabschnitte AP
und BQ und teile dann die Strecke AB innerlich und auf3erlich (man sagt ,harmonisch*)
im Verhaltnis |AP| : |BQ|. (Tipp: 2. Strahlensatz)

b) Zeige: Die Halbierenden eines Drei-
eckswinkels und seines Nebenwinkels
teilen die Gegenseite harmonisch im
Verhaltnis der beiden anliegenden Sei-
ten. (Nach der Konstruktion von C tber
den Schnitt des Apolloniuskreises k*
mit dem Kreis k kann dies zur Kontrolle
herangezogen werden.)

(Tipp: Trage auf der Geraden AC von
C aus nach beiden Seiten den Ab-
stand |BC| ab und erhalte so die Punk-
te F und F'. Zeige dann BF||CY und
BF'||CX.)

[Losung in MONOID 68]
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Bucher-Hinweise

In dem Artikel von Martin Mettler Gber ,Eine besondere Geometrie-Aufgabe” (S. 4 -
5) wird auf zwei neue Geometrie-Blicher hingewiesen, die sich sehr gut erganzen, da
sie sich im Stoff und in der Konzeption unterscheiden und die im Regal eines jeden
Wettbewerbsteilnehmers, aber auch von Lehrern/innen, die Mathematik-AG’s leiten,
sowie eines jeden Geometrie-Liebhabers stehen sollten:

Geometria - scientiae atlantis von Eckard Specht, Otto-von-Guericke-Universitat
Magdeburg. ISBN 3-929757-39-7, 218 Seiten mit 277 Abbildungen, Paperback.

Dieses Buch ist im Mai 2001 erschienen und wendet sich an mathematisch begabte
Schiler/innen als Ubungsbuch fiir die Vorbereitung zur Teilnahme an Wettbewerben,
aber auch an alle anderen mathematisch Interessierten zum Trainieren des Lodsens
von Aufgaben.

Bestellungen kann man (nur) unter

http://www.math4u.de/download.html

aufgeben; unterhalb des Bildes auf der Internetseite findet sich ein Link zur Online-
Bestellung. Ein Exemplar kostet 23,50 DM inkl. Versandkosten (ins Ausland 25,50 DM).

Da die Canadian Mathematical Society Herrn Specht noch einmal 60 Crux-Hefte (s.u.)
geschickt hat, verteilt er diese an die jetzigen Besteller gratis.

Vom Charme der ,verblassten* Geometrie von Martin Mettler, Verlag
EUROBIT Temesvar 2001, 234 S. mit einem Vorwort von Prof. Dr. A. Beutelspacher,
aus dem wir bereits auf dem Beiblatt des MONOID-Heftes Nr. 66 zitiert haben. Ein an-
derer bekannter Geometer, Herr Prof. Dr. Armin Herzer sagt unter anderem: ,Welchen
(noch) jungen Menschen wird es nicht vom Stuhl rei3en, hier diese vielen schénen und
seltsamen Satze der Geometrie beisammen zu sehen. (Mir ging’s jedenfalls so.)*

Dieses Buch kann zum Unkostenbeitrag von 15 DM (broschiert) bzw. 18 DM (karto-
niert), zuzuglich 2,50 DM fur Porto und Verpackung, direkt beim Autor

Martin Mettler, Unterer Kurweg 29, 67316 Carlsberg,
eMail: mmettler@t-online.de,

oder bei der MONOID-Redaktion (s. S. 36) bestellt werden. Mit den Einnahmen vom
Buchverkauf wird die Herausgabe von MONOID unterstitzt.

Crux Mathematicorum with Mathematical Mayhem, herausgegeben von
der Canadian Mathematical Society, eine Mathe-Zeitschrift fur Schiler/innen und
Mathe-Liebhaber/innen aus Canada. Sie berichtet ausfiihrlich Uber mathematische
Wettbewerbe in aller Welt und erscheint in englischer Sprache. Dies sollte jedoch fur
gute Schuler keine ernsthafte Hurde darstellen. Aul3erdem ist das zum Lesen und Ver-
stehen der Aufgaben noétige Vokabular nicht sehr umfangreich und schnell erlernt. Je-
der kann dort seine Losungen hinschicken, wobei Schilerldsungen einen Bonus haben
und bevorzugt abgedruckt werden. Einzig der Preis schmerzt ein wenig: US $ 30 pro
Jahr (8 Ausgaben) fir ein Abonnement (Studententarif, ansonsten $ 60). Im Internet:

http://journals.cms.math.ca/CRUX/
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Hattest Du es gewusst?

Was ist ein Hamilton-Weg?
von Hartwig Fuchs

William R. Hamilton (1805-1865) war einer der bedeutendsten irischen Mathematiker -
und so ist es durchaus vorstellbar, dass sein wissenschaftlicher Ruf sogar bis in seine
Geburtsstadt Dublin gedrungen ist und die Stadtvater eine Strafl3e ihm zu Ehren den
Hamilton-Weg benannt haben. Ein solcher Weg - sofern es ihn tberhaupt gibt - ist
naturlich im Folgenden nicht gemeint.

Im Jahre 1859 verdffentlichte Hamilton in London das Ratselspiel ,die Reise auf dem
Dodekaeder*.!

Eine der Aufgaben, die im Dodekaeder-Spiel zu I6sen war, lautete:

Man finde einen Wanderweg langs der Kanten, der sdmtliche Ecken genau einmal
besucht.

Wir geben hier die zweidimensionale Ansicht (Netz) eines Dodekaeders, wobei man
sich vorstellen moge, dass der zugehdrige Korper mit der funfeckigen Basis ABCDE
auf einer Ebene ruht.

Aufgabe 1:
Der Leser ist aufgefordert, in Figur 1 einige
D Wege gemal Hamiltons ,Spielregel* zu finden.
Ferner:
0 Wie viele solcher Wege gibt es, die mit der
Eckenfolge U, T beginnen? (falls Du die
Losungszahl bestimmen kannst, teile sie uns
bitte mit - H.F. kennt sie namlich nicht).

Jede LoOsung dieser Aufgabe heil3t ein
Hamilton-Weg auf dem Dodekaeder.

Wir wollen den Begriff ,Hamilton-Weg" allge-
I meiner und genauer festlegen, wobei sich die
d Figur 1 zur Veranschaulichung gut eignet.
A B In der Ebene seien die Punkte Py, Py, ..., P,,
_ n > 1, gegeben. Verbindet man jeden Punkt
Figur 1 P, i = 0,...,n mit mindestens einem der
ubrigen Punkte P;, j # i, durch eine Strecke, so erhalt man einen Graph G.
Die Punkte von G heifl3en die Ecken von G, und die Verbindungsstrecken nennt man
die Kanten von G.
Das Dodekaeder-Netz ist demnach ein Graph mit 20 Ecken und 30 Kanten.

Bemerkung: In der mathematischen Literatur wird ein Graph noch allgemeiner definiert
als es hier geschehen ist.

Es sei nun Qo, Q4,..., Qn, m > 1, eine Folge von verschiedenen Ecken eines Gra-
phen G, derart dass auch eine Kantenfolge ki, ky, ..., k,, existiert mit ky = QyQ1,

'Ein Dodekaeder ist ein Korper mit 12 fiinfeckigen Flachen, bei dem in jeder Ecke 3 Kanten und 3
Flachen aufeinanderstoRen.
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ky = Q1Qs2, ..., ki = Qu_1Q,: . Dann nennen wir die Folge ki, k», ..., k,, einen Weg
in G.
Wir wollen ky, k, ..., k,, und k,, ..., ko, k; als den gleichen Weg betrachten.

Beispiel 1:

D C Figur 2 stellt einen Graphen G mit 4 Ecken und 6 Kanten
dar.

In G gibt es 6 Wege aus je einer Kante, 12 Wege aus zwei
Kanten und 12 Wege aus 3 Kanten.

Es gibt in G keinen Weg, der aus 4 oder mehr Kanten be-
steht, weil ein solcher Weg mindestens 5 Ecken besitzt und
daher wenigstens eine Ecke mehrfach in einem solchen

A . B Weg vorkommen mdsste.
Figur 2

Durchlauft ein Weg jede Ecke eines Graphen G, dann nennt man ihn einen Hamilton-
Weg.

In dem eingangs beschriebenen Dodekaeder-Netz ist z.B. der Weg UTIKBC DEA
HGF PON MLS RQ ein Hamilton-Weg.

Was bis jetzt eher wie eine mathematische Spielerei aussieht, hat doch vielfaltige und
wichtige Anwendungen, etwa bei der Losung von ,Transportproblemen®.

Beispiel 2: 7

Von einem Verteilungszentrum Z der Post wer-

den mit einem Lastwagen Pakete an 11 Grol3-

kunden E,, E,, ..., Ey; ausgeliefert. Die Figur E, < < E
3 stellt einen Stadtplan dar, in dem die Posi- E, E; *
tionen von Z, Eq, E,, ..., E;; und die Verbin- v
dungswege angegeben sind. Wenn nun von Es E¢ X Y
Z aus alle Kunden in nur einer Fahrt belie-
fert und kein Kunde dabei mehrfach besucht E; —= < <
werden soll, dann muss die zu wahlende Rou-

te in dem Graphen ,Stadtplan“ (Figur 3) ein

Hamilton-Weg sein. Ei;

Aufgabe 2: Figur 3

Bestimme einen solchen in Z beginnenden Hamilton-Weg, wenn keine der Verbin-
dungsstrecken eine Einbahnstral3e darstellt - die Pfeilspitzen auf den Kanten sind hier-
bei bedeutungslos und sollten nicht beachtet werden.

Die Aufgabe, in einem Graphen G einen Hamilton-Weg zu finden, kann durch zuséatz-
liche Bedingungen, denen G unterliegt, erschwert sein.

Wenn z.B. die Kanten von G mit einem Zahlenwert versehen sind (im Graphen ,Stadt-
plan® der Figur 3 etwa mit Entfernungsangaben), dann wird man in G unter allen mogli-
chen Hamilton-Wegen auch den kirzesten bestimmen kdnnen.

Man nennt dies das Problem des Handlungsreisenden - weil es die Situation eines
Handlungsreisenden beschreibt, der zahlreiche durch StraRen verbundene Geschéfte
einer Stadt verstandlicherweise auf einem Hamilton-Weg minimaler Lange besuchen
will. Dazu ein

Beispiel 3:
Mit einer Maschine werden sechs verschiedene Farben produziert. Die Maschine muss
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vor jedem Farbwechsel gereinigt werden, wobei die Dauer der Reinigung von den bei-
den Farbsorten abhangig ist (es sei vorausgesetzt, dal’ es keine Rolle spielt, welche
der zwei Farben zuerst hergestellt wird).

Es ist nun eine Reihenfolge flr die Herstellung der sechs Farben, beginnend mit Blau,
S0 zu ermitteln, dass jede Farbe genau einmal produziert wird und die Gesamt-Reini-
gungszeit des Produktionsprozesses minimal wird.

Die Reinigungszeiten sind in der folgenden Tabelle angegeben, die so zu lesen ist:
Die Reinigungszeit fur die Kombination Blau, Schwarz und auch Schwarz, Blau befindet
sich im Kreuzungspunkt der Blau-Zeile und der Schwarz-Spalte.

Blau Rot Grin Gelb Schwarz Weil3
Blau 0 10 11 11 6 10
Rot 0 17 15 15 20
Grin 0 10 15 19
Gelb 0 15 20
Schwarz 0 11
Weil3 0

Aufgabe 3:
Stelle Beispiel 3 durch einen Graphen dar und bestimme den kirzesten Hamilton-Weg
in diesem Graphen.

In der Figur 3 haben wir jeder Kante offenbar mittels einer Pfeilspitze einen Durchlau-
fungssinn gegeben.

Man nennt einen solchen Graph - bei dem also jede Kante eine Orientierung aufweist
- einen gerichteten Graphen oder einen Digraphen.

Aufgabe 4:

Untersuche am Digraph ,Stadtplan® mit Einbahnstraf3en (Figur 3 mit Kantenorientie-
rung), ob die Post auch jetzt noch ihre Kunden auf einem Hamilton-Weg (oder sogar
einem Hamilton-Kreis?) beliefern kann.

Digraphen mit Hamilton-Wegen sind nutzliche Hilfsmittel bei der LOsung von vielerlei
Anwendungsproblemen,

- z.B. bei der Organisation von Herstellungsprozessen, durch die ein Produkt in meh-
reren Arbeitsgangen gefertigt wird, wobei manche der Arbeiten erst begonnen werden
konnen, wenn andere bereits durchgefiihrt sind; so etwa kann man die FlieBband-
Produktion von Autos als einen Hamilton-Weg auffassen;

- oder z.B. bei der Beschreibung hierarchischer Ordnungen in Tiergemeinschaften oder
Personengruppen durch Biologen oder Soziologen wie im folgenden

Beispiel 4:

Wenn in einem Huhnerhof irgend zwei Hihner gleichzeitig ein begehrenswertes Korn
entdecken, so wird man bemerken, dass nur eines der Hihner das Korn aufpicken
L<darf“. Die darin zum Ausdruck kommende Rangordnung in der Tierpopulation nennt
der Biologe eine Hackordnung. Diese Hackordnung lasst sich durch einen Digraphen
D darstellen: die Ecken von D reprasentieren die Hihner; von A nach B ist ein Pfeil
gezeichnet, wenn Huhn A einen hoheren Rang als Huhn B besitzt.

2Das ist ein Hamilton-Weg, der zum Ausgangspunkt zuriickkehrt; in Figur 2 etwa der Weg ABCDA
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Ein Hamilton-Weg in D bedeutet dann, dass es eine nach dem Rang gebildete Rei-
henfolge der Tiere gibt, bei der das hochstprivilegierte Huhn am Anfang steht und am
Ende sich das sogenannte ,blinde" Huhn befindet, welches mangels Privilegien nur
selten ein Korn findet, das es selbst aufpicken darf.

Losungen der Aufgaben

Losung zu Aufgabe 1: z.B. UTI KBC DEAHGF PON MLS RQ.
Lbsung ZU Aufgabe 2:z.B. ZE{E;E{1 E\0EsE¢Eo EsE5 E> E;.

Losung zu Aufgabe 3: Die sechs Farben werden durch sechs Punkte, die Aufein-
anderfolge der Produktion zweier Farben durch die Verbindungsstrecke der entspre-
chenden zwei Punkte, die Reinigungszeiten als Wertangaben an diesen Strecken dar-
gestellt. So entsteht ein vollstandiger, bewerteter Graph, in dem jede Ecke mit allen
tbrigen Ecken verbunden ist. Der kirzeste Hamilton-Weg in diesem Graphen ist

(x) Blau - Rot - Gelb - Grun -Schwarz -Weil3.

Zur Losung noch eine Bemerkung:

Wenn man nach der Farbe Weil3 den Herstellungsprozess fortsetzen will, dann wird
man dies offenbar mit der Farbe Blau tun. Auf diese Weise wird der kiirzeste Hamilton-
Weg (x) zu einem ,geschlossenen‘ Weg - man nennt dies einen Hamilton-Kreis.

Losung zu Aufgabe 4: In Figur 3 gibt es nur einen einzigen, in Z beginnenden Hamilton-
Kreis, mit dem nattrlich auch ein Hamilton-Weg gegeben ist:
ZE\Ey EsEsE; E11 E10Eg EqELE5Z.

Comic

Noch zwei Stiicke Pizza Ubrig, Papa. Sie TR Stiick A"

Oberflache: 154, 5 cm?
Gewicht: 72 g
Salamistiicke: 37

Stuckﬂ,,B Anf':.llysiere: A" &h, ich mei- A
SERRE Oberflache: 153,2 cm? Wahle ne: Ich nehme AJ'€IC
s Gewicht: 71 g Stiuck A" ;

S5l Salamistiicke: 33
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Die Seite fur den Computer-Fan

Bemerkenswerte Zahlen
Die 10-ziffrige Zahl Z = 3816547 290 ist aus (mindestens) zwei Griinden bemerkens-
wert:
(1) sie enthalt jede der Ziffern 0,1,2,...,9 genau einmal,
(2) die Zahl, gebildet
aus der 1. Ziffer von Z ist durch 1 teilbar,
aus den zwei ersten Ziffern von Z ist durch 2 teilbar,

aus den neun ersten Ziffern von Z ist durch 9 teilbar;
und Z selbst ist durch 10 teilbar.

Im folgenden verlangen wir (1) nicht mehr.

(a) Wie viele 10-ziffrige Zahlen mit der Eigenschaft (2) gibt es? Wie heil3en die klein-
ste und die grof3te von ihnen?

Es sei nun Z eine n-ziffrige Zahl, n > 1, mit der Eigenschatft:

(3) fur i =1,2,3,...,n seidie Zahl, welche aus den ersten i Ziffern von Z gebildet
ist, durch i teilbar.

(b) Bestimme fur n = 20,21,22,23,24, wie viele n-ziffrige Zahlen mit der Eigen-
schaft (3) es jeweils gibt.

(c) Uberpriife: Es gibt nur eine 25-ziffrige Zahl mit der Eigenschaft (3). Wie heit sie?

(d) Begrinde: Es gibt keine n-ziffrige Zahl, n > 26, mit der Eigenschatft (3)

(H.F)
Ein erstaunliches Zahlenquadrat
Wenn man jede Zeile des Quadrates - von links nach
rechts bzw. von rechts nach links gelesen - und jede Spal- 3 7 1 9
te - von oben nach unten oder von unten nach oben gele-
sen - und jede Diagonale - vorwarts oder riickwarts ge- 9 5 5 1
lesen - jeweils als eine vierziffrige Zahl auffasst, dann
enthalt das Quadrat 8 + 8 +4 = 20 verschiedene vier- 1 2 8 3
ziffrige Zahlen.
Uberprife folgende Behauptung: Jede dieser Zahlen ist 1 9 3 3
eine Primzahl. (H.F)

Hinweis: Die Aufgaben fir den Computer-Fan sind meist ohne Bezug auf einen spe-
ziellen Rechner oder ein spezielles Programm oder eine spezielle Programmierspra-
che gestellt. Ihr kdnnt selbst entscheiden, fir welche Teile es sich lohnt, z.B. einen
Taschenrechner oder ein Computeralgebra-System (z.B. DERIVE) einzusetzen oder
ein eigenes kleines Programm (z.B. in Pascal) zu schreiben.

Ihr kdnnt Eure Losungen auch einschicken, denn auch hierbei gibt es Punkte zu er-
gattern. Allerdings musst Ihr bei der Verwendung eines Computeralgebra-Systems
oder eines eigenen Programms dies entsprechend dokumentieren durch Einsenden
der Programm-Datei (am besten als Anhang einer eMail an die MONOID-Adresse:
monoid@mathematik.uni-mainz.de.
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Ein mathematisches Objekt mit vielen Anwendungen:
Die Gruppe (Il)

von Valentin Blomer

Das letzte Mal haben wir ein wichtiges algebraisches Objekt definiert, die Gruppe. Zur
Erinnerung noch einmal:

Definition. Eine Gruppe (G, o) ist eine Menge G, bei der je zwei Elemente miteinander
verknupft (o) werden kdnnen, wobei man als Ergebnis wieder ein Element der Menge
erhalt. Dabei soll gelten:

Al: [Assoziativgesetz] ao (boc) = (aob)ocfuralle a,b,c € G.
A2: [Existenz eines neutralen Elements]

Esgibteinl e Gmitloa =afirallea € G.
A3: [Existenz eines inversen Elements]

Fiur jedesa € Ggibteseinb e Gmitboa = I.

Als Beispiele fur Gruppen hatten wir unter anderem die Symmetrien eines Dreiecks
mit der Hintereinanderausfuhrung als Verknipfung, die ganzen Zahlen mit der Addition
und die reellen Zahlen ohne 0 mit der Multiplikation. Ein weiteres Beispiel noch zum
Aufwarmen:
Kann sich jemand vorstellen, wie man die Punkte eines Kreises zu einer Gruppe ma-
chen kann? Dazu mussen wir erklaren, was die Verkntpfung zweier Kreispunkte sein
soll. Wir stellen uns einen Kreis mit Ra-
dius 1 und Mittelpunkt im Koordinatenur-
sprung O vor. Den Punkt (1,0) nennen wir
(ganz zuféllig...) I. Zu jedem Punkt P auf
dem Kreis zeichnen wir die Strecke OP.
Sie schliel3t mit der Strecke OI einen Win-
kel ¢ zwischen 0° und 360° ein. Jetzt defi-
nieren wir einfach: Die Verknupfung zweier
Kreispunkte P;, P, mit den Winkeln ¢, @,
soll der Kreispunkt Q mit dem Winkel
Y = @1+ @ (mod 360°) sein, vgl. Abb.
5. Es ist nicht schwer, die Gruppenaxiome
Abbildung 5: So wird ein Kreis zur Gruppe.  nachzuprifen (zum Beispiel ist das neutra-
le Element der Punkt I). In der Fachspra-
che heiRt diese Gruppe Ubrigens S!, wobei S fir Sphéare und 1 fir eindimensional steht.

Nachdem wir also festgestellt haben, dass es ganz unterschiedlich geartete Beispie-
le fir Gruppen gibt, wollen wir etwas mathematische Theorie treiben. Zunachst ziehen
wir ganz einfache Folgerungen aus den Gruppenaxiomen. Die Aussagen der folgenden
Hilfssatze (,Lemmata‘) mogen vielleicht banal klingen, aber es ist gar nicht so einfach,
sie nur mithilfe der drei Gruppenaxiome aus der Definition zu beweisen. Man braucht
auch etwas Zeit, um sich daran zu gewohnen, dass das Kommutativgesetz nicht zu
gelten braucht.
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Lemma 1 Sei (G, o) eine Gruppe und I das neutrale Element. Dann giltauchaol =a
fur alle a € G. (Mit anderen Worten: [ ist auch ,von rechts* ein neutrales Elemant; das
ist natlrlich nur in nichtabelschen Gruppen eine nichttriviale Aussage.)

Beweis. Sei a € G beliebig. Wahle b,c € G nach Axiom 3 so, dass boa = [ und
cob = I. Dann gilt

a=Iloa=(cob)oa=co(boa)=col,
also a=col=co(Iol)=(col)ol=uaol.

Ubung: Man zeige mithilfe von Lemma 1: Ausaob = [ folgt boa = I.
Lemma 2 Es gibt in einer Gruppe (G, o) genau ein neutrales Element.

Beweis. Wir stellen uns zwei Kandidaten I, | fiir das neutrale Element vor und zeigen,
dass diese in Wirklichkeit gleich sind. Sei also [ oa = Joa = a fur alle a € G. Dann gilt
insbesondere (setze in der Mitte a = I)

Jol=1
Andrerseits gilt nach Lemma 1 auch ao I = a fur alle a € G. Wahlt man a = |, folgt

JoI=].
Ein Vergleich beider Gleichungen zeigt I = ].

Lemma 3 (Kurzungsregel) Sei (G,o) eine Gruppe und gelte aox = aoy fir
a,x,y € G. Dann gilt x = y. (Ebenso folgt x = y aus xoa =y oa.)

Beweis. Sei b ein nach Axiom 3 zu a inverses Element, also b o a = I. Dann gilt
x=Iox=(boa)ox=bo(aox)=bo(aoy)=(boa)oy=Ioy=y.

Aus der Klrzungsregel folgt tbrigens, dass in einer Gruppentafel in jeder Zeile und
jeder Spalte jedes Element hdchstens einmal auftreten darf; man vergleiche dazu die
Gruppentafeln aus dem ersten Teil dieser Reihe.

Ubung: Zeige wie in Lemma 2, dass es zu a € G genau ein inverses Element b € G
gibt. Dieses Element nennt man das inverse Element und bezeichnet es mit 2.

Wenn ein Mathematiker ein Objekt mit einer gewissen Struktur vor sich hat, ist eine
der ersten Fragen, welche Unterstrukturen das Objekt besitzt. Was soll das heissen?
Wenn wir zum Beispiel eine Gruppe (G, o) haben, wollen wir wissen, ob es Teilmengen
U C G gibt, die dieselbe Struktur tragen, die also selbst mittels o eine Gruppe bilden.

Nehmen wir zum Beispiel die Gruppe (Z, +) und die Teilmenge aller durch 3 teilbaren
ganzen Zahlen 3Z := {3z | z € Z} = {...,—6,-3,0,3,6,...}. Man Uberzeugt sich
leicht, dass (3Z, +) eine Gruppe bildet und nennt sie eine Untergruppe von (Z, +).
Die Menge U := {...,-5,-2,1,4,7,...} aller ganzen Zahlen, die bei Division durch
3 Rest 1 lassen, bildet jedoch keine Untergrupe von (Z,+), denn zum Beispiel ist
1+4 =5 ¢ U. Dieses Beispiel zeigt also, dass nicht jede Teilmenge einer Gruppe
bezlglich derselben Verknipfung selbst eine Gruppe ist.

13 MONOID 67



Wir kommen nun zu einem ersten HOhepunkt in der Gruppentheorie, dem Satz von
Lagrange, der uns eine notwendige Bedingung an die Hand gibt, um festzustellen, ob
eine Teilmenge einer Gruppe eine Untergruppe sein kann. Zur Schreiberleichterung
schreiben wir die VerknUpfung in den betrachteten Gruppen wie eine Multiplikation und
lassen den - weg. Aul3erdem definieren wir fur eine endliche Gruppe G die Ordnung
von G als die Anzahl ihrer Elemente und schreiben dafir | G |.

Theorem 1 Sei G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe von G. Dann ist die
Ordnung von U ein Teiler der Ordnung von G.

Der Beweis zu diesem und dem tbernachsten Satz steht im dritten Teil dieses Artikels
im nachsten Heft. Ich habe beide Beweise sehr ausfiihrlich und anschaulich aufge-
schrieben und wirde mich sehr freuen, wenn der eine oder andere sie zu verstehen
versucht, denn sie zeigen einige nutzliche und vielseitig anwendbare Beweistechniken.
Aus dem Satz von Lagrange kann man grol3artige Folgerungen ziehen. Zum Beispiel
kann eine Gruppe mit 10 Elementen keine Untergruppe der Ordnung 3 haben, weil
3 kein Teiler von 10 ist. Eine Gruppe von Primzahlordnung kann Uberhaupt nur sich
selbst und die einelementige Gruppe als Untergruppe haben. Die vielleicht wichtigste
Folgerung ist die folgende (man braucht auRer dem Satz von Lagrange noch ein paar
weitere Zutaten, aber das ist nicht sehr schwer):

Theorem 2 Sei G eine Gruppe der Ordnung m, also mit m Elementen. Dann gilt
g"i=gogo...og=1Ifuralle g € G.
R

m-mal

Wer mag, kann dies an Beispielen der bereits aufgestellten Gruppentafeln nachprifen.
Als Beispiel fur die vielseitige Anwendbarkeit des Satzes 2 wahlen wir uns eine naturliche
Zahl m > 1 und betrachten die Menge G,, aller zu m teilerfremden Zahlen zwischen
1 und m. Zum Beispiel ist Gi, = {1,5,7,11}. Die Anzahl der Elemente von G,, wird
traditionell mit ¢(m) bezeichnet und Euler-Funktion genannt. ¢(12) ist also 4.

Theorem 3 Beziglich der Multiplikation (mod m) bildet G,, stets eine Gruppe mit dem
neutralen Element I = 1.

Wir wollen auf G,, den Satz 2 anwenden. Dazu nehmen wir uns irgendein Element aus
G, also eine zu m teilerfremde Zahl a, und verkniipfen sie ¢(m)-mal mit sich selbst,
d. h. wir berechnen a®™ (mod m). Nach Satz 2 liefert dies das neutrale Element 1 und
wir erhalten den Satz von Euler:

Theorem 4 4?") = 1 (mod m) fiir alle zu m teilerfremden Zahlen a.

Ein Spezialfall ist der sogenannte ,.kleine Fermat“, denn es gilt ¢(p) = p — 1 fur alle
Primzahlen p (wieso?).

Theorem 5 Sei p eine Primzahl, die kein Teiler von a ist. Dann gilt:
a’~' =1 mod p
Was ist also 137° (mod 7)? Richtig, 1.
Zum Schluss eine kleine Ubung (hat nichts mit dem Satz von Lagrange zu tun): Gilt in

einer Gruppe mit neutralem Element I fur jedes Element g die Gleichung go ¢ = I, so
ist die Gruppe abelsch.
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LOosungen der Mathespielereien aus dem

MONOID 66
Drei Sailon fir Mathin ( Schisborfinnon dor KE. 5 - 7 )

Wer hat das rheinhessische Hangebauchschwein?

Uber funf Schiiler aus dem siidlichen Rheinhessen, die alle aus verschiedenen Klas-
sen stammen, in verschiedenen nebeneinanderliegenden Orten wohnen, verschiede-
ne Tiere besitzen, unterschiedliche Sportarten und Gesellschaftsspiele ausuben, ist
bekannt:
Der 5.Kl&ssler wohnt in Eppelsheim.
Der 4.Klassler hat einen Hund.
In Heimersheim wird Mau-Mau gespielt.
Der 8.Klassler dagegen spielt Schach.
Gleich links neben Weinheim ist Heimersheim.
Der Bienenzuchter spielt Ful3ball.
Der Handballspieler wohnt in Flomborn.
In dem Dorf in der Mitte wird missmutig Monopoly gespielt.
Der 6.Klassler wohnt im ersten Dorf.

10. Der Unsportliche wohnt im Nachbardorf von dem Jungen mit dem Schaf.

11. Im Nachbardorf des Schilers mit dem Pferd wird Handball gespielt.

12. Der Dorfbewohner, der Hockey spielt, spielt abends Dame.

13. Der 7.Kl&ssler spielt Volleyball.

14. Das Dorf des 6.Klasslers liegt neben Gau-Odernheim.

15. Der Schachspieler wohnt im Nachbardorf des Monopolyspielers.
Ermittle aus diesen Informationen

a) wer Skat spielt,
b) wer ein Hangebauchschwein hat.
(Johannes Merz, Kl. 5, Elisabeth-Langgasser-Gymnasium Alzey)

Losung. Die fertige Losungstabelle sieht wie folgt aus:

©CoNoOO~WNE

Ort Flomborn | Gau-Odernheim | Eppelsheim | Heimersheim | Weinheim
Klasse || 6 8 5 7 4

Tier Schaf Pferd Biene Hund
Sport || Handball | unsportlich FuR3ball Volleyball Hockey
Spiel Schach Monopoly Mau-Mau Dame

Daraus ergibt sich:
a) Der 6.Klassler aus Flomborn spielt Skat, und
b) der 7.Klassler aus Heimersheim hat ein Hangebauchschwein.

Die Rechnungen mussen alle stimmen
In der folgenden Aufgabe stehen gleiche Buchstaben flr gleiche Ziffern:
ca b — ad b = ¢ b
+ — +
d + e b = e d
ca d — a f b = f d
Ersetze die Buchstaben so durch Ziffern, dass senkrecht und waagrecht alle Rechnun-
gen korrekt sind.

(Johann Kirsch, KI. 5, Elisabeth-Langgasser-Gymnasium Alzey)
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Losung

54 0 — 49 0 =250
+ - -

9 + 2 0 =2 9
54 9 — 47 0 =7 9

»EINsS“ gewinnt

Alex und Benjamin spielen ein Wirfelspiel, bei dem eine ,Eins* gewinnt. Alex wirfelt
mehrmals und erhélt als Mittelwert fur die Zahl der geworfenen Einsen 0, 15. Benjamin
wiurfelt doppelt so oft wie Alex und erhalt den Mittelwert 0, 1875 flir seine geworfenen
Einsen. Wie viele Einsen hat Alex mindestens geworfen?

(Klaus Ronellenfitsch, Leibniz-Gymnasium Ostringen)

Losung

Alex habe n mal gewdrfelt. Dann ist n durch 20 teilbar, denn n - 0, 15 (das ist die Zahl der
Einsen, die Alex wiirfelt), muss eine ganze Zahl sein. Hatte Alex 20 mal gewdirfelt, so
hatte Benjamin 40 mal gewdurfelt. Da aber 40 - 0,1875 = 7,5 keine ganze Zahl ist, kann
das nicht sein. Also hat Alex mindestens 40 mal gewurfelt und demnach mindestens 6
Einsen geworfen.

Passende Ziffern
Welche verschiedene Ziffern passen fiur die Buchstaben A, B, C und D, wenn

A B C D

+ A B C

+ A B

+ A

4 3 2 1
ilt? (Hans Engelhaupt)
Losung

Man bemerkt, dass AAAA + BCD + BC + C = 4321 sein muss. Also muss A < 3
sein, weil 4444 bereits groRer als 4321 ist. Fir A = 3 muss also BCD + BC+ B =
4321 — 3333 = 989, d. h. BBB+ CD + C = 989 sein. Daraus folgt B < 8. Fir B = 8
folgt CD + C = 101 und daraus ergibt sich C = 1 und D = 9. Damit ergibt sich die
Losung ABCD = 3891. Fur A = 2 folgt BBB + CD + C = 4321 — 2222 = 2099, was
unmoglich ist. Fir A = 1 folgt BBB + CD + C = 4321 — 1111 = 3210, was ebenfalls
unmaoglich ist. Also ist ABCD = 3891 die einzige mogliche Losung.

Wahr oder falsch?
Der Abstand zwischen 2000° und 2001° ist groRer als 50 Billionen. (H.F)
Losung: 2001° — 2000° ~ 8 - 10'® > 50 000 000 000 000.

Grofl3e Unordnung
1 2 3 4 = 26

2 3 45 = 27
3 45 6 = 28
4 5 6 7 = 29

Zwischen den 4 Zahlen links vom Gleichheitszeichen fehlen die Rechenzeichen (+, —
und - sind moglich), es konnen auch Klammern fehlen und die Zahlen selbst sind nicht
immer in der richtigen Reihenfolge angegeben.
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Ebenso stehen die 4 Zahlen rechts von den Gleichheitszeichen nicht in der richtigen
Zeile. Wem gelingt es, die 4 richtigen Gleichungen herzustellen? (H.F)

Losung: (1+2-3)-4=28;2-3-5—-4=26;3+5-6—-4=29;4-7—6+5=27.

Regelmaliges Sechseck

Jochen spielt mit dem Zirkel. Er hat einen Kreis gezeichnet. Mit der gleichen Zir-
keloffnung zeichnet er nun Punkte auf der Kreislinie und siehe da: die Kreislinie lasst
sich in genau 6 gleiche Stiicke aufteilen. Verbindet er die Punkte, so erhalt er ein soge-
nanntes regulares Sechseck. Nun will er den Flacheninhalt des regularen Sechsecks
wissen. Er misst die Seitenlange 3 cm und den Abstand zwischen zwei gegeniber
liegenden Seiten 7 cm.

Wie grof3 ist der Flacheninhalt? (MM)

Losung

Durch Einzeichnen der Radien zu den Eckpunkten zerlegt sich das regelmalige Sechs-
eck in 6 kongruente Dreiecke (s. Abb. 2). Eines dieser Dreiecke haben wir in Abb. 3

Abbildungen 1-4

gezeichnet. Durch das eingezeichnete Lot zerlegt sich dieses Dreieck in zwei kongru-
ente rechtwinklige Dreiecke. Diese kann man nun so umlegen, dass ein Rechteck mit
der Grundseite 1,5 cm und der Hohe 3,5 cm entsteht. Der Flacheninhalt des Sechs-
ecksist A=6-¢g-h=6-1,5cm-3,5cm = 31,5 cm?.

Noch eine Aufgabe des Schulleiters vom Elisabeth-Langgasser-Gymnasium Al-
zey (Diesmal gibt es sogar 11 Lésungen):

Stelle die Zahl 6 als Komposition von genau drei mal einer der Zahlen 1,2,...,10 dar.

Die Zahlen durfen durch 4, —, -, :, !, und va verknipft werden. Z.B. 6 = 242+ 2;

6=2-2+2 usw.

(Hilfe: 4! bedeutet 4-3-2-1,also 4! =24:oder: 5! =5-4-3-2-1; /9=3;v/4=2)
(G. Hoffmann)

Losung

(14+14+1)! =6;24+2+2=6;3-3-3=6;4+4—+/4=6;5+5:5=6;
6+6—-6 = 6; 7—-7 : 7 = 6; (V/8+8:8)! = 6;V/9-/9-V9 = 6
(vV1I0—10:10)! = 6.

Anmerkung: Sogar fir die 0 gibt es eine Lésung und zwar (0! + 0! 4+ 0!)! =
(1+1+1)! = 3! =6, weil jain der Mathematik vereinbart wurde 0! = 1 zu neh-
men.
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Neue Mathespielereien
Eime Suile fir Mathis | Schisborlinnen dor K25 - # )

Die Rechnungen mussen alle stimmen
In der folgenden Aufgabe stehen gleiche Buchstaben fur gleiche Ziffern:

k m n + a b = c¢ k d
+ + +
b b + k | = n b
k e d + d b = c¢c e m
Ersetze die Buchstaben so durch Ziffern, dass senkrecht und waagrecht alle Rechnun-
gen korrekt sind. (Marcel Kuhn, KI. 6, Elisabeth-Langgasser-Gymnasium Alzey)

Der grofRere Bruder

Max und Moritz sammeln zusammen Nusse und wollen sie hinterher verteilen. Da sagt
Max: Gib mir doch bitte noch eine Nuss, damit wir beide gleich viele haben. Darauf
antwortet Moritz: Da ich der GroRRere bin, steht mir eigentlich das Doppelte zu. Daftr
musst du mir noch eine Nuss geben. Wie viele Niisse haben sie gesammelt?

Pyramide 2001

In dieser Pyramide ist die Zahl jedes oberen Bausteins

die Summe der Zahlen der beiden darunterliegenden [ 300 | | |

Bausteine. Erganze die fehlenden Zahlen! | | | 303 | |
(Helmut Rossler) [ 111 ] | | 222 | |

Quersumme

Gesucht wird eine zweistellige Zahl mit folgender Eigenschaft: Verdoppelt man die
Zahl, so bleibt die Quersumme unverandert.

Gibt es Uberhaupt eine solche Zahl? Wenn ja, welche Quersumme hat sie?

Gibt es vielleicht mehrere zweistellige Zahlen mit dieser Eigenschaft? Wenn ja, wie
viele? (Christoph Sievert)

Knobelei mit Potenzen

Fur welche natirlichen Zahlen x ist 2 + x? ein Vielfaches von 10?

Hinweis: Versuche, die Lésungen durch Uberlegung zu finden. Achte auf die Endziffern
der beiden Summanden und deren Summe. Rechnen fihrt nicht weit, weil die Zahlen
2* sehr schnell sehr grof3 werden. (H.F)

Kurzester Weg
Ein Wanderer will von A-Stadt aus jedes der drei
B 6 C Dorfer B, C, D besuchen und am Schluss nach
A-Stadt zurtickkehren. Naturlich soll seine Rou-
te moglichst kurz sein. Wie sollte er seinen Weg

5 8  wahlen?

9 12 (Jeder Ort ist mit jedem anderen Ort durch einen
nicht notwendig geradlinigen Weg verbunden, des-
A 1 D sen Lange Du der Abbildung entnimmst.)  (H.F)

Der Mittlere
Beim Training stellt Herr Muller die Sportler in eine Reihe und fordert den Mittleren auf
herauszutreten, doch es tut sich nichts. Keiner meldet sich. Warum wohl?
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Neue Aufgaben

KI. 8-13

Aufgabe 757. Gegeben ist das gleich- C
schenklige Dreieck ABC mit den Seiten-
langen BC = BA =15 und AC = 10.
Die Tangente an den Umkreis des Drei-
ecks ABC in C schneidet AB in D.
Berechne die Lange von DA.

(Hans Engelhaupt) D

Aufgabe 758. Eins-Zwei-Drei.
Gesucht sind alle Zahlen a und b, fur die gilt
1 2 3 3 2 1

E+E:E und E+E:% (a #0,b#0).

(Klaus Ronellenfitsch, Leibniz-Gymnasium Ostringen)

Aufgabe 759. Gibt es Vielfache von 49, deren Ziffern sdmtlich gleich sind? (H.F)

Aufgabe 760. Ein Quadrat in einer Raute.
Einem Quadrat mit der Seitenlange 2 cm ist eine
Raute mit der Seitenlange 5 cm umbeschrieben.
Zeige: Die Flache der Raute ist mehr als dreimal so
grol3 wie die Flache des Quadrates.

(Klaus Ronellenfitsch)

Aufgabe 761. Der Mantel eines Kreiskegels mit der Hohe von 15 cm
wird durch zwei zur Grundflache parallele Ebenen in drei gleich grof3e

Teile zerlegt. Welchen Abstand haben diese Ebenen von der Spitze? _i_i

Aufgabe 762. Zeige: Eine Zahl von der Form 49n — 2 kann fur keine natirliche Zahl »
das Produkt zweier aufeinander folgender ganzer Zahlen sein. (MM)

Aufgabe 763.
Gegeben ist ein beliebiges Dreieck ABC, ein
Punkt D auf BC mit D # B,C und ein Punkt
E auf AC mit E # A,C (siehe Skizze). M
sei der Schnittpunkt von BE und AD . Kann E
man den Flacheninhalt von AABC berechnen,
wenn die Flacheninhalte von AABM, AAME
und ABMD bekannt sind?
(Kerstin Bauer, KI. 12, Kaiserslautern) A B
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GelOste Aufgaben aus dem MONOID 66

KI. 8-13

Aufgabe 748. (Sierpinski-Prozesse)

a) Bestimme die Schleife des P;-Prozesses mit der Startzahl 2000.

b) Bestimme x sowie die Schleife z &) z des P;-Prozesses 2001 ﬂ z ﬂ) Z.

c) Uberpriife, ob gilt: 2004 Y, W, (H.F)
LOsung:

a) 2000 24 g8 4 g
(14) o (6)

b) x =14, z =9 und y = 6. Der P;-Prozess ist 2001 — 9 — 9.
c) Ja, es gilt: 2004 ﬂ 9 ﬂ 9.

Aufgabe 749. (Sierpinski-Prozesse)
Zeige: Jeder P;-Prozess mit 1- oder 2-stelliger Startzahl fihrt in eine Schleife. (H.F)

Losung: Jeder P;-Prozess mit 1- oder 2-stelliger Startzahl fihrt in eine der folgenden
Schleifen der Lange 3 bzw. 6:

1% 1,15 2 15,26 2 26,8 1% 8,9 % 9,12 & 12 13 13,16 % 16,

19 "% 19, 23 19, 23,

Aufgabe 750. (Sierpinski-Prozesse)

Zeige: jeder P4-Prozess mit 1-ziffriger Startzahl fuhrt in die Schleife 1 ﬂ> 1.

Wie groR ist L ? (H.F)

Losung: Jeder Ps-Prozess mit 1-ziffriger Startzahl fihrt in die Schleife 1 ﬂ 1 mit

L = 54. Und zwar ist:

188092 @ g 380y O 5858 g W 7807 g0 g 0

Aufgabe 751. (Sierpinski-Prozesse)
Es seien z = 100101, z’ = 10001001, z"” = 1000010001.

a) Vergleiche die Prozesse Ps, Py, Psy, Pioo fur die Startzahl z.

b) Vergleiche die Prozesse Ps, Py, Pioo, Piooo flr die Startzahl z'.

(

c) Esist fur Ps: z” 2000 n (mit Computer nachpriifen !).

Wie lang sind die Schleifen bei den Prozessen Pigg, Piooo, Pioooo fUr die Startzahl
z'"?

d) Vergleiche die Prozesse Pig, Pioo, Piogo fUr die Startzahl z' (z"). (H.F)

Losung:

a) P5:Z@Z’Plo:Z@Z’PSOZZﬂZ,PmO:Z@)ZI

3600 1800 180 18
b) Ps:Z (—>) z', Py 2 (—>) z', Pigo : 2/ (—; z', Piooo : 2’ Q) z'.

(18000) (1800) (180 (18)
C) Py:z" — 2"\ Py : 2" — 2", Progo : 2" —2 z", Poooo : 2" —> 2",

d) Ergibt sich aus b) und c).
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Aufgabe 752. Eine monoton wachsende Zahlenfolge enthalt alle Zahlen, die eine Drei-
erpotenz darstellen oder die als Summe von verschiedenen Dreierpotenzen geschrie-
ben werden konnen. Das sind 1 = 3% 3 = 31,4 = 31 +3% 9 = 32 10 = 32+ 39,
12 =3%2+43',13 =324 3" 4+ 3%, 27 = 33, .... Wie heil3t die 100. Zahl dieser Folge?
(Hans Engelhaupt)

Losung: Im Zehnersystem enthalt also die Folge alle Zahlen von der Form

ap-3°+a;-3"+a,-3%4+ - +a;- 35, mita; = 0oder 1,

d. h. alle Zahlen, die im Dreiersystem nur mit den Ziffern ,0“ und ,1“ geschrieben wer-
den. Also im Dreiersystem 13; 105, 113, 1005, 1013, 1105, 1113, 10003, - - -

Liest man diese Ziffernfolgen im Zweiersystem, so erhalt man die Folge der natlrlichen
Zahlen im Zehnersystem: 1, = 119, 10, = 249, 11, = 349, USW.

Nun schreibt man die Zahl 100, aus dem Zehnersystem als 1100100, im Zweiersy-
stem. 10010 = 1100100,. Aber 11001003 = (310)6 + (310)5 + (310)2 = 72910 + 24310 +
910 = 98110

Antwort: Die 100. Zahl dieser Folge ist 981.

Aufgabe 753. Gegeben seien zwei Kreise k' und k" mit den Mittelpunkten M’ und M".
Ein Halbkreis k mit M’ M"als Drchmesser schneidet k' bzw. k" in P’ bzw. P”. Die Gerade
¢ = (P'P") schneidet dann aus den Kreisen k' und k" gleichlange Sehnen aus.

(Kurt Rosenbaum)

LOsung:

Es sei M der Mittelpunkt des
Halbkreises, kK Ng = {P'},
k"Nng={P"}, und M'B" 1 g,
M"B" 1 g sowie MB 1 g.
Dann gilt:

1
PIBI:BIPI: E_QIIJI (1)
plIBII — BIIPII — % . Q”P” (2)

BP' =BP" = --P'P", 3)

—_

N

weil die Mittelsenkrechte einer Sehne durch den Mittelpunkt geht, und M'B’||MB||M"B",
weil M'B’, MB, M"B" senkrecht auf g sind. Da MM' = MM" gleich dem Radius des
Halbkreises ist, folgt, dass M B Mittellinie im Trapez M"B"B'M' ist und somit ist

BB' = BB". (4)

Subtrahiert man von (4) die (3), so erhalt man: BB’ — BP' = BB” — BP" < P'B' = P"B”,
was mit (1) und (2) zu Q'P' = Q"P" fuhrt.

Aufgabe 754. Zu bestimmen sind alle reellen Losungen des Gleichungssystems

= ¥y +y—343 1)
x4+ x —343 )
(MM)
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1. Losungsweq: Subtrahiert man die erste Gleichung von der zweiten, so erhalt man

y—x = -y +x—y
& (x—y)(P+xy+y)+2-(x—y) =0
& (x-y)(@+xy+y*+2) =0
& x—y =0 3)
oder *+xy+y*+2 =0. 4)

Einsetzen von (3) in (1) ergibt: x = x® +x — 343 & x> = 343x = v/343 = 7.
Fur x # y muss (4) gelten.

= X4axy+y?=-2 5)

Hatten nun die Zahlen x und y das gleiche Vorzeichen, so ware die linke Seite von (5)
positiv und die rechte negativ. Widerspruch.
Es gilt

G)exr+rxy+y+xy—xy=-2& (x+y)*=-2+xy (6)

Hatten nun die Zahlen x und y entgegengesetzte Vorzeichen, so ware xy < 0; dann
ware in (6) die linke Seite positiv und die rechte negativ. Widerspruch. Demnach ist das
einzige Losungspaar (7|7).

2. Losungsweg: Es sei die Funktion f:IR — R, x — x°® + x — 343 = y gegeben.
Diese Funktion ist offenbar streng monoton wachsend auf IR und somit erlaubt sie
eine Umkehrfunktion f~! : R — IR, die jedem y-Wert einen entsprechenden x-Wert
zuordnet, d. h. y & x = y°® + y — 343. Die Losungen des Systems (1) A (2) sind
demnach die Schnittpunkte der Graphen von f und f~!. Diese beiden Graphen sind
aber symmetrisch in Bezug auf die erste Winkelhalbierende y = x, also liegen ihre
Schnittpunkte auf der Symmetrieachse. Setzen wir y = x in (1) ein, so erhalten wir
x=x>4+x—-343 & x =7 usw.

3. Losungsweg: Die Funktion f: R — R, f(x) = x> + x — 343 ist offenbar monoton
wachsend auf R, d. h. aus x < y folgt f(x) < f(y).

Es sind nun aber f(x) = x>+ x—343 = y und f(y) = y°+y — 343 = x; mit
f(x) < f(y) folgt y < x. Da aber x < y war, folgt dann x = y usw.

Aufgabe 755. Wo liegt der Fehler?
Behauptung: Esgilt T=va2+x2—/2+y><(a+x)—(b+y)

fur nichtnegative Zahlen a, b, x, y mit a® + x> > b* + y>.

Beispiel: V12245242 4+32< (1245)—(443) & 13-5<17-7.

i Vet ./ (@®+2*) - (P +y*) _
Beweis“: T = +va?+x? b2+ y? =
\/az+x2+\/b2+y

a?—b x* —y?
\/a2+x2+\/b2+y \/a2+x2+\/b2+y

Durch Weglassen von x? und y? im 1. Nenner und von a* und b? im 2. Nenner wird der
jeweilige Radikand kleiner, also wird auch der Nenner des entsprechenden Bruches
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kleiner. Wird der Nenner eines Bruches kleiner, so wird der Wert des Bruches grofier.
Damit folgt:

rcla-b@th)  G=yty) _,
T oVe+Vr V4P

-b)+(x—y)=(@+x)—(b+y), .,9ed’

Gegenbeispiel: V102412 —+/824+32 >0, aber (10+1)—(8+3) =0,

also ist die Behauptung falsch. (H.F)

Losung: Die Behauptung ,Wird der Nenner eines Bruches kleiner, so wird der Wert
des Bruches groRRer* gilt nur fur positive Briiche. Der Wert eines negativen Bruches
wird kleiner, wenn man seinen Nenner verkleinert. Ist nun 4% > b* und x* > y? und
auch a > b und x > y, so ist die Beweisfiihrung korrekt; fur a < b oder x < y ist sie
falsch, weil dann mindestens einer der Brliche negativ ist. Die Behauptung

T=vVa2+22— /0> + 2 < (a+x)—(b+y)

ist demnach fiir alle nichtnegativen Zahlen a,b,x,y mit a < b und x < y gultig.

Aufgabe 756. Einem Halbkreis (Radius r) wird ein gleichschenkliges Dreieck grof3ten
Flacheninhalts einbeschrieben, dessen Hohe zur Grundseite parallel zum Durchmes-
ser ist. Wie grol3 ist seine Grundseite? (Helmut Rossler)

Losung:
Die Grundseite AC habe die Lange x, die Hohe
habe die Lange & = u + v (s. Abb.). Dann ist

wobei A = v/r2—x2und B = v/4r2 — x2 ist.

Die Flacheninhaltsfunktion ist

x-h:l-x(ZA—}—B)

F(x):%' 2

Der geometrisch sinnvolle Definitionsbereich der Funktion ist D = [0, r]. Die Ableitung
der Funktion ist

1 1 —2x —2x
! —_— — . ! ! —_— — . . [ P
F(x)—4 (2A+B+2A"+ B) 1 (2A+B+x-(2 oA + B ))-
F'(x) = 0 ergibt:
x2 x? X2 x?
2A+B-2-— — — = 2-A—-2-— = — —B.
+ A B 0 = A B
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Durch Quadrieren folgt:

4A2—8x2+4-p = ﬁ—2x2+32
x* x*
& 4r2—4x2—6x2+4-ﬁzﬁ+4r2—x2
x* x* ) A-B\*
= x?-B>=x*>-A*> =9.A%.B
& x* - (1517 = 3x%) = 9(r* — x)(4r* — x*).
Wir teilen durch 3 und bezeichnen x2 =:t und > =:a:
= t(5a —t) =3(a—1t)(4a—t)
& S5at — t2 = 12a%> — 12at — 3at + 3#>
& 412 —20at+1242 =0 |: 4
& t2—5at+322 =0
25a% — 1242 13) - 1
by 5a £ +/ 52a 2 (5% \/2 3)-a N S 5 :I:Z\/ 3‘

Im Definitionsbereich liegt lediglich x3 = r- 5’;@ ~ 0,835 -r, weil x;, < 0 und
X4 = T+ @ > r-2, was bereits aul3erhalb von D liegt. Es ist x, < 0 < x3 und
F'(0)=3-(2r+2r+0-(...)) =r>0.Auchist x3 < 0,997 <r < x4.

A(0,99-7) = /r*—0,9801r2 = 0,141 -r; B(0,99-r) = \/41’2 —0,9801r2=1,738 - r
1 2 1
/ . —_— — . . p— .
= F(0,99 1) = 5+ (20,141 41,738 = 0,992 (5147 + 1 735)) < 0.

Also ist x; eine Nullstelle der 1. Ableitung mit Vorzeichenwechsel von + auf — und
somit ist x; = r- =¥ die Maximumstelle.

Aufgabe C1. (Sierpinski-Prozesse) Untersuche, ob der Ps-Prozess mit der Startzahl
114 in die Schleife (A) gelangt. Wenn ja, welche Lange hat der Vorlauf ? (H.F)

Losung: Der Ps-Prozess mit der Startzahl 114 gelangt in die Schleife (A) mit einem
Vorlauf der Lange L = 16525.

Aufgabe C2. (Sierpinski-Prozesse) Berechne die Schleifenlangen L fur Ps-Prozesse
mit den Anfangszahlen 100101, 10001001, 1000010001.

Gibt es einen Zusammenhang zwischen diesen Startzahlen z und der zugehorigen
Schleifenlange L ? (H.F)

LOsung:

For z; = 100101 ist L; = 360;

flr z, = 10001001 ist L, = 3600;

flr zz = 1000 10001 ist Lz = 36000.

Man hat bewiesen: der Ps-Prozess mit der Startzahl Z = 10*+3 4+ 10"+ + 1 besitzt
eine Schleife der Lange L =36-10", n =0,1,2,--- .
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Ortskurven im Dreieck (Il)

Eine Anwendung zur dynamischen Geometrie am Personalcomputer
von Ingmar Rubin

Ortskurve vom HOhenschnittpunkt

Konstruktion der Ortskurve in EUKLID

Die Hohen eines A ABC schneiden sich in einem gemeinsamen Punkt H, dem Hohen-

schnittpunkt des Dreiecks.
KPpP .

S

(l\»

Abbildung 1: Ortskurve des Hohenschnittpunktes in EUKLID

Der Konstruktionstext in EUKLID lautet:

M ist ein freier Basispunkt

KP ist ein freier Basispunkt

k ist ein Kreis um M durch KP

A ist ein Basispunkt, der an k gebunden ist.
C 1ist ein Basispunkt, der an k gebunden ist.
B ist ein Basispunkt, der an k gebunden ist.
sl ist die Strecke [ A ; C ]

82 ist die Strecke [ C ; B ]

s3 ist die Strecke [ B ; A ]

gl 1ist das Lot von C auf 83

g2 ist das Lot von B auf si

H 1ist der Schnittpunkt der Linien gl und g2
OL1 ist eine Ortslinie des Punktes H, wenn C gezogen wird
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Parameterdarstellung der Ortskurve von H
Wir bezeichnen die Koordinaten der Punkte A, B, C mit :
A(xa,ya), B(xp,vp), C(xc,yc) (1)

Die Hohen stehen senkrecht zu den Dreiecksseiten und verlaufen durch die gegentber-
liegenden Eckpunkte. Daraus kann die Geradengleichung der H6hen ermittelt werden.

c— Ya 1 Xa Xe
my =200 = —— = 2)
Xc Xa my Ye— Ya
Yo =Mpp-Xp+1np — Np=1Yp—Myy-Xp 3)
X;— X X; — X
hy : =2 ity - x 4)
y ]/c_ya y ]/c_ya
— Y, 1 . —
m, = u My = ——— = a il (5)
Xp — X, me Yo — Yq
yc:mhc'xc+nc — Ne = Yo — Mpe - X¢ (6)
Xqg — Xp Xqg — Xp
h. : = X4y, — - X, (7)
y yb_ya y yb_ya

FiUr die Schnittpunktberechnung genigt die Kenntnis von zwei der drei Hohenlinien.
Die Tatsache, das sich alle drei H6hen in einem gemeinsamen Punkt schneiden, sei
vorausgesetzt. Aus h;, = h,. folgen die Schnittpunktkoordinaten von P :

= (a(xo(=Ya+ W) + Xe(Yo = Ye)) = (e & (Yo = Yo) (Yo —¥e)) (o = ¥e)) g
(=XpYa + XcYa + Xl — XcYb — XaYe + XpYc)

(= (= 20) (0 = xe) (%6 = %) + Yalpp) + (Kalfa = Xo¥p + Xe(=Ya FY))¥e) g
(XpYa — XcYa — Xalfb + XclYb + XaYe — XpYc)

y:

Wir ersetzen die kartesischen Koordinaten der Punkte A, B, C durch ihre Polarkoordi-
naten:

x, = rcos(a), Y, = rsin(x) (10)
xp = rcos(f3), y» = rsin(p) (11)
x. = rcos(t), Ye = rsin(t) (12)

Die Polarkoordinaten ergeben die gewlinschte Parameterdarstellung der Ortskurve von
H:
x(t) = r-cos[t]+r-(cos[a] + cos[B]) (13)
y(t) = r-sint]+r- (sin[a] + sin[f]) (14)
Die Ortskurve entspricht einem Kreis mit dem Radius r. Der Mittelpunkt befindet sich

bei
Xy = 1 - (cos[a] 4+ cos[f]), Ym = 1 - (sin[a] + sin[A]). (15)
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Automaten und Monoide

Erster Teil; Automaten
von Andrea Krol

Jeder hat schon einmal mit Automaten zu tun gehabt - man denke nur an Getranke-
automaten, Fahrkartenautomaten, Waschautomaten und andere nutzliche Helfer des
alltaglichen Lebens. Aber einige werden Automaten auch aus dem Informatikunterricht
kennen, dort kommen sie jedoch nicht nur als konkrete Rechenautomaten, sondern
auch als abstrakte Denkmodelle vor. Was also sind Automaten? Dieser Frage werden
wir im ersten Teil nachgehen. Nun zu den Monoiden! Vorweg sei gesagt, dass es sich
bei ihnen um Objekte der Mathematik handelt, die das abstrakte Denkmodell eines
Automaten ersetzen konnen. Die Briicke von den Automaten zu den Monoiden werden
wir im zweiten Teil im MONOID Heft 68 schlagen.

Zur Klarung der Frage, wie ein Automat funktioniert, betrachten wir als Beispiel einen
Getrankeautomat.

Was tue ich?

1. Ich wahle mit einer Taste das gewilnschte Getrank.

2. Ich werfe so lange Geld in den Automat, bis der Preis des Getranks erreicht ist,
oder, falls ich nicht das passende Kleingeld habe, bis der Preis des Getranks
Uberschritten ist.

Wie reagiert der Automat?

1. Wirft man Geld ein, bevor man das Getrank gewahlt hat, so fallt das Geldsttick
einfach durch.

2. Der Automat registriert meinen Getrankewunsch und den falligen Getrankepreis.

3. Der Automat registriert meinen Geldeinwurf und berechnet den noch zu zahlen-
den Restbetrag.

(a) Ist der Restbetrag Null, so gibt er das gewahlte Getrank aus.

(b) Ist der Restbetrag groRRer als Null, so wartet der Automat auf den Einwurf
des restlichen Geldes.

(c) Bei Uberbezahlung gibt der Automat das gewiinschte Getrank und das Wech-
selgeld aus.

Um die Arbeitsweise eines Automaten zu zeigen, beschranken wir uns einmal nur auf
einen Teil eines Automaten, d.h. wir wollen annehmen, dass der Kaufer sich
eine Cola kaufen mdchte, also bei der Getrdnkeauswahl! die Colataste driickt. Eine
Cola kostet 1,50 DM und unser Automat akzeptiert nur 50PF-Munzen oder 1DM-Stticke.
Wichtig ist es bei einem solchen Automat, dass zu jedem Zeitpunkt klar sein muss, was
der Automat tut, wenn er irgendeine Eingabe bekommt. Wir wollen nun an
einer Grafik ( Abbildung 1) veranschaulichen, was passiert, wenn wir erst die Colataste
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driicken und dann nacheinander erst eine 50PF-Miinze und dann ein 1DM-Stlick ein-
werfen. Zunachst befindet sich der Automat im Startzustand (Auswahl treffen). Nach
dem Ereignis ,Colataste gedriickt* geht der Automat vom Startzustand tber in den
Zustand (ODM) (dargestellt durch den Pfeil). Durch das Ereignis ,Einwurf von 50PF*
geht der Automat in den Zustand (50PF) lber; dem Ereignis ,Einwurf von 1DM"
folgt der Endzustand (Cola ausgeben). Man sagt, der Automat hat die Ereignis-Folge
(Colataste driicken, Einwurf 50PF, Einwurf 1DM) akzeptiert.

Um unser Beispiel nicht zu kompliziert zu machen, gehen wir davon aus, dass der
Getrankeautomat, nachdem er einen Endzustand erreicht hat, von selbst in den Start-
zustand zuriickgeht und wir denken uns unseren Automat ohne Abbruchtaste.

50PF,1DM

Colataste Colataste

Cola
ausgeben
50PF

rausgeben

Auswabhl
treffen

Colataste >{0DM 1DM

Colataste

ausgeben

Abbildung 1: Getrankeautomat

An dem Beispiel des Getrankeautomaten erkennen wir die wesentlichen Elemente, die
fur ein gedankliches Modell eines Automaten notwendig sind: Wir haben eine endliche
Menge Z von Zustanden (in der Grafik die Kreise), eine endliche Menge A von Ereig-
nissen (in der Grafik die Beschriftung der Pfeile). Au3erdem haben wir eine Abbildung
f (in der Grafik alle Pfeile), die jeden Zustand bei Eintreten eines Ereignisses in einen
anderen (manchmal auch denselben) Zustand tberfihrt. Schauen wir uns diese Abbil-
dung einmal genauer an: f ist definiert auf dem kartesischen Produkt aus der Menge Z
der Zustande und der Menge A der Ereignisse und hat die Menge Z der Zustande als
Wertebereich. Also f : Z x A — Z. Hat man zwei Zustande p und g und ein Ereignis
x, so wird f(p,x) = ¢ in einer Grafik, die einen Automat beschreibt, folgendermafen
dargestellt:

®)—~>@
Da f eine Funktion ist, muss sie natlrlich fur alle Paare (p,x) aus Z x A definiert
sein. Daher muss es im Automat fir jeden Zustand und fir jedes mogliche Ereig-

nis einen Nachfolgezustand geben. Deshalb treten in unserem Beispiel auch bei den
Zustanden (Auswabhl treffen), (ODM), (50PF) und (1DM) Pfeile auf, die mit ,50PF, 1D M*
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bzw. ,Colataste* beschriftet sind und auf den selben Zustand zurlickzeigen, obwohl
eine solche Auswahl durch einen Benutzer unsinnig erscheint.

Bezeichnet man noch den Startzustand mit s und die Menge der Endzustande (in der
Grafik die Doppelkreise) mit E, dann versteht man unter einem (endlichen)
Automat M das 5-Tupel (Z, A, f,s, E). Der Automat M akzeptiert eine Folge von Er-
eignissen (in der Grafik die Folge Colataste driicken, Einwurf 50PF, Einwurf 1DM),
wenn eine Uberfilhrungsfolge (in der Grafik die dicken Pfeile) den Startzustand s in
einen der Endzustande Uberfiihrt. Da die Mengen Z und A nur endlich viele Elemente
haben, sprechen wir von einem endlichen Automat. Eine Grafik, wie wir sie flr den
Getrankeautomat betrachtet haben, nennt man ein Zustandsiberfihrungsdiagramm.

Betrachten wir ein weiteres

Beispiel: automatische Worterkennung

Wir mochten einen Text so bearbeiten, dass er den neuen Rechtschreiberegeln ent-
spricht. Dazu mochten wir, dass der Texteditor das Wort ,daf¥* findet, bzw. die Kombi-
nation {beliebige Buchstaben daR beliebige Buchstaben} erkennt. Die Menge A der
Ereignisse ist in diesem Fall das gesamte deutsche Alphabet, also die Buchstaben
A, ...,Z a, ..., z. Wir sprechen daher auch vom Alphabet A, statt von der Menge der
Ereignisse. Ein Automat, der dies leistet, wird durch folgendes Diagramm beschrieben.

A\{d,R}

Abbildung 2: Texterkennungsautomat

Wenn wir als Pfeilmarkierung A \ {d } benutzt haben, so beschreiben wir damit die
Menge aller Buchstaben des deutschen Alphabets aul3er dem Buchstaben d, d.h. die
Menge A ohne das Element d. Die Zustande dieses Automaten sind 1,2, 3 und 4; der
Startzustand ist die 1, und der einzige Endzustand ist 4. Dieser Automat erkennt genau
die Folgen von Buchstaben, die, im Startzustand eingelesen, den Automaten in den
Endzustand uberfihren. Also nur, wenn der Automat der Reihe nach die Buchstaben
d, a, B im Text liest, gelangt er vom Startzustand 1 in den Endzustand 4; in jedem
anderen Fall bleibt der Automat im Zustand 1 ,stecken".

Wie die Uberfiihrungsfunktion definiert ist, lesen wir am Diagramm ab: f(1,a) = 1,
f(1,b) =1, f(1,c) =1, aber f(1,d) = 2 und dann wieder f(l1,e) =1, ---,f(1,z) =1,
usw. Eine bessere Ubersicht dariiber, wie die Funktion f definiert ist, erhalt man, wenn
man sich eine Tabelle erstellt, in der in der obersten Zeile alle Zustande aufgefuhrt
sind und in der ersten Spalte alle Buchstaben unseres Alphabets A. Dann tragt man
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in die einzelnen Spalten neben den Buchstaben ein, in welchen Zustand der Auto-
mat tUbergeht, nachdem er den Buchstaben in den verschiedenen Zustanden gelesen
hat. Betrachten wir einmal eine solche Tabelle fur den Texterkennungsautomat aus

Abbildung 2:

Buch- | Zustande

staben |1(2|3 |4
a 113|114
b 1111114
C 1111114
d 2121214
S 1111114
R 111144

Tabelle 1: Zustandsuber-

fuhrungstabelle

Neben den Buchstaben a trdgt man in die Spalte mit
der Uberschrift 1 ein, in welchen Zustand der Auto-
mat Ubergeht, wenn er im Zustand 1 den Buchsta-
ben a liest; in die néachste Spalte trdgt man ein, in
welchen Zustand er Ubergeht, wenn er im Zustand
2 den Buchstaben a liest, usw. Nach diesem Muster
fullt man die gesamte Tabelle fiir alle Buchstaben aus
A aus. Am Ende stehen dann in dieser Tabelle alle
Funktionswerte der Uberfilhrungsfunktion f. In der
zweiten Zeile kann man z.B. nacheinander die Funk-
tionswerte f(1,a), f(2,a), f(3,2) und f(4,a) ablesen,
in der dritten Zeile die Funktionswerte f(1,b), f(2,b),

£(3,b) und f(4,b).

Aufgabe 1: Gib das Diagramm eines Automaten an, der das Wort ,beben* in einem

Text findet.

(Die Losung dieser und der nachsten Aufgabe wird im MONOID, Ausgabe 68, veroffent-

licht.)

Zum Schluss noch eine Aufgabe, die uns zeigt, wie die Sprache, die ein Automat er-
kennt, formalisiert werden kann. Die Zustande dieses Automaten sind 1, 2 und 3. Das

{a,b}

Abbildung 3: Spracherkennungsautomat

Alphabet A besteht aus den zwei Buchstaben a und b, der Startzustand ist die Eins,
und die Menge der Endzustande besteht nur aus der 1.

Aufgabe 2: Gegeben sei ein Automat M = ({1,2,3},{a,b}, f,1,{1}) durch das Dia-

gramm Abbildung 3.

1. Gib die Werte von f(i,a) und f(i,b) fur i = 1,2,3 durch eine Zustandsuber-

fuhrungstabelle an.

2. Welche Folgen von Buchstaben bestehend aus a und b Uberfiihren den Automat
M vom Startzustand in den Endzustand?
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-MONOID-MONOID-MONOID-MONOID-MONOID-MONOID-MONOID -

In der Uberschrift und in der Einleitung zum voran gegangenen Artikel aus der Infor-
matik Uber Automaten und Monoide taucht das Wort auf, das schon in friiheren Heften
erwahnt wurde, weil es auch der Name dieser Zeitschrift ist:

MONOID

In der Mathematik versteht man darunter eine ,Halbgruppe mit neutralem Element’;
was bedeutet das?

Wenn man zum Beispiel die natirlichen Zahlen 1,2,3,... miteinander multipliziert,
erhalt man wieder natirliche Zahlen, die Multiplikation ist eine Verkntpfung auf der
Menge IN der natirlichen Zahlen, die nicht aus IN herausfihrt. Auf Klammern kann
man dabei verzichten: (a x b) x c = ax (b *c) fur alle a, b, c aus IN (die Multiplikation ist
assoziativ). Eine Menge mit einer assoziativen Verkntpfung heil3t eine Halbgruppe.
Die 1 verandert beim Multiplizieren mit einer Zahl diese nicht, sie verhalt sich neutral.
Also ist IN mit der Multiplikation eine Halbgruppe mit neutralem Element. Eine sol-
che Struktur bezeichnet man auch kurz als ein Monoid. Aus dem Artikel von Valentin
Blomer tber die Gruppe als mathematische Struktur ersieht man, dass eine Grup-
pe ein Monoid ist, in dem jedes Element ein ,inverses* Element besitzt, so dass also
die Verknupfung mit diesem das neutrale Element ergibt. Dagegen existiert zu keiner
naturlichen Zahl (aul3er der 1) eine nattrliche Zahl, so dass beider Produkt 1 ist: Aul3er
1 hat also keine nattirliche Zahl eine zu ihr inverse natirliche Zahl. In dieser Hinsicht
ist IN ziemlich weit entfernt davon, eine Gruppe zu sein.

Weil ein Monoid also - verglichen mit einer Gruppe - eine ,bescheidenere” Struktur
darstellt und diese Zeitschrift auch nur ganz bescheiden Freude an der Mathematik
wecken will und keine grol3en Satze hervorbringt und keine neue Theorien entwickelt,
heil3t sie schlicht MONOID. Wer dartber noch etwas mehr nachlesen mdchte, sei auf
die Seiten 226 bis 230 in dem schdnen Geometrie-Buch von Martin Mettler ,Vom Char-
me der ,verblassten’ Geometrie” (s. S. 6) verwiesen.

Dass MONOID auch noch eine andere Rolle spielen kann, zeigt ein Blick in die Presse
(s. S. 35). (E.K.)

Errata

Alexandra Bauer, die die 8. Klasse des Gymnasiums Michelstadt besucht, schrieb
uns, dass sich in der Losung der Aufgabe ,Eine ungewodhnliche Quersumme" aus MO-
NOID 64 (Losung in MONOID 65 auf Seite 19) ein Fehler befindet: Im dritten Teil
der Aufgabe war gefragt, wie viele zweiziffrige Zahlen n eine spezielle Quersumme
SQ < 36 haben. Die Antwort lautete, dass dies fur alle 98 Zahlen, die kleiner als 99 sind
gilt, da SQ(99) = 36 ist. Alexandra bemerkte, dass hier auch die Zahlen 1,2,...,9 mit-
gezahlt wurden. Da diese aber nur einstellig sind, lautet die richtige Antwort, dass nur
fur 89 Zahlen SQ(n) < 36 ist.

Anmerkung der Redaktion: Wir sind dankbar fir alle Hinweise zu Fehlern! Die passie-
ren leider trotz grol3er Sorgfalt immer mal wieder. Wir sind deshalb auf aufmerksame
Leser angewiesen. Naturlich freuen wir uns auch tber Anregungen und Kritik aller Art.
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Ausgerechnet Mathematik!

DAS MATHE-FORUM
FUR KNOBLER, SCHNELLDENKER, TIEFSINNIGE, HINTERGRUNDIGE, ...

MONOID soll als Zeitschrift an der Schnittstelle von Schule und Universitat auch tber
Angebote des Fachbereich Mathematik der Johannes Gutenberg-Universitat Mainz be-
richten, die von Schulen, Lehrern und Lehrerinnen, Schilern und Schilerinnen genutzt
werden konnen. Diese Angebote betreffen
¢ Informationstage Uber Studien- und Berufsperspektiven, verbunden mit mathe-
matischen Beitrdgen und der Moglichkeit, Vorlesungen und Workshops zu besu-
chen,
Projekttage bzw. -wochen an Schulen oder in der Universitat,
Einladungen zu Forschungsaktivitaten (PC-Labors),
Aufgaben-Wettbewerbe mit der Aussicht, Preise zu gewinnen,
Arbeitskreise fur mathematisch besonders Interessierte,
e Ferienkurse in Mathematik und Informatik,
e Ausstellungen.
Ein Informationstag, der sich an alle Gymnasien in Rheinland-Pfalz und einen grofR3en
Teil der Gymnasien in Hessen richtete war der Schulertag 2001, der am 7. Juni in der
Uni Mainz mit rund 250 Oberstufenschulern/innen stattfand. Im MONOID 65 war dazu
eingeladen worden. Es gab auch einen Mathematik-Wettbewerb mit neun Aufgaben
aus der Mathematik und einer Aufgabe aus der Informatik. Die Aufgaben waren sicher
nicht leicht. Dennoch wurden mehrere vollstandig richtige Losungen eingesandt. Bei
der Preisverleihung am Nachmittag des 7. Juni erhielten
e den ersten Preis (500 DM + das Buch ,Alles Mathematik - Von Pythagoras zum
CD-Player* von Martin Aigner und Ehrhard Behrends (Hrsg.) + eine LaTeX-CD
mit Handbuch) die Gruppe Thomas Lauber, Magnus Mager und Jan Schutz
von der Carl-von-Ossietzky-Schule Wiesbaden,;
e jeweils einen zweiten Preis:

Kerstin Bauer aus Kaiserslautern (3 Bucher + LaTeX-CD);

Heiner Olbermann vom Karolinen-Gymnasium Frankenthal (2 Blcher + LaTeX-
CD + 10 kg Haribo Goldbaren) und

die Gruppe Florian Johann, Andreas Menge und Richard Paraiss vom Martin-
Butzer-Gymnasium Dierdorf (1 Buch + LaTeX-CD + 20 kg Haribo Goldbaren).

Bitte vormerken: Schulertag 2002 am 23. Mai in Mainz; Einladungen gehen im Mérz
2002 an die Schulen.

Einen Arbeitskreis fir mathematisch interessierte Schilerinnen und Schiiler bietet der
Fachbereich Mathematik im kommenden Wintersemester immer mittwochs nachmit-
tags an; darum heif3t es:

Ausgerechnet Mathematik! MMM STATT WWW.
MATHEMATIK AM MITTWOCH MITTAG
Jeden Mittwoch 15-18 Uhr ab 7.11.2001; Leitung: Prof. Dr. Duco van Straten

(Nahere Informationen auf dem eingelegten Blatt!)
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Mitteilungen von Herausgeber und Redaktion

1. Zunachst mdchten wir alle neuen Abonnenten herzlich begrii3en! Die Gemeinde
der ,MONOIDaner" hat sich auch in den Monaten Juni und Juli weiter vergrof3ert;
zum Jahresende werden wir Bilanz ziehen. Aber vorerst wollen wir noch weiter
werben; denn es sollten moglichst viele Schilerinnen und Schiler etwas von der
Schonheit, aber auch Nitzlichkeit mathematischer Ideen erfahren. Sehr erfreulich
finde ich die Bereitschaft - auch von Schilerinnen und Schilern - Artikel und Auf-
gaben fur MONOID zur Verfiigung zu stellen. Ich bitte um Nachsicht, wenn wir
nicht gleich antworten; es geht nichts verloren, sondern alles wird gesammelt,
bis ein geeigneter Platz in einem der nachsten Hefte fur die Veroffentlichung zur
Verfligung steht. Schon ware es, wenn sich wie in den drei MONOID bereits un-
terstiitzenden Gymnasien in Alzey, Frankenthal und Ostringen auch an anderen
Schulen MONOID-AG’s bilden wirden; Ansatze dazu sind schon in einigen wei-
teren Gymnasien vorhanden.

2. Zum 1. Januar 2002 missen auch wir den Abonnementspreis von DM auf
EURO umstellen. Das Jahresabonnement kostet zur Zeit 15 DM (fur 4 Hefte ein-
schlieB3lich Versand); das waren umgerechnet 7,67 EUR. Da der Abonnements-
preis schon knapp kalkuliert ist, kbnnen wir nicht abrunden. Eine Aufrundung auf
volle EURO ergibt 8 EUR. Also: 2001 kostet das Jahresabonnement noch 15
DM, ab 1. Januar 2002 dann 8 EUR.

3. Auch die Bankverbindung werden wir bei dieser Gelegenheit umstellen. Aus der
Zeit der Herausgabe von MONOID durch Herrn Mettler haben wir das MONOID-
Konto Nr. 123 646 bei der Stadtsparkasse Frankenthal (BLZ 545 510 30) beibe-
halten. Um Gebuhren zu sparen und auch um einen einfacheren Zugriff auf das
Konto zu haben, haben wir ein Konto fir MONOID bei der Mainzer Volksbank
(gebuhrenfrei!) eingerichtet. Ab sofort kann auch dieses benutzt werden. Es lau-
tet auf meinen Namen (Dr. Ekkehard Kroll; Zusatzbezeichnung: Monoid) und hat
die Konto-Nr.: 505 948 018 bei der Mainzer Volksbank (BLZ 551 900 00).

Das Frankenthaler Konto werden wir fiir eine Ubergangszeit (bis 31. Mérz 2002)
noch beibehalten.

4. Falls es noch nicht gemerkt wurde: Auf der Homepage von MONOID gibt es im-
mer zwei Aufgaben aus dem aktuellen Heft, die - soweit moglich - dynamisch und
interaktiv gestaltet sind. Die Adresse:

http://www.mathematik.uni-mainz.de/monoid/

5. In diesem Heft werden auf der ,,Seite fur den Computer-Fan*“ wieder Aufgaben
vorgeschlagen, die (zumindest teilweise) unter Zuhilfenahme eines Taschenrech-
ners oder ein Computeralgebra-Systems oder eines eigenen kleinen Programms
zu behandeln sind. Auch hierbei kann man Punkte erhalten.

6. Die jahrliche MONOID-Feier zur Vergabe von Preisen fur die erfolgreichsten
Loser(innen) wird in diesem Jahr in Mainz stattfinden. Termin: Samstag, 15. De-
zember 2001; Beginn: 10.15 Uhr; Ort: Johannes Gutenberg-Universitat Mainz,
Fachbereich Mathematik, Staudingerweg 9, Raum 05-514. Die Preistrager wer-
den noch personlich eingeladen. Alle Freunde und Forderer von MONOID seien
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schon jetzt herzlich eingeladen. Naheres zum Programm wird auf der MONOID-
Homepage http://www.mathematik.uni-mainz.de/monoid/ zufinden
sein.

7. In diesem Heft beginnen wir mit der Wiedergabe von Aufsatzen und Aufgaben aus
der Informatik. MONOID nennt sich zwar ,Mathematikblatt‘, aber ohne den Ein-
satz von Computern und Programmen sind umfangreiche praktische Probleme
nicht zu bewaltigen. Eine der drei Wurzeln der Informatik ist neben der Elektro-
und der Nachrichtentechnik die Mathematik; insbesondere die theoretische Infor-
matik enthalt umfangreiche Mathematik-Anteile. Ein wichtiges Kapitel der theo-
retischen Informatik ist die Automatentheorie; eine kleine Einfihrung in dieses
Thema und gleichzeitig die Herausstellung der Verbindung zur Mathematik tber
den Monoid-Begriff bietet der Aufsatz von Andrea Krol Uber ,Automaten und Mo-
noide“, der im nachsten Heft fortgesetzt wird.

8. Die Anschriften der Autoren dieses Heftes:

— Valentin Blomer, Th.-Veiel-Stral3e 62, 70374 Stuttgart.
Dr. Hartwig Fuchs, Friedrich-Naumann-Stral3e 36, 55131 Mainz.

Andrea Krol, Fachbereich Mathematik / Institut fir Informatik an der Univer-
sitat, 55099 Mainz

Martin Mettler, Unterer Kurweg 29, 67316 Carlsberg
Ingmar Rubin, Kienbergstral3e 25, 12685 Berlin.

Fur Herausgeber und Redaktionsleitung: Ekkehard Kroll

Zum Image der Mathematik in der Literatur

Die Spielregeln verletzen: Der Mathematiker Ta malte seinen Schilern eine sehr
unregelmafige Figur auf und stellte ihnen die Aufgabe, ihren Flacheninhalt zu
berechnen. Sie teilten die Figur in Dreiecke, Vierecke, Kreise und andere Figu-
ren, deren Flachen man berechnen kann, aber keiner konnte den Inhalt der un-
regelmafigen Figur wirklich genau angeben. Da nahm Meister Ta eine Schere,
schnitt die Figur aus, legte sie auf eine Waagschale, wog sie und legte auf die an-
dere Waagschale ein leicht berechenbares Rechteck, von dem er so lange Stlicke
abschnitt, bis die Waagschalen gleich standen. Me-ti nannte ihn einen Dialektiker,
weil er anders als seine Schiiler, welche nur Figuren mit Figuren verglichen, die zu
behandelnde Figur als ein Stiick Papier mit einem Gewicht behandelt (und so die
Aufgabe als eine wirkliche Aufgabe, unbekiimmert um Regeln, geldst) hatte.

Bert Brecht: Me-ti, Buch der Wendung
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MONOID im Spiegel der Presse; hier: Artikel aus dem Magazin JOGU der Johannes
Gutenberg-Universitat Mainz - Nr. 175 / 2001

MONOID - ein Mittel gegen Studentenschwund

Der Fachbereich Mathe geht an die Schule

Schnelldenker und Tiefsinnige auf die Spuren der Mathematik in der All-
tagswelt aufmerksam machen, fur ein Fach begeistern, dass bei vielen
Unbehagen weckt, dieses Ziel setzt sich der Fachbereich Mathematik
mit der Herausgabe der Schulerzeitung MONOID.

,von den in Chelsea wohnenden Invaliden haben 70 Prozent ein Auge, 75 Prozent
ein Ohr, 80 Prozent einen Arm und 85 Prozent ein Bein in einem unsinnigen Krieg
verloren. Wie hoch ist mindestens der Prozentsatz derjenigen, die mit vier Verlusten
leben mussen? Das ist eine der Rechenaufgaben, die sich Mathematiker Charles
Ludwidge Dodgson, eher unter dem Namen Lewis Caroll (Alice im Wunderland)
bekannt, aus Liebe zu Poesie und Mathematik ausgedacht hat.

Und dies ist auch eine Aufgabe fir Schuler ab der funften Klasse und andere
Mathematikfans in der 65. Ausgabe der Mathematikzeitung MONOID. Seit diesem
Jahr gibt der Fachbereich Mathematik der Johannes Gutenberg-Universitat Mainz,
mit Unterstlitzung des Vereins der Freunde und dreier Gymnasien, das Matheblatt
heraus. Knobeln - so frith wie mdglich, ist dabei die Devise. ,Es ist fur uns sehr wich-
tig, Nachwuchs zu rekrutieren®, erklart Dr. Ekkehard Kroll, akademischer Direktor
an der Uni, den Grund fir sein Engagement in die Schilerzeitschrift. Es gibt viel
Zzu wenige Mathematiker - nicht nur an der Uni, sondern vor allem in der Industrie.”

Knobeln - so friih wie mdglich

Mit der MONOID wollte schon ihr Begriinder Martin Mettler seit 1980 Schnell-
denker und Tiefsinnige auf die Spuren der Mathematik in der Alltagswelt aufmerk-
sam machen, fir ein Fach begeistern, dass bei vielen Unbehagen weckt. Eingebun-
den in Beispiele werden Sierpinskiprozesse anschaulich erklart oder mit Punkte-
quadrupeln Dreieckssatze bewiesen. Mathespielereien fur Jingere, aber auch
Aufgaben fur Schulerinnen und Schiler ab der 8. Klasse sind in der MONOID
versammelt. Alles auf hohem Niveau und gleichzeitig fir Jedermann verstandlich.
Und Mitdenken lohnt sich. Als Belohnung fir ein hartnackiges Rechnen und Réatseln
gibt es fur Zahlenfanatiker, die ihr Kénnen in allen vier Ausgaben eines Jahres
bewiesen haben, Blcherpreise, Knobelspiele oder auch ein goldenes MONOID-
und Mathe-,M*. ,Die Resonanz ist recht hoch*, sagt Kroll, ,ab und an bekommen wir
sogar Aufgaben von Schilern zugesandt, die so gut sind, dass wir sie abdrucken.”

Die Herausgabe und Verbreitung der MONOID an Rheinland-Pfalzischen und
Hessischen Gymnasien ist aber nur ein Projekt, mit dem der Fachbereich die
Aufmerksamkeit fir das Zahlenfach erhdhen will. Die Mathematiker investieren
zudem viel Zeit in das ,Mathe-Forum®, eine Art Marktplatz fur Mathematik. Von
dieser Plattform aus wirken die Mainzer bei Landeswettbewerben mit und organi-
sieren Lehrerfortbildungen und Schilertage.

Pia Heinemann
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Rubrik der Loser und Loserinnen

(Stand: 14.09.2001) 3

Elisabeth-Langgasser-Gymnasium Alzey:

Kl. 6: Julia Becker 7, Daniel Faber 18, Marina Kauff 7, Johann Kirsch 32,
Nadine Meitzler 7, Johannes Merz 35, Daniel Noll 14, Katharina Oehl 7,
Marie-Christine Salamon 7, Lisa Schafer 7, Jennifer Stemmler 7,
Marlene Weber 7, Jana Thielmann 7;

Kl. 7: Markus Bassermann 59, Meike Fluhr 32, Jennifer GroRRer 7, Isabelle Merker 31,
Mareike Scholl 6;

Kl. 8: Isabelle Maurot 14, Christina Simon 24, Florian Schnitter 32;

Kl. 9: Marc Schofer 17;

MSS 11: Manuel Kochenburger 15;

MSS 12: Aaron Breivogel 16, Dominik Kraft 49;

MSS 13: Christoph Peters 28, Sonke Loitz 38.

Karolinen-Gymnasium Frankenthal:

Kl. 9: Felix Henninger 8, Alexander Kent 5, Gregor Dschung 47;

MSS 12: Marcel Zimmer 10;

MSS 13: Ramona Christmann 12.

Leibniz-Gymnasium Ostringen (Betreuender Lehrer Klaus Ronellenfitsch):
Kl. 7: Sebastian Bischof 25;
Kl. 8: Stefan Tran 46.

Bad Kreuznach, Lina-Hilger-Gymnasium: KI. 13: Peter Antes 22;

Hamburg: Kl. 13: Wolfram Regen 23;
Holzhausen: Thomas Hotschicke 3;
Kaiserslautern: Kl. 12: Kerstin Bauer 92;

Magdeburg, Albert-Einstein-Gymnasium: Kl. 11: Steffen Biallas 73;
Mannheim (Betreuender Lehrer Ulrich Wittekindt):
Kl. 8: Matthias Werner 16, Adrian Streitz 6;
Marienberg (Betreuende Lehrerin Frau Cordula Langkamp):
Stefanie Tiemann 21;
Munster, Schule auf der Aue (Betreuender Lehrer H. Stapp):
Kl. 8: Sarah Danz 2, Tobias Eggert 3, Ingo Gerhold 12,
Nadine Kenntje 5, Marc Leonhardt 2, Jonas Ldbig 3;
Oberusel: KI. 10: Boris Traskow 14;
Osthofen: Eugen Keller 23;
Westerburg, Konrad-Adenauer-Gymnasium:
KI.10: Julius Demmer 2, Kathrin Hehl 2, Josef Keller 3,
Alexandra Rienert 3, Tatjana Schmidt 9, Lena Schurg 9;
Winnweiler, Wilhelm-Erb-Gymnasium (Betreuender Lehrer Herr Kuntz):
Kl. 6: Annika Johann 36, Julia Jung 23;
Kl. 8: Michael Kuntz 54,
KI.10: Verena Pragert 32;

Zweibrtcken, Hofenfelsgymnasium: Kl. 10: Catherina Wiirtz 18.

3Wegen der Schulferien kam es in einigen Fallen zu Verzdgerungen bei der Aktualisierung. Deshalb
sind einige Punktzahlen noch nicht auf dem neuesten Stand.
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Ausgerechnet Mathematik!

MMM STATT WWW
Mathematik am Mittwoch Mittag

Dieses Programm richtet sich an interessierte Schilerinnen und Schiler
und hat das Ziel, Spal3 an der Mathematik und ihrer Schoénheit zu vermit-
teln, junge Leute in die Zauberwelt der Mathematik einzufihren. An die-
sen Veranstaltungen mit spielerischem, informellen Charakter kbnnen die
Schuler und Schulerinnen aktiv mitmachen.

Ort: Zeit:

Johannes Gutenberg-Universitat | Jeden Mittwoch von 15 bis 18 Uhr

Fachbereich 17 - Mathematik Voraussichtlicher Beginn:
Staudingerweg 9 7. November 2001
55099 Mainz

Nachfrage und Anmeldung:

Prof. Dr. Duco van Straten; Tel. 06131 / 39-22435
email; straten@mathematik.uni-mainz.de
Sekretariat (Frau Emerenziani); Tel. 06131 / 39-23335

email: emerenz@mathematik.uni-mainz.de

Themen:

e Harmonische Zahlen e Die magischen Wiirfel ¢ Endlich und Unendlich
e Flachland e Polyeder e Pflasterungen e Dreiecke e Komplexe Zahlen
e Spielen mit Kreisen ¢ Symmetrie e Archimedische Korper ¢ Rechnen
mit der Uhr e Achilles und die Schildkrote e Dynamische Systeme und
Chaos e Rechnen mit Kurven e Relativitatstheorie e RSA-Kryptosystem
e Die Domino-Briicke e 7t @ Das arithmetisch-geometrische Mittel

Auch die Schuiler und Schilerinnen kdnnen Themen vorschlagen.
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