Jahrgang 23

Heft 74

Juni 2003

MONOID

Mathematikblatt fir Mitdenker

&P
2| 157 17217
925‘72 2‘\ 62242
2 2 18
29 25 162

7

Eine mathematische Zeitschrift fiir Schiler/innen und Lehrer/innen m

der Johannes Gutenberg-Universitat Mainz am Rhein

1980 begriindet von Martin Mettler;

seit 2001 herausgegeben vom unioer
Fachbereich Mathematik und Informatik Eltﬂt@)

mainz




Liebe Le(0)serin, lieber Le(d)ser!

Die NEUEN AUFGABEN warten auf Losungen. Nur Mut, auch

- wenn du in Mathe keine ,Eins* hast. Die Aufgaben sind so gestal-
tet, dass du zur Losung nicht unbedingt den Mathe-Stoff der Schule brauchst. Vielmehr
wird das Losen mancher Aufgabe viel mathematische Phantasie und selbstandiges
Denken von dir fordern, aber auch Zahigkeit, Wille und Ausdauer.

Wichtig: Auch wer nur eine oder Teile einzelner Aufgaben Iosen kann, sollte teil-
nehmen; der Gewinn eines Preises ist dennoch nicht ausgeschlossen.

Fur Schaler/innen der Klassen 5-7 sind in erster Linie die ,Mathespielereien* vorge-
sehen; auch Schiler/innen der Klassen 8 und 9 diirfen hier mitmachen, aber nur auf der
Basis der halben Punktzahl. Denkt bei euren Losungen daran, auch den Losungsweg
abzugeben. -

Alle Schuler/innen, insbesondere aber jene der Klassen 8-13, kbnnen Losungen (mit
Losungsweg!) zu den NEUEN AUFGABEN und zur ,Seite fir den Computer-Fan®
abgeben. (Beitrage zu verschiedenen Rubriken bitte auf verschiedenen Blattern.)
Abgabe-(Einsende-) Termin fur Losungen ist der
31.8. 2003.
Zuschriften bitte an folgende Anschrift:
Martin Mettler, Unterer Kurweg 29, D-67316 Carlsberg
Tel.: 06356/8650; Fax: 06356/989780; e-Mail: martinmettler@web.de
Im ELG Alzey kdnnen Lésungen und Zuschriften im MONOID-Kasten oder direkt an
Herrn Kraft abgegeben werden, im KG Frankenthal direkt an Herrn Képps.
Ferner gibt es in folgenden Orten/Schulen betreuende Lehrer, denen ihr eure Lésungen
geben kénnt: Herrn Ronellenfitsch im Leibniz-Gymnasium Ostringen, Herrn Wit-
tekindt in Mannheim, Herrn Jakob in der Lichtbergschule in Eiterfeld, Frau Lang-
kamp im Gymnasium Marienberg in Neuss, Herrn Stapp in der Schule auf der Aue in
Munster und Herrn Kuntz im Wilhelm-Erb-Gymnasium Winnweiler.
Die Namen aller, die richtige Losungen eingereicht haben, werden im MONOID in der
RUBRIK DER LOSER und in der MONOID-Homepage im Internet erscheinen.
Wir bitten auch um neue Aufgaben, die du selbst erstellt hast, um sie in den Rubri-
ken ,Mathespielereien* und ,Neue Aufgaben® zu vero6ffentlichen. Diese Aufgaben sol-
len aber nicht aus Lehrblchern oder Aufgabensammlungen enthommen sein, sondern
deiner eigenen Phantasie entspringen. Wirde es dich nicht einmal reizen, eine Aufga-
be zu stellen, deren Lésung vorerst nur du kennst?

Am Jahresende werden 20-25 Preise an die fleiBigsten Mitarbeiter vergeben. Seit 1993
gibt es bei uns noch einen besonderen Preis:

Aul3er der Medaille mit dem goldenen M gibt es einen be-
achtlichen Geldbetrag fur die beste Mitarbeit bei MONOID
und bei anderen mathematischen Aktivitaten, namlich:
Losungen zu den NEUEN AUFGABEN und den MATHE-
SPIELEREIEN, Beitrdge zur ,Seite fur den Computer-
Fan“, Artikel schreiben, Erstellen von jneuen Aufgaben®,
Tippen von Texten fir den MONOID, Teilnahme an Wett-
bewerben, etc.

Und nun winschen wir euch allen: Viel Erfolg bei eurer
Mitarbeit! Die Redaktion
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Ein Wunderkind?
Ein Beitrag fur Mathis (Schiler/innen der Kl. 5-6) von Martin Mettler

Felix rihmt sich, auf Anhieb die dritte Wurzel aller Kubikzahlen bis zu 1 000 000 nennen
zu konnen. Ist er deswegen ein Wunderkind?

Um eine Antwort zu geben, wollen wir uns die Sache mal ndher anschauen:
1;8;27;64;125;216;...;1728 sind Kubikzahlen, weil

1¥3=1 43 =64 73 = 343 10° = 1000
25=18 5% =125 8> =512 11 = 1331
3% =27 6% =216 93 =729 123 =1728

Man schreibt auch v/8 = 2, weil 23 = 8 ist; v27 = 3, weil 3% = 27 ist. Genauso gilt
V64 =4,v729 =9 und V1728 = 12,

Man liest dies so: ,Die dritte Wurzel aus 8 ist 2;. .. ; die dritte Wurzel aus 1728 ist 12.*
Wir bemerken:

Die Kubikzahlen der einstelligen Zahlen (von 1 bis 9) sind hdchstens dreistellig.

Aus den ersten 9 Beispielen ist zu ersehen, dass jede dieser Kubikzahlen eine ande-
re Endziffer hat. Bei 1; 4; 5; 6 und 9 stimmt die Endziffer der Kubikzahl mit der Zahl
Uberein.

Bei 2; 3; 7; 8 sind die Endziffern 8; 7; 3; 2. Diese Kombination muss sich das ,Wunder-
kind“ allerdings merken.

Zur Bestimmung der dritten Wurzel von Zahlen mit hdchstens drei Stellen, muss das
~Wunderkind“ also nur auf die Endziffer der Kubikzahl schauen.

Die Kubikzahlen der zweistelligen Zahlen (von 10 bis 99) sind mindestens vierstellig
und hochstens sechsstellig.

Bei Kubikzahlen mit mehr als drei Stellen geht Felix folgendermal3en vor:

Um die Endziffer der dritten Wurzel nennen zu kdnnen, schaut er auf die Endstelle
der Kubikzahl.

Wenn zum Beispiel die letzte Stelle eine 3 ist, so ist die Endziffer der dritten Wurzel 7;
ist die Endstelle der Kubikzahl 4, so ist auch die Endstelle der dritten Wurzel 4, usw.

Es ist 52° = 140 608, oder v/ 140 608 = 52.

Aus 125000 < 140608 < 216 000 d.h. 50° < 523 < 60° folgt 50 < 52 < 60.

Man sieht: Um die erste Ziffer der dritten Wurzel zu bestimmen, ist es zweckmalfiig,
die drei letzten Stellen der Kubikzahl wegzulassen und nachzuschauen, in welchem
Bereich die tbrige Zahl liegt. Drei Beispiele:

a) Die Kubikzahl heil3e 68 921. Die Endziffer der dritten Wurzel ist 1. Lassen wir die
drei letzten Stellen weg, so erhalten wir die Zahl 68. Diese Zahl liegt zwischen
64 = 4% und 125 = 5°.

Also ist die erste Stelle der dritten Wurzel 4. Die dritte Wurzel ist somit 41.

b) Die Kubikzahl heil3e 804 357. Die Endziffer der dritten Wurzel ist 3. Lassen wir die
drei letzten Stellen weg, so erhalten wir die Zahl 804. Diese Zahl liegt zwischen
729 = 9% und 1000 = 10°.

Also ist die erste Stelle der dritten Wurzel 9. Die dritte Wurzel ist somit 93.
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c) Die Kubikzahl hei3e 13 824. Die Endziffer der dritten Wurzel ist 4. Lassen wir die
drei letzten Stellen weg, so erhalten wir die Zahl 13. Diese Zahl liegt zwischen
8 =23 und 27 = 33.
Also ist die erste Stelle der dritten Wurzel 2. Die dritte Wurzel ist somit 24.

Damit konnen wir dich nun doch sicherlich auch zu den ,Wunderkindern* zahlen?

Errata

e In MONOID-Heft Nr. 73, S.3, lautet die Losung zur Frage ,Wie viele Kaninchen-
paare haben wir zu Jahresende?* richtig so :

Am Anfang des 1. Monats (zu Jahresbeginn) haben wir 1 Paar.

Am Anfang des 2. Monats haben wir immer noch nur dieses Paar (a, ).

Am Anfang des 3. Monats haben wir 1 neugeborenes Paar, also insgesammt
2 =1+ 1 Paare (a,).

Am Anfang des 4. Monats haben wir wiederum 1 neugeborenes Paar, also insge-

sammt 3 =2+ 1 Paare (a3).

Am Anfang des 5. Monats haben wir 2 neugeborene Paare, also insgesammt
5 =3+ 2 Paare (a4).

Am Anfang des 6. Monats haben wir 3 neugeborene Paare, also insgesammt
8 = 5+ 3 Paare (as).

So fortfahrend, erhalten wir die Folge: 1 (Anfang 2. Monat), 2 (Anfang 3. Monat),
5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 (Anfang des 12. Monats und damit am Ende des
ersten Jahres).

Die Antwort muss also lauten: Zu Jahresende haben wir a;; = 144 Kaninchen-
paare.
e In MONOID-Heft Nr. 73, S.5, lautet die 6. Zeile von unten richtig:

Fir eine Zahl n mit k verschiedenen Primfaktoren, n = p{* - py*> - p3> -+ - - - prr, ist
die Anzahl der Teiler:
An)=(g+1)-(ap+1)----- (o +1).
e In MONOID-Heft Nr. 72, Seite 17, ist in der Losung zur Aufgabe Gleichungspy-
ramide eine Ziffer zu viel angegeben. Es muss statt

11111111117 = 12345678900987 654 321
11111111112 = 1234567900987 654 321

heil3en. Wir danken Frau Hanna Johlinger fir diesen Hinweis.

»Aufgespiel3t”
Ausgerechnet Bucher sind einem Mathematik-Professor aus der kroatischen Haupt-
stadt Zagreb gefahrlich geworden: Als der Mann vor Ostern ein Buch aus dem
Regal nehmen wollte, sturzten zahlreiche weitere Exemplare auf ihn herab und
klemmten ihn zwischen Bett und Regal ein. Drei Tage lang rief der Gefangene um
Hilfe, ehe ihn die Nachbarn horten. Der Professor konnte ohne Verletzungen, aber
erschopft, da er die ganze Zeit nicht getrunken und gegessen hatte, geborgen wer-
den.

(Frankfurter Allgemeine Zeitung, Ostern 2003)
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Uber Teilersummen und vollkommene
Zahlen

von Ekkehard Kroll

Im MONOID-Heft Nr. 73 berichtete M. Mettler Giber die Anzahl der Teiler einer natirlichen
Zahl n. Neben der Teileranzahl interessiert aber auch die Summe der (positiven) Teiler
von n, symbolisch ausgedriuckt mit der Teilersummenfunktion o (lies: sigma):

o(n) = Zt
tin

Soisto(l) =1,0(2) =3,0(3) =4,0(4) =7,0(5) =6,0(6) = 12,0(7) = 8; generell
gilt o(p) = p + 1 fir alle Primzahlen p. Auffallig ist der Fall n = 6; hier ergibt sich als
Teilersumme von n das Doppelte von #n; lassen wir n als trivialen Teiler von sich selbst
bei der Summation weg, so ist 6 die Summe seiner echten Teiler. Natlrliche Zahlen mit
dieser Eigenschaft heil3en ,vollkommen":

Definition: Eine natlrliche Zahl n hei3t vollkommen, wenn sie die Summe ihrer echten
Teiler, also o(n) = 2 - n, ist.

Ein weiteres Beispiel ist die Zahl 28:
286=14+2+4+7+4+14

Die nachsten beiden vollkommenen Zahlen sind 496 und 8128. Es fallt auf, dass die-
se Zahlen schon recht grol3 und gerade sind. Tatsachlich kennt man bis heute keine
ungerade vollkommene Zahl. Vermutlich gibt es keine.

Dagegen kann man die geraden vollkommenen Zahlen mit Hilfe der Mersenneschen
Primzahlen charakterisieren. Bereits Euklid bewies, dass jede Zahl von der Form

2P~ (27 —1),

wobei 27 — 1 und folglich auch p eine Primzahl ist, vollkommen ist. Umgekehrt hat Leon-
hard Euler gezeigt, dass jede gerade vollkommene Zahl tatsachlich von dieser Form
sein muss. Primzahlen der Form 27 — 1 heil3en Mersennesche Primzahlen nach dem
franzdsischen Mathematiker und Musiktheoretiker Marin Mersenne (1588- 1648). Die
ersten Mersenneschen Primzahlen sind 3,7,31,127. Die zugehdrigen vollkommenen
Zahlen sind die schon erwahnten Zahlen 6, 28,496 und 8128. Es ist nicht bekannt, ob
es unendlich viele Mersennesche Primzahlen gibt; damit ist auch nicht bekannt, ob es
unendlich viele vollkommene Zahlen gibt. Auch wenn p eine Primzahl ist — davon gibt
es zwar unendlich viele, wie schon Euklid bewies — braucht namlich 27 — 1 dennoch
keine Primzahl zu sein: So ist zum Beispiel 2!! — 1 = 2047 = 23 -89, also eine aus
zwei Primzahlen zusammengesetzte Zahl.

Satz: Eine gerade natirliche Zahl n ist genau dann vollkommen, wenn sie eine Dar-
stellung der Form

n=2"1.(2"-1)

besitzt, wobei p und 27 — 1 Primzahlen sind.
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Beweis:

(1) Es sei zunachst vorausgesetzt, dass n = 271 - (27 — 1) ist mit Primzahlen p
und 27 — 1. Die Teiler von n sind dann die Zahlen 1,2,22,...,27~! und die Zahlen
2P —1,2-(20 = 1),2%- (2P = 1),...,2°" - (2" — 1). Also ist

1424224 2P 14 (2P 1) 4+2- (2P = 1)+ +2P7 1. (2P = 1) =
(1429 1) - (142+224---42r1) =
2F (2P —1) =
2.20°1 (2P 1) =27,
wobei fir die geometrische Reihe 1 +2 + 2% 4 ... 4+ 27~1 die Formel
qm+l_1

qg—1

o(n)

l+g+q 444" =

benutzt wurde.

Zahlen der Form 27~1(27 — 1) mit Primzahlen p sind wegen p > 2 zwangslaufig gerade.
(2)  Sei nun umgekehrt n eine gerade vollkommene Zahl. Dann wird n von 2 ge-
teilt. Spalten wir die hochste in n als Faktor steckende Zweierpotenz, etwa 2', ab, so
verbleibt als Komplementarteiler eine ungerade Zahl u. Es ist also

n=2"-u mitr>1.

Die Teiler von n sind dann die Zahlen 2° - t, wobei 0 < s < rist und t alle Teiler von u
durchlauft. Zu jedem s liefert 2° - o(u) den zu dieser Zweierpotenz gehdrenden Anteil
von o(n). Also ist

on)=1+2+22+---+2)-0(u) = (2" - 1) o(u).
Da n als vollkommen vorausgesetzt wurde, gilt andererseits
o(n)=2-n=2"".u
Setzen wir beide Ergebnisse fir o(n) gleich, so folgt:
2t —1)-o(u) =2 - u.

Da u und 2'*! — 1 ungerade sind, ist 2! die genaue Zweierpotenz, die als Faktor in
o(u) steckt. Also konnen wir o(u) = 2"*! - v mit ungeradem v setzen. Daraus folgt u =
(271 —1)-v. Wegen 2! —1 > 1 sind v und (2! — 1) - v schon mal zwei verschiedene
Teiler von u. IThre Summe ergibt bereits 2'*1 - v = o(u), also kann u keine weiteren
Teiler besitzen. Daher ist v = 1 und 2'*! — 1 = u, wobei 2’'*! — 1 eine Primzahl sein
muss. Dies erfordert, dass auch der Exponent r + 1 selbst eine Primzahl ist; denn hatte
dieser, der ja grof3er 1 ist, eine Zerlegung » +1 = a - b, in natlrliche Zahlen a und b,
beide grol3er als 1, so folgte die nicht triviale Zerlegung

2}’+1 —1= 2ab — 1= (Za . 1)(2a(b71) + 2a(b72) 44 oL 4+ 1)’

und 2"+! — 1 ware keine Primzahl. Setzen wir abschlieBend noch p := r+ 1, so ist alles
bewiesen.

Paulo Ribenboim stellt in seinem Buch ,The New Book of Prime Number Records"
(Springer-Verlag New York 1996) eine Liste von 33 bekannten Primzahlen p vor, fur
welche die Mersenne-Zahlen M, = 27 — 1 Primzahlen sind, erganzt durch ihre Ent-
decker und das Jahr der Entdeckung, das letzte 1993 mit p = 859433, die zugehdrige
Mersennesche Primzahl hat 258716 Ziffern. Wer schatzt die Stellenanzahl der entspre-
chenden vollkommenen Zahl ab?
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Vier berihmte Konstruktionsaufgaben
— eine Seite geometrischer Knobeleien —
von Hartwig Fuchs

Die folgenden Konstruktionsaufgaben sollen allein mit Zirkel und unmarkiertem Lineal
ausgefuhrt werden. Wir hoffen, dass wir viele Losungen (also Konstruktionsbeschrei-
bungen) erhalten — die jeweils schonste bzw. kiirzeste wird in MONOID vero6ffentlicht.

Das Problem des Apollonius (etwa 260-190 v.Chr.)

Gegeben seien drei Kreise Ki, K5, K5 in beliebi-
ger Lage zueinander, z.B. so wie in der Figur.
Zeichne einen Kreis K, der K;, K, und K3 beruhrt.

Das Problem von G.F. Malfatti (1731-1807)

Gegeben sei ein Dreieck ABC.

Zeichne drei Kreise K;,K;, K3 im Inneren von
ABC, von denen jeder zwei Dreiecksseiten
und mindestens einen der Ubrigen zwei Kreise
beruhrt (vgl. Figur).

X

O
g

Das Problem von J. Castilion (1704-1791) und G. Cramer (1796-1863)

R

K
R B

A
\_/\Pl

Gegeben seien ein Kreis K und drei Punkte Py, P, P,

von denen keiner auf K liege.

Schreibe dem Kreis K ein Dreieck ABC so ein, dass

gilt:

Alle Eckpunkte A, B und C liegen auf K, und die Ge-
raden durch BC, durch CA, durch AB verlaufen durch

P, bzw. durch P, bzw. durch P; (vgl. Figur).

Das Problem von J. Steiner (1796-1863)

Gegeben seien drei Geraden g1, g2, g3 und drei
Punkte P, P,, P5;, von denen keiner auf einer der
drei Geraden liege.

Zeichne ein Dreieck ABC so, dass gilt:

A liegt auf g1, B liegt auf g,, C liegt auf g3, und
die Geraden durch BC, durch CA, durch AB ver-
laufen durch P; bzw. P, bzw. P5 (vgl. Figur).

MONOID 74



Heuristische Problemlosestrategien
von Jorg Wittlinger

Einleitung

Das Losen mathematischer Probleme verlangt nach kreativen Ideen, setzt aber ebenso
das durch ausdauernde Ubung zu erlangende Beherrschen der erforderlichen Techni-
ken und Kenntnisse voraus. Als Vermittler dieser antagonistisch anmutenden Fahigkei-
ten treten heuristische Problemldsestrategien in Erscheinung, die oftmals — trotz oder
gerade der Einfachheit ihrer Prinzipien halber — einen ersten Ansatz und eleganten
Losungsweg ermdaglichen.

Nachstehend sollen zur Exemplifikation moglicher Strategien drei nitzliche Prinzipien
anhand jeweils eines, in der ein oder anderen Form dem geneigten Leser vielleicht
gelaufigen, Problems kurz vorgestellt werden.

Das Schubfachprinzip

Seinen Namen verdankt dieses Prinzip der ersten bekannten expliziten Formulierung
durch P.G. L. Dirichlet (1805-1859): Legt man »n + 1 Perlen in n Schubfacher, so be-
findet sich in wenigstens einem Schubfach mehr als eine Perle.

Im Lichte dieser Erkenntnis betrachten wir die folgende Problemstellung aus der Fe-
der unseres geschatzten Meisters: Einem Wirfel der Kantenlange 1 seien 126 Punkte
beliebig einbeschrieben. Man weise nach, dald mindestens zwei dieser Punkte einen
Abstand nicht grol3er als % 3 voneinander besitzen.

Was zunéachst vielleicht miihsame Arbeit erwarten 1a3t, entpuppt sich dem mit dem
Schubfachprinzip ausgestatteten Le(d)ser als Sturm im Wasserglas. Man stelle sich
den Wirfel der Kantenlange 1 aus 125 Wirfeln der Kantenlange % zusammengesetzt
vor. Dann enthalt wenigstens einer dieser Teilwurfel mehr als einen der einbeschrie-
benen Punkte. Nun entspricht der maximale Abstand zweier Punkte eines solchen
Teilwiirfels der Lange seiner Raumdiagonalen, mithin %\/5

Das Invarianzprinzip

Manchmal kann es nitzlich sein, der unveranderlichen GrofRe — der Invarianten — einer
Aufgabe besonderes Augenmerk zu schenken. So auch im nachfolgenden Beispiel:
Eine Kiste Tomaten steht in der Sonne. Dabei reduziert sich der urspriingliche Was-
seranteil der Tomaten von 98 % auf nunmehr 96 %. Wieviel ihres Gesamtgewichtes
haben die Tomaten eingebif3t?

Nur zu gerne wirde man sich vielleicht auf die gegebenen Groéf3en der relativen Was-
seranteile stlrzen ... und damit baden gehen. Denn diese beziehen sich auf unter-
schiedliche absolute Wasseranteile und stehen damit in keinem dienlichen Verhaltnis
zueinander. Unverandert aus der Strapaze hervorgegangen ist allerdings der absolute
Jfeste” Anteil der Tomaten, dessen Relation zum Gesamtgewicht sich von 2 % auf 4 %
verdoppelt hat. Dementsprechend wiegen die Tomaten nur noch die Halfte.

Das Symmetriezerschlagungsprinzip

So sehr den Mathematiker Symmetrien auch zu faszinieren vermogen, so kann es den-
noch hilfreich sein, eine scheinbar bestehende Symmetrie gewaltsam zu zerschlagen:
Unter der Voraussetzung, dal3 sich zwei Personen stets gegenseitig kennen oder ge-
genseitig fremd sind, weise man nach, daf sich unter sechs beliebig ausgewahlten
Menschen mindestens drei befinden, die sich kennen, oder mindestens drei befinden,
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die sich fremd sind.

Wer nun vielleicht in der ebenmalligen Betrachtung sein Glick versucht, schlie3lich
zeichnet keinen der sechs etwas Besonderes aus, wird nur mihevoll den Erfolg finden.
Also suchen wir uns ein armes Opfer und nennen es A. Dann befinden sich unter
den verbliebenen fiinf Personen mindestens drei, die A kennen, oder mindestens drei,
denen A fremd ist. Im ersten Fall ist der Beweis gefiihrt, wenn sich diese drei fremd
sind, ansonsten kennen sich mindestens zwei davon und erfiillen mit A die Forderung,
analog im zweiten Fall.

Wer hat es gemerkt? Wir haben uns nebenbei auch das Schubfachprinzip wieder zu-
nutze gemacht.

Zusammenfassung

Es ist oft verbliffend, wie einfach es sein kann! Der ewige Zweifler wiirde vielleicht ein-
wenden: Ja, ware nur der rechte Trick schon vorher bekannt! Jedoch sind Zauberei und
Hexenwerk gar nicht im Spiel, vielmehr existieren durchaus Strategien, die einen Zu-
gang zu einem Problem ermdglichen kdnnen und in der Lage sind, das sprichwortliche
Herumstochern im Nebel einem gewonnenen Ansatz, mitunter sogar einem hochst
eleganten Losungsweg weichen zu lassen.

Dabei soll nicht verschwiegen werden, daf} der Heuristik im Rahmen ihrer Problem-
|0sestrategien noch weitere Prinzipien bekannt sind und nicht jedes Problem sein Ge-
heimnis durch ihre alleinige Anwendung bereitwillig preisgibt. Dennoch verdienen sie
ihren Platz im RUstzeug des Problemldsers. So verliert gar manche Aufgabe ihren
Schrecken und manche scheinbar vom Himmel fallende Lésung ihre tberirdische Di-
mension: heureka!

Der Verfasser wiinscht allen Lesern viel Spal3 beim Ausprobieren und Entdecken!

Buchstabieren

a) Wie geht es weiter?
A E F H I
B C D G ]

b) Wie kdnnte es noch weitergehen?
A E F H
B C D G

Lésung: (WJB)
++++ ‘9aQq ‘09D ‘oog
:, 98" yaInp usydaids wiaq uew jzuebia syley ualaun Jap uageisyong aid (g
‘uUapIaM USQaIIYISaP
usiui] uspessb JW Jnu BIp ‘usgeisyong aIp usysls ayley ualeqo Jep uj (v
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Zerlegung von Rechtecken in Quadrate

von Hartwig Fuchs

Die Zerlegung eines Rechtecks in Quadrate scheint auf den ersten Blick ganz problem-
los und daher auch keiner eingehenderen Betrachtung wert zu sein. Aber da tauscht
man sich: man stol3t ganz schnell auf schwierige und ungeloste Probleme.

Ein Rechteck mit den ganzzahligen Seitenlangen a,b und ein Quadrat mit den ganz-
zahligen Seitenlangen ¢ nennen wir ein a x b - Rechteck bzw. ein ¢ x ¢ - Quadrat.
Wir untersuchen nun — ausschlief3lich fir ganzzahlige Rechtecke und Quadrate —
verschiedene Zerlegungsaufgaben.

1. Zerlegung eines a x b - Rechtecks in lauter flachengleiche Quadrate

Eina x b - Rechteck kannmanina-b 1 x 1 - Quadrate zerlegen.

Unter welchen Bedingungen ist es auch in lauter ¢ x ¢ - Quadrate, ¢ > 1, zerlegbar?
Es sei ¢ ein gemeinsamer Teiler vona und b, alsoa =m-cund b = n - c.

— EC Dann ist das a x b - Rechteck in m ,horizontale"
a Bander aus jeweils n ¢ x ¢ - Quadraten zerlegbar —
. . . b .
: : und dassind m-n = z2.2 ¢ X ¢ - Quadrate. Somit
BRI ] ) c ¢
b gilt:
. , . . . ab
(1) Es sei ¢ ein Teiler von a und b. Dann ist das a x b - Rechteck in — ¢ x ¢ -

C2

3 , . _ab
Quadrate zerlegbar. Ist ¢ der grofdite gemeinsame Teiler von a und b, dann ist i—2
die kleinstmdgliche Anzahl und ist ¢ = 1, dann ist ab die grofstmogliche Anzahl
von ¢ X ¢ - Quadraten.

2. Zerlegung eines a x b - Rechtecks in Quadrate, von denen nur einige (nicht
alle) flachengleich sind
In diesem Fall gilt:

(2) Ein a x b - Rechteck kann stets so in Quadrate zerlegt werden, dass einige von
ihnen — aber nicht alle — flachengleich sind.

a Esseia <bundb=k-a+Imit0<1I < a. Dann
ist das a x b - Rechteck zerlegbar ineina x k-a
k-a | - Rechteck und in ein a x [ - Rechteck.

Das a x k-a - Rechteck kan manink a x a - Quadrate und das a x [ - Rechteck
zB.inl-a 1x1-Quadrate zerlegen.

3. Zerlegung eines a x b - Rechtecks in lauter nicht flachengleiche Quadrate

Aufgabe:

Schneide aus Karopapier 9 Quadrate mit den Seitenlangen 1,4,7,8,9,10, 14,15 und
18 aus und setze sie zu einem Rechteck zusammen.

(Die Losung geben wir am Ende dieses Artikels.)

Bei dem Versuch, a x b - Rechtecke in lauter verschieden grof3e Quadrate zu zerschnei-
den, stofRen wir auf so viele ungeldste Fragen, dass wir uns mit der Sache nur unter
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sehr einschrankenden Bedingungen befassen kdnnen, um wenigstens kleine Erfolge
zu erzielen.

Zunachst ein negatives Ergebnis:

(3) Es ist nicht mdglich ein a x b - Rechteck R in n nicht flachengleiche Quadrate zu
zerlegen, wennn = 2,3,4,5,6,7 oder 8 ist.

Wir nahern uns (3), indem wir zunachst annehmen, R sei in paarweise verschieden
grofRe Quadrate zerlegt, von denen A das kleinste sei. Fir A gilt:

(a) A kann nicht in einer Ecke oder am

F I Rand des Rechtecks R liegen. Lage A in einer

A A Ecke oder am Rand von R, dann hatte A einen
Eckevon R Rand von R bzw. zwei quadratische Nachbarn.

Das Quadrat, das oberhalb von A zu platzieren wére, musste offenbar kleiner als A
sein, was der Definition von A widerspricht.
Fur A gilt weiter:

(b) An jeder Seite von A kann nur jeweils ein einziges Quadrat angrenzen.

Beweis:
Angenommen, A hat an einer Sei-

E c D c D c te zwei Nachbarquadrate B und C.
Dann ist oberhalb von A ein Qua-

A A
B | — L s | \ﬂ» B drat D anzufugen; D muss grof3er

als A sein.

Schliel3lich ist links von A ein Quadrat E, das ebenfalls grofer als A ist, anzuheften.
Dann aber muss jedes Quadrat an der Unterseite von A Kleiner als A sein. Dieser
Widerspruch beweist Aussage (b).

Fur A gilt ferner:

(¢) An A kann ein Quadrat B nur so wie in der nebenstehenden

Figur angrenzen. A B
Nachweis:
c c Angenommen, A und B grenzen
E M A wie in der Figu.r links aneinandgr.
B | . B | - b [ B Dann musste ein Quadrat C wie in
der mittleren Figur und an dieses

schlief3lich ein Quadrat D wie in der Figur rechts angeheftet werden. Das Quadrat an
der Unterseite von A wére kleiner als A. Aus diesem Widerspruch folgt (c).

Da nun (c) fur jede Seite von A gilt, folgt daraus:

(d) Jede Zerlegung eines a x b - Rechtecks in verschieden gro3e c
Quadrate enthalt eine Konfiguration aus 5 Quadraten, die B
ein Windrad" bilden; das zentrale Quadrat A ist dabei das D A
kleinste, das in der Zerlegung vorkommt. E

Ein Folgerung aus (d):
(e) Die Behauptung (3) gilt offensichtlich fir n = 2,3,4 und 5.
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Unser Windrad (d) hat 4 einspringende Ecken — daher hat eine Rechteckzerlegung,
in der es vorkommt, mindestens 9 Quadrate. Wenn es gelingt, die Anzahl der ein-
springenden Ecken zu verringern, dann wird auch die Anzahl der Zerlegungsquadrate
sinken.

Es gibt nun kein Windrad ohne einspringende Ecken (ein solches Windrad ware ein in 5
Quadrate zerlegtes Rechteck — was nach (d) nicht mdglich ist). Aber es gibt Windrader
mit nur einer einspringenden Ecke — vgl. Figur 1. In diese einspringende Ecke fligen
wir ein Quadrat F ein.

"F | C 1) F sei kleiner als C (Figur 1). Dann sind mindestens
——————— : 3 weitere Quadrate G, H, I erforderlich, um das Wind-
rad zu einem Rechteck zu ergdnzen — die zugehorige
J D Rechteckzerlegung besitzt also mindestens 9 Quadra-
te.

2) F sei groRer als C (Figur 2). Dann ist an die linke
; ‘ Seite von D ein Rechteck I anzuheften (I kann kein
Figur 2 | ¢ | Quadrat sein, weil sonst I und D flachengleich waren.
c Zur Zerlegung von I sind aber — wie wir aus (e) wissen
,,,,,,, — mehr als 5 Quadrate erforderlich. Daher enthéalt eine
A Zerlegung des Rechtecks, in dem F groRer als C ist,
J D mehr als 12 Quadrate.

Aus 1) und 2) folgt:
(e) Die Behauptung (3) gilt auch fur n = 6,7 und 8.
Mit (d) und (e) ist (3) bewiesen.

(4) Es gibt Rechtecke, die man in 9 inkongruente Quadrate zerlegen kann.

Als ,Schnittmuster* der Zerlegung verwenden wir versuchsweise Figur 1.

Die Seitenlangen der Quadrate A, B, ..., I bezeichnen wir mita, b, ..., i. Falls (4) eine
Losung hat, dann erfillen die a,b,...,i die folgenden 8 Bedingungen, die man aus
Figur 1 abliest:

c=b—a g=2b—a wegen g=b+c

e=a+b h=3b—6a wegen h=g+c—f

d=2a+b wegen d=a+te i=6a+b wegen i=f+d

f=4a wegen f=d4+a—c b=28a weil i+d+e=9a+3b
und i+d4+e=g+h=

=5b—"7a
Ersetzt man in diesen Gleichungen jeweils b durch 8z und beachtet man, dass dann
e+b+g=232a,i+d+ e = 33aist, so ergibt sich:

(5) Jedes Rechteck mit den Seitenlangen 32a und 33a,a = 1,2, 3, ... kann man nach
dem Muster der Figur 1 in 9 Quadrate mit den Seitenlangen a,b = 8a,c = 7a,d =
10a,e = 9a, f = 4a,¢ = 15a,h = 18a,i = 14a zerlegen.

Probe: Die Summe der Quadratflachen ist a*> + (8a)* + - -- + (14a)*> = 10564?; die
Rechteckflache ist 324 x 33a = 1056a2.

Hinweis: fiir a = 1 erhalt man aus (5) die 9 Quadrate der Aufgabe oben, die sich daher
zu einem 32 x 33- Rechteck zusammensetzen lassen.
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Ergadnzung: Zerlegung von Quadraten in verschieden grof3e Quadrate

Um 1930 versuchte der brilliante ungarische Zahlentheoretiker Paul Erdods (1913 -
1996) auch fur Quadrate Zerlegungen in lauter verschiedene ganzzahlige Quadrate
zu finden.

Er stiel3 dabei jedoch auf so erhebliche Schwierigkeiten, dass er 1934 die Vermutung
aufstellte, dass es solche Zerlegungen nicht gibt in Analogie zur Tatsache, dass ein
Wiirfel nicht in lauter verschiedene ganzzahlige Wurfel zerlegbar ist (was er beweisen
konnte!).

Zwar hat der Mathematiker R.P.Sprague bereits 1935 gezeigt, dass Erdds Vermutung
unzutreffend ist; aber erst 1978 gelang der Nachweis, dass man fur ein zerlegbares
Quadrat stets mindestens 21 verschiedene ganzzahlige kleinere Quadrate bendétigt.
Die folgende Figur ist das Quadrat mit der kleinstmdglichen Seitenlange 112, das in 21
verschiedene ganzzahlige Quadrate zerlegt ist.
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Die Seite fur den Computer-Fan

Wahr oder falsch?

73 939 133 Wenn man bei der Zahl 73939 133 von rechts her nacheinander
73 939 13 die jeweils letzte Ziffer wegstreicht, dann sind alle acht Zahlen
73 939 1 der Figur Primzahlen. (gefunden von H.F)
73 939
73 93
73 9
73
7
Gleichung
Hat die Gleichung x?(x* + 1) + y*(y* + 1) + z%(z> + 1) = 2t*(#* + 1) ganzzahlige
Lésungen? (H.F)

Losung der Computer-Aufgaben aus Monoid 72

Primzahlen auf einem Kreis

—_—

1 o Uberpriife die Behauptung:
/ Wenn man — mit einer beliebigen Ziffer beginnend — die 6 Ziffern
3 der Figur in beliebiger Richtung (also gegen oder im Uhrzeiger-
\ / sinn) liest, dann ergibt sich jedesmal eine 6-ziffrige Primzahl.
3.9 (H.F)

Losung: In der Tat sind die sechs Zahlen 193939,939 391,393919,939 193,391 939
und 919 393 Primzahlen, wie man z.B. mit DERIVE oder einem selbst geschriebenen
PASCAL-Programm schnell Gberpruft.

Primzahlen in einer Zahlenfolge

Man untersuche, ob es in der Zahlenfolge 1,12,123,1234,12345,...,123456789,
1234567891, 12345678912, ... Primzahlen gibt. (H.F)
Losung:

Es gibt Primzahlen in der Folge, z.B. 1234567891 und 1234567891234567891234567891;
es ist aber nicht bekannt, ob es unendlich viele Primzahlen in der Folge gibt.

Hinweis: Die Aufgaben fir den Computer-Fan sind meist ohne Bezug auf einen
speziellen Rechner oder ein spezielles Programm oder eine spezielle Program-
miersprache gestellt. Ihr konnt selbst entscheiden, fir welche Teile es sich lohnt,
z.B. einen Taschenrechner oder ein Computeralgebra-System (z.B. DERIVE) ein-
zusetzen oder ein eigenes kleines Programm (z.B. in Pascal) zu schreiben.

Ihr kdnnt Eure Losungen auch einschicken, denn auch hierbei gibt es Punkte zu er-
gattern. Allerdings musst Ihr bei der Verwendung eines Computeralgebra-Systems
oder eines eigenen Programms dies entsprechend dokumentieren durch Einsen-
den der Programm-Datei (am besten als Anhang einer eMail an die MONOID-
Adresse: monoid@mathematik.uni-mainz.de).

Die Losungen werden jeweils im Gibernéchsten Heft erscheinen, damit wir gegebe-
nenfalls auch Teile eingesandter Losungen verdffentlichen kdnnen.
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Ein Blick hinter die Kulissen

von Hartwig Fuchs

Ein Rechenkunstler?
Ein Mathematiklehrer trainiert mit seinen Schulern Bruchrechnung. Dazu sollen sie

den Wert des Produkts

1 1 1 1

(1—1)'(1—5)‘(1—E)'(1—g) """ (?)

berechnen, wobei Hans die letzte Klammer selbst bestimmen darf. Hans wahlt
1 . . o
(?) = (1- M) als letzten Faktor, weil er dem Lehrer — wie er auch freimiitig

zugibt — eine langwierige Kontrollrechnung aufbirden will.

Der Lehrer lachelt nur und schreibt das Ergebnis umgehend auf einen verdeckten
Zettel. Wie macht er das?

Der entscheidende Trick wurde bereits in MONOID 38, S. 4-5, verraten:
(T) Der Lehrer geht von einer ihm bekannten Gesetzmafigkeit aus.

. 1 1 1

EsselAn:(l—?)-(l—ﬁ) ----- (1—?), n>2.
Nun gilt:
1_l_g-1_l_£-1_l_£- .1 — 1 — (n=2)-n

22 2.27° 3 3.3 4 44777 (n-=-12 (n-1)-(n-1)
1- L= =D+ eogich st

"1 32" E 3. 5  w—2  n n—-1. n+1 1 n+1l
A= GG P G ) T T e
MitderFormelAn:1~n+1kann der Lehrer sofort hinschreiben AZO:E-E:E.

2 n 2 20 40

Ein Gedankenleser?
Ein Magier behauptet vor seinem Publikum, er kdnne Gedanken lesen. Zum Beweis

fordert er einen Zuschauer auf, sich drei Zahlen g, b, ¢ auszudenken — dabei darf a
beliebig sein, wahrend b um so viel kleiner als a sein soll, wie ¢ gro3er als a ist —und
er soll ihm den Abstand von b und c nennen. Der Zuschauer gibt diesen Abstand
mit 28 an. Nun soll der Zuschauer folgende Rechnungen ausfuhren:

a ist mit sich selbst und b mit ¢ zu multiplizieren und danach soll die Differenz von
a-aund b - c bestimmt werden. Bevor der Zuschauer etwas sagen kann, nennt der
Magier das Ergebnis — es ist 196.

Der Magier scheint tatsachlich Gedanken lesen zu kdnnen?

Der Magier verféhrt nach dem Prinzip (T) (siehe oben). Er weil3: Falls b und ¢ den
Abstand 2x haben, dann giltb =a —x,c=a+xunda®* —b-c=a*>—(a —x)(a+x) =
a? — (a* — x*) = x°.

Da der Zuschauer die Zahl 2x offentlich bekannt gibt, kennt der Magier x und er kann
sofort des Zuschauers Rechenergebnis x? bekannt geben.

Wenn also der Zuschauer sagt, 2x sei 28, dann ist 196 sein Rechenergebnis.
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LOosungen der Mathespielereien aus dem

MONOQOID 73
Drei Sailon fir Mathin ( Schisborfinnon dor KE. 5 - 7 )

Zahlenratsel
147 142 143
Schreibe die Zahlen von 141 bis 147 so in die lee-
ren Kastchen, dass die Summe von 3 auf einer 4
Gerade liegenden Zahlen immer gleich ist.
(Judith Reinhardt)
145 146 141

Losung: Eine Losungsmaoglichkeit findet ihr in der nebenstehenden Skizze.
Probe: Die Summe der Zahlen in jeder Richtung betragt 432.

Mario malt

Der obere Teil der Bordwand eines auf dem Bodensee lie-
genden Schiffes wird von dem 168cm groRen Malerlehr-
ling gestrichen. Er steht dabei auf der (von oben gezahlt)
zwolften Sprosse einer Strickleiter mit 20cm Sprossenab-
stand 6¢m Uber dem Wasserspiegel.

Nach einer Unterbrechung der Arbeit wegen heftigen Regens ist der Wasserspiegel
des Sees um 28cm gestiegen, und es gibt jetzt 17cm hohe Wellen.
Bis zu welcher Stufe kann Mario absteigen ohne nasse Fuf3e zu bekommen?

LOsung:
Die zw0lfte Sprosse wird von den Wellen lbersplilt, die elfte bleibt trocken, da das
Schiff sich mit dem Wasserspiegel hebt.

Nochmal passende Ziffern
Der Text SEND + MORE = MONEY (siehe Monoid 69) stand im Telegramm eines
amerikanischen Studenten an seinen Vater. Vom Antwort-Telegramm

MONEY — STAYS = HERE

war er naturlich enttauscht.
Auch dieser Text ergibt durch Ersetzen der Buchstaben durch Ziffern eine sinnvolle
Rechnung! (WJB)

Losung: 41658 — 32083 = 9575.

(Madeline Kohlhaas, Kl. 5f, Schule Marienberg, Neuss)

Weitere Losung: 41658 — 39083 = 2575

(Katharina Kirsch, KI. 5b, Hildegardis-Gymnasium, Bingen, und Johann Kirsch, Kl. 7b,
Stefan-George-Gymnasium, Bingen)

MONOID 74 16



6 Geraden
Kannst du 6 Geraden so zeichnen, dass jede einzelne Gerade sich mit genau 4 der
anderen Geraden schneidet? (H.F)

Losung: /\< \
/

Der Radfahrer
Als ein Radfahrer zwei Drittel seines Weges zurtickgelegt
hatte, platzte ein Reifen. Fir den Rest des Weges brauchte
er zu Ful3 doppelt so viel Zeit wie fir die bisherige Fahrt mit
dem Rad.
Wievielmal schneller war er mit dem Rad gefahren, als er lief?
(gefunden von K.E.)

Losung:
1 . . .
Der Radfahrer legte zu Ful3 — des Weges zurtick, das heil3t halb soviel, wie er gefahren

war. An Zeit brauchte er doppelt so viel. Folglich war er 4mal so schnell gefahren wie
er lief.

Buchstabengleichung

Ersetze in der ,Gleichung® MATHE + IST + MEIN = LEBEN jeden Buchstaben

durch eine Ziffer, wobei gleiche Buchstaben durch gleiche Ziffern zu ersetzten sind

und alle Ziffern von 0,1,2...,9 verwendet werden.

Es gibt mehrere verschiedene Losungen. Bestimme mindestens zwei davon.
(gefunden H.F)

LOsung:

Es gibt 9 Losungen bei H > S (die beiden zu H und S gehdrigen Ziffern sind ver-
tauschbar).

Eine vollstandige LOsung lautet:

84763 4+ 157 4 8310 = 93230.

Fir die weiteren Lésungen wird nur die ,Ubersetzung* des Wortes LEBEN angegeben.

31517 31715 51317 71315

41012 51812 81512 84042

Drei Freunde vor Mitternacht

Die drei Freunde Math Genie, Karl Napp und Great Clapp treffen sich regelmafiig und
jeder redet Uber sein jeweiliges Lieblingsthema. Ihr Problem ist, dass ihre Abende im-
mer wieder viel zu lange, bis weit nach Mitternacht dauern.

Eines Abends, um genau 22 Uhr, macht Math Genie folgenden Losungsvorschlag:
~Jeder von uns darf so oft reden, wie er will. Wir missen nur darauf achten, dass jeder
von uns jedes mal nur halb so lang redet wie sein Vorredner. Am Besten fange ich
gleich an.”
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Math Genie redet dann genau eine Stunde lang Uber seine neueste Variante des
Cauchyschen Konvergenzkriteriums.

Warum ist die Sitzung tatsachlich vor 24 Uhr zu Ende, warum sind die beiden anderen
sauer auf Math Genie?

LOsung:

Math Genie beendet sein Referat laut Aufgabentext um 23 Uhr, also bleibt fir alle
anderen Beitrdge zusammen nur eine Stunde Zeit bis Mitternacht, geniigend Grund
zum Arger fiir seine redseligen Freunde.

Wie sind nun die weiteren Redezeiten verteilt? Karl Napp darf ja nur halb so lang
reden wie Math Genie, also hochstens eine halbe Stunde, Great Clapp nur hochstens
die Halfte davon. Die Redebeitrage von Karl Napp und Great Clapp dauern zusammen

1 1 : : 3, ,
hochstens 5 + 1= Z Stunden. Und so geht es immer weiter. Der nachste Beitrag darf

nicht langer als 3 Stunde sein. Die Gesamtzeit ab 23 Uhr betragt also jetzt hochstens

1 7 . . . ,
24— 3= 3 Stunden, also immer noch weniger als eine Stunde. Setzt man dieses

Verfahren fort, so entsteht fir die Gesamtzeit der Redebeitrage (in Stunden) nach Math

Genies Referat die Folge
137 15 31

Bei allen diesen Bruchzahlen ist der Zahler kleiner als der Nenner, also die Bruchzahl
kleiner als 1. Das heil3t aber, dass all diese Redebeitrage zusammen, gleichgiiltig wie
viele es sind, weniger als eine Stunde bendtigen, also tatsachlich vor Mitternacht zu
Ende sind.

Wer sich ein bisschen mit Zweierpotenzen auskennt, bemerkt, dass alle Nenner Zwei-
erpotenzen sind und der Zahler jeylveils um 1 kleiner als der Nenner ist, das ,Bildungs-

gesetz dieser Folge" lautet also:

Wasser in Milch

Milch enthalt 87% Wasser. Daraus wird durch Verdampfen ein Teil
des Wassers Kondensmilch mit einem Wassergehalt von 74%

hergestellt.

Wieviel Kondensmilch erhalt man dabei aus 1000kg Milch?
(WJB)

LOsung:

Die Milch entélt 13% andere Inhaltsstoffe (Fett, Eiweil3, etc.); die Kondensmilch 26%.
Es sind somit 13% von 1000 kg Milch soviel wie 26% von x kg Kondensmilch. Dies

. 1
ergibt: x = % - 1000kg = 500kg.

(Dies ist ein weiteres Beispiel fir das Invarianzprinzip als heuristische Problemldsestrategie
im Beitrag von Jorg Wittlinger, S. 7-8.)
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Neue Mathespielereien
Eime Suile fir Mathis | Schisborlinnen dor K25 - # )

Familie Mayer

Als Familie Mayer ein Baby bekommt, sagt eines ihrer Zwillinge
zum anderen: ,Jetzt habe ich doppelt so viele Schwestern wie
dul

Wie ist dies moglich? (WJB)

Magisches Quadrat

2000 Vervollstandige zu einem magischen Quadrat!
2003 (Es mussen also alle Zeilensummen, alle Spaltensum-
men und die beiden Diagonalsummen diesselbe Zahl
2001 2006 ergeben!) (H.F)

Werbezeitungen
Zum Verteilen von 1800 Werbezeitungen haben sich 14 Jugend-

liche gemeldet.
Jedes Madchen erhélt ein Packet von 120 Zeitungen und jeder '\\?ﬁ_\d%
Junge ein Packet von 140 Zeitungen — keine Zeitung bleibt {ibrig. ==

Wie viele Madchen und wie viele Jungen tragen die Werbezei-

tungen aus? (H.F)
Die Waage
HH HH HH HH P

Jede schraffierte Kiste wiegt 5 Gramm. Wieviel wiegt eine Kiste, auf der Kreise sind?
(Judith Reinhardt)

Weitere Mathespielereien findet ihr auf der nachsten Seite!
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Neue Mathespielereien
Eime Suile fir Mathis | Schisborlinnen dor K25 - # )

Konstruktion mit beschrankten Mitteln

Hans besitzt nur ein unmarkiertes Lineal und einen eingeroste-
ten Zirkel. Er kann damit ein Paar sich rechtwinklig schneidender
Strecken konstruieren.

Wie macht er das?

Kannst du verschiedene Konstruktionsverfahren finden?  (H.F)

Baumringe
Ein alter Baumstumpf hat den Durchmesser von 30 cm. An den

Jahresringen sieht man, dass der Baumstamm im ersten Jahr um
6 cm dicker geworden ist. Im zweiten Jahr nur noch um 3 cm, im
dritten Jahrum 1,5cm ...

Wie alt war der Baum, als er gefallt wurde, wenn der Durchmes-
ser des Stammes ab dem funften Jahr immer um die gleiche Zahl
weiter gewachsen ist?

(Judith Reinhardt)

Konstruktion
Im Inneren oder auf dem Rand eines Parallelogramms ABCD sei ein Punkt E gegeben.
Konstruiere eine Gerade g durch E, die die Flache von ABCD halbiert.

(H.F)

Bereits auf Seite 19 findet ihr Mathespielereien!
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Neue Aufgaben

KI. 8-13

Aufgabe 804.

Fliesenleger Fabian soll in einem Bad eine 3m breite Wand bis zur Hohe von 1, 50m neu
fliesen. Der Kunde hat dafur blaue Fliesen von 15cm x 15¢m ausgesucht. Die Fugen
sollen 2, 5mm breit sein. Um moglichst wenige Fliesen schneiden zu missen, tberredet
Fabian den Kunden dazu, genau zehn waagerechte Fliesen zu legen.

1. Wie hoch wird tatsachlich gefliest?
2. Wie viele Fliesen werden gebraucht, wie viele geschnitten?

3. Wie viel Material braucht Fabian fur die Fugen, wenn diese 6mm tief geflllt wer-
den? (WJB)

Aufgabe 805.
Ein Lottospieler will jede der 49 Zahlen gleich oft spielen.

a) In wie vielen Feldern mindestens muss er je sechs Zahlen ankreuzen?

b) Wie kann er das zum Beispiel tun? (wJB)

Aufgabe 806.

Im spitzwinkligen Dreieck ABC seien die Seitenlangen
aufeinander folgende nattrliche Zahlen > 3.

Zeige: Die auf der zweitlangsten Seite BC orthogonale >
Hohe h teilt BC in zwei Strecken, von denen die eine B n+2
um 4 langer ist als die andere.
(H.F)
F
n+1 C

Aufgabe 807.

Es sei p > 5 eine Primzahl.

Warum ist dann stets eine der Zahlen p" — 1, p" + 1 fir jedes n,n = 1,2,3, ..., durch
6 ohne Rest teilbar? (H.F)

Aufgabe 808.

Gegeben sei ein Rechteck.

Es werde in dieses ein Dreieck gezeichnet, dessen Eckpunkte im Innern oder (auch)
auf dem Rand liegen:

Welche maximale GroRRe kann der Flacheninhalt des
Dreiecks annehmen? (wWJB)
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Aufgabe 809.
Gegeben sei die Funktion f(x) = x*> —ax* + b mita > 2b > 2 und den drei Nullstellen
a < f3 < vy.Man berechne

. Y —a
lim,_yoo—-.

(Valentin Blomer)

Aufgabe 810.
Eine Knobelei und Rechnerei (fur die Sommerferien)

a +

2/ +12 —13 1

Man setze in das Gitter an Stelle der Buchstaben die Zahlen 1,2,3,...,9 so ein, dass
keine Zahl Gbrig bleibt und dass horizontal und vertikal nur gultige Gleichungen entste-
hen.

Dabei sind alle Rechnungen von links nach rechts bzw. von oben nach unten aus-
zufuihren; die Regel ,Punktrechnung vor Strichrechnung® soll hier nicht gelten.

Wie heil3t die (einzige) LOsung? (H.F)
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GelOste Aufgaben aus dem MONOID 73

KI. 8-13

Aufgabe 796. Zahlenratsel

Trage um die Nummern herum 4-ziffrige

naturliche Zahlen in die Felder ein, je Feld

eine Ziffer; das Anfangsfeld und die Schreib-

richtung sind durch einen Haken angegeben.

1 : v—x

2 v = Vielfaches von 383

3 : w = kleinstmdgliche Primzahl

4 7w

5 . x = eine in diesem Jahr haufig vor-
kommende Zahl

6 : eine 4-te Potenz
7 1 3y
8 : y = Produkt aus 5 aufeinanderfol-
gender Primzahlen —9
9 = v:6+42
10 : 5w
11 : Zahl mitden Teilern 1,2,3,4,5,6,7,8,
9,10
12 : Spiegelzahl von 5w. (H.F)
LOsung:
1 v—X = 7189 2 v = 383-24 =9192
3 w = 1009 4 7w = 7063
5 X = 2003 6 74 = 2401
7 3y = 6903 8 Y = 2.-3-5-7-11-9 =2301
9 : v:64+2 = 1534 10 : 5w = 5045
11 : 2520 12 : 5405

Aufgabe 797.

Ein Wanderer bricht in seinem Urlaubshotel um 14 Uhr auf, um einen benachbarten
Berg zu erwandern. In der Ebene geht er mit 4 km/h; bergauf verlangsamt sich seine
Geschwindigkeit auf 3 km/h. Oben angekommen macht er sich sofort auf den Rickweg
mit 6 km/h bergab (und wieder 4 km/h, nachdem er in der Ebene angekommen ist). Er
ist um 20 Uhr zurtick beim Hotel.

a) Wie weit ist es vom Hotel bis zum Berggipfel?

b) Gib (mit einem Fehler von héchstens einer halben Stunde) an, wann der Wande-
rer den Gipfel erreicht hat.

(nach Lewis Carroll)
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Losung:

a) Die Strecke vom Hotel zum Ful3 des Berges sei x, der Weg bergauf (bzw. bergab)
sei y.

Der Wanderer braucht dann X 4+ J 4+ J + . xty Stunden.

4 3 6 4 2
Also muss z = x + y = 12 km sein.

b) Die Durchschnittsgeschwindigkeit m auf dem Weg zum Gipfel liegt zwischen 4
km/h und 3 km/h.

Die bis zum Gipfel bendtigte Zeit betragt (in Stunden):

x vy x4y 12
= — == = = —,
4+3 m m
Wegen 4 >m > 3folgt 3 < t < 4.

Der Wanderer kommt also zwischen 17 Uhr und 18 Uhr an. Die Angabe von 17:30
Uhr hat einen Fehler von weniger als einer halben Stunde.

Aufgabe 798.
Es gilt (1) 32 442 = 52
sowie (2) 3P +4°45 =6

Begrunde:

Die Gleichungen x?> + (x +1)> = (x +2)*> und x* 4+ (x +1)® + (x + 2)® = (x + 3)® ha-
ben auBler der in (1) bzw. der in (2) angegebenen keine weiteren Losungen mit einer
naturlichen Zahl x. (H.F)

Losung:

Aus x* + (x +1)* = (x +2)? folgt x* + x* + 2x + 1 = x* + 4x + 4 und daraus

x> —2x+1 =4, also (x — 1)* = 4. Diese quadratische Gleichung hat nur 3 als positive
Losung.

Aus x°* + (x+1)° + (x + 2)° = (x + 3)° folgt

x>+ 2% +3x% 4+ 3x + 1+ x° + 6x% + 12x + 8 = x% + 9x? 4 27x + 27 und daraus

2x® — 12x — 18 = 0. Diese Gleichung wird von x = 3 erfiillt. Die linke Seite ist daher
durch x — 3 teilbar. Nach Polynomdivision verbleibt die quadratische Gleichung 2x? +
6x + 6 = 0 bzw. x> + 3x + 3 = 0. Diese Gleichung hat keine reellen Losungen.

Aufgabe 799.

Man ermittle die kleinste natirliche Zahl, die genau 2003 Teiler hat. (S. Biallas)
Losung:
Hat eine Zahl z die (eindeutige) Primfaktorzerlegung z = p}' - p3% - - - - - p* (pi Primzahl,

n; € IN), dann hat die Zahl z genau m verschiedene Teiler mitm = (n; +1) - (no + 1) -
-+ (nx+ 1). Die in der Aufgabe gesuchte Zahl mit genau 2003 Teilern kann nur einen
Primfaktor haben, da 2003 selbst eine Primzahl ist und nur als Produkt von 2003 - 1
entstehen kann.

Die gesuchte Zahl ist also eine Potenz p** mit p als Primfaktor . Da die kleinste
natirliche Zahl mit dieser Eigenschaft gesucht wird, muss p die kleinste Primzahl, also
2, sein.

Damit ist die gesuchte Zahl 22992, Sje hat die Teiler 2°,2',22, ... ,22002,
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Aufgabe 800.
Fur welche k € IN, k > 2, gibt es k unmittelbar aufeinander folgende natirliche Zahlen,
deren Summe 2003 ist? (H.F)

Losung: Dass es Uberhaupt solche k gibt, sieht man schnell an der Zerlegung 2003 =
1001 4 1002 mit k = 2. Weitere k gibt es nicht; dennistn+ (n+ 1)+ (n+2)+---+
(n+k—1) = 2003 mit n € IN eine gesuchte Darstellung von 2003 als Summe von k
aufeinander folgenden Zahlen, so folgt:

k-n+(1+2+---+k—1)=2003,
also

k(k—1) _ 2003

oder
2k -n+k(k—1)=2-2003
In der Zerlegung
k(2n+k—1) =2-2003
steht rechts die Primfaktorzerlegung der Zahl, die auf der linken Seite vorkommt (2003
ist Primzahl!). Hierbei kann nur k = 2 und

2n+k—1=2n+1=2003,

also n = 1001 sein.

Weitere Losung (von Stefanie Tiemann, Kl. 8, Gymnasium Marienberg, Neuss):

Ist k ungerade, so ist die Summe von k unmittelbar aufeinander folgenden natirlichen
Zahlen gleich k mal die mittlere Zahl. Dieser Wert ist fur k grof3er oder gleich 2 nie 2003,
da 2003 Primzahl ist. Ist k gerade, so ist die Summe gleich k/2 mal der Summe der
kleinsten und der groRten Zahl. Die Summe kann nur 2003 sein, wenn k/2 = 1, also
k = 2ist. Fur k = 2 ist 1001 + 1002 = 2003. Dies ist die einzige Losung.

Aufgabe 801.

Das DIN A-System flr Papier ist folgendermal3en aufgebaut:

DIN A 0 ist 1m2, das Verhaltnis der Seiten ist /2 : 1. Hieraus entsteht DIN A 1 durch Hal-
bieren der langeren Seite. Dieses Verfahren wird wiederholt; halbiert man die langere
Seite von DINA 1 so ergibt sich DIN A 2 usw. .

a) Zeige, dass das Verhaltnis langere Seite : kirzere Seite fur jedes DIN A-Format
gleich /2 : 1 ist.

b) Wie oft muss man halbieren, bis die Flache kleiner ist als 1cm?? Welches DIN A-
Format ist dies?
c) Ein Stapel von 500 Blattern ist 4cm dick.

Wie dick wird der Stapel, der entsteht, wenn man ein DINA 0 Blatt in DINA 4
zerlegt und die Einzelblatter aufeinanderlegt? Wie dick wird er ungefahr im Fall
aus Teil b)?

d) Wie oft muss man mindestens schneiden, um ein DIN A 0 Blatt in DIN A 4 Blatter
zu zerlegen, wenn man nie Blatter aufeinanderlegen und gleichzeitig durchschnei-
den darf?

TIPP zu Teil b) und c): Verwende die Naherung 2'° ~ 1 000. (WJB)
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Losung:

a) Ist die langere Seite v/2 - 4, die kiirzere Seite a, so ist nach der Teilung die langere

V2a a

Seite a, die kiirzere Seite —— = —.

2 V2
1
b) DINA 7 ist (E)”m-’- = (10000/2")cm?,

Da 2! knapp tber 1000 liegt, ist 213 = 8 .29 < 10000 und 2'* = 16 - 2% > 10 000.
Fur n = 14 wird also 1c¢m? unterschritten.

c) Der DIN A 4-Stapel enthalt 2* = 16 Blatter und ist daher (16-4/500)cm = 0, 128cm
dick.

Der DIN A 14-Stapel enthalt 2'* ~ 16 - 1 000 Blatt und ist ungefahr (4 - 16 000/500)cm
= 128cm dick.

d) Bei jedem Schnitt erhdht sich die Anzahl der Teile um 1, man braucht also 15
Schnitte, bis man 16 Teile hat.

Aufgabe 802. Wahr oder falsch?
912985153 =97 + 19 +2° + 97 +8° +5° + 1° + 57 + 3°?
Findest du weitere solche Zahlen? (H.F)

Hinweis: Zur Losung lies den Artikel ,Auf der Jagd nach Schwarzen Lochern flur Zif-
fernoperatoren®, auf den Seiten 15-17.

Losung:
Man uUberlegt folgendermalRen: Fir eine beliebige n-ziffrige Zahl z, ...z, soll gelten
Zy...21 = z)+ -+ z]. Dann gilt:

10" <zp...zy=z0 4+ +z]<n-9,

woraus folgt, dass gelten muss: 10"~! : n < 9°. Dies ist nur fur n < 11 moglich.
Es gibt also nur Losungen < 10'°, und die findet ein Computer; es sind dies 0,1,
146511 208,472 335975,534 494 836 und 912 985 153.

Aufgabe 803.

Gegeben seien zwei Kreise k, k' mit Mittelpunkten O, O, die sich in A und B schneiden.
Die Verlangerung der Strecke OO’ schneide k' in C. Die Verlangerung der Strecke CB
schneide k in D.

Gegeben sei:

— — 2
AB =3, BD = /5, sin(ZABC) = .

( ) VG
Berechne die Radien der beiden Kreise sowie
die Lange der Strecke OO'. (VB)
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Losung:

ES gilt cos(ZABD) = — cos(£CBA) = —\/1 — sin’(LCBA) = —
Mit dem Kosinussatz folgt:

IS

AD’ =AB +BD — 2AB - BD cos(ZABD) = 20
= AD = 2+/5.
Mit dem Sinussatz folgt:

sin(/BDA) = 22 sin(24BD) = A8 in(scBA) = 2.
AD AD 5

Es ist ferner: /ZBOA =2-/ZBDA (Peripheriewinkelsatz).

Sei P der Schnittpunkt von AB und OQO'.
Dann ist /BOP = 1 /BOA = /BDA, also

1 1 5
=0B=-AB ——M = —.
n=0B=348 G 780p) = 2

Mit dem Kosinussatz ist:
AC* =BC + AB° — 2ABBC cos(ZCBA).
L o==2 —2
Mit BC' = AC folgt:
LBc=- AP _ V5

3 3
2cos(£CBA) 5 _ 2

Ferner ist cos(£ZPCB) = sin(£CBA) = %
Mit dem Kosinussatz folgt:

OB’ = 0OC +BC’ —20C - BC cos(£PCB).
Lo==2 —_2 .
Mit O'C = O'B gilt also

BC 15
—_ NI — ——
n=0C= 2cos(£PCB) 8

Mit dem Satz des Pythagoras folgt schlief3lich

WZ:%¢W:§undWZ:4:>W:2,also
25
00 ==,
8
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Ein Satz von GAUSS uUber das
regelmaliiige n-Eck

Im MONOID-Heft Nr. 72 wurde im Rahmen der Aufgabe 792 ,Eine Aufgabe von C.F
Gaul¥* der folgende Sachverhalt mitgeteilt:

Multipliziert man in einem regelmafigen n-Eck vom Umkreisradius 1 die Entfer-
nungen eines Eckpunktes von den tGbrigen Eckpunkten, so ergibt stets diese Zahl
n.

FUr n = 4 wurde die Richtigkeit vorgefihrt, und fir n = 3 und n = 6 wurde der Beweis
aufgegeben; die Losung findet ihr im MONOID-Heft Nr. 73, Seite 27. Im gleichen Heft,
Seite 6-7, ist der Fall n = 5 ausfihrlich behandelt — ebenfalls mit elementargeometri-
schen Mitteln, in der Hauptsache durch Anwendung des Satzes von Pythagoras.

In einem Schreiben vom 24. Marz 2003 an die MONOID-Redaktion weist Professor
Dr. Gunter Pickert aus GielR3en, der ein interessierter Leser der Zeitschrift MONO-
ID ist, schon seit ihrer Griindung durch Martin Mettler vor Uber 22 Jahren, und dem
laut eigenem Bekunden MONOID sehr gut gefallt, darauf hin, dass man den oben
erwahnten Satz von Gauld mit komplexen Zahlen sehr einfach beweisen kann und
dass ein Hinweis angebracht ware, auch wenn — leider! — die komplexen Zahlen dem
tberwiegenden Teil der MONOID-Leserschaft unbekannt seien.

Allerdings wurde in vielen MONOID-Beitragen immer wieder auf die grol3e Bedeutung
der komplexen Zahlen in der Mathematik (z.B. in Algebra und Geometrie) und ihren
Anwendungsgebieten (z.B. in der Elektrotechnik) hingewiesen, die es rechtfertigen
wirde, ihnen auch im Rahmen der Schulmathematik mehr Beachtung zu schenken.
Vielleicht kann daher doch manche Leserin oder mancher Leser mit den folgenden

Ausflhrungen etwas anfangen.
Wir zeichnen um den Nullpunkt 0 der kom-

plexen Zahlenebene einen Kreis K vom
Radius 1. Dieser sogenannte Einheitskreis
| Achse W verlauft dann durch den Punkt 1 auf der re-
ellen und den Punkt i auf der imaginaren
Achse. Der Punkt 1 sei die erste Ecke un-
seres, dem Einheitskreis eingeschriebenen

reelle Achse [0) P .
0 X — regelmafigen n-Ecks und w die (entgegen
dem Uhrzeigersinn) nachst gelegene Ecke.
Es gilt damit w = x 4 iy mit x = cos ¢ und

K y:sind),d):%,also

imaginére

2 2
w= cos(%) + isin(?ﬂ).
Die Potenzen w*, k = 0,1,...,n — 1, stellen die sdmtlichen n Ecken des regelmaRigen
n-Ecks dar, da sich beim Potenziern einer komplexen Zahl z der Winkel, den der Strahl
0z mit der reellen Achse einschliel3t, entsprechend dem Exponenten vervielfacht, also
hier:

k-2 k-2
w* = cos( n) + i sin( T

)
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Daher gilt:

kn-2m .. kn-2m
) + i sin(

(w*)" = w" = cos( ) = cos(k-27) +isin(k-27m) =1

Das zeigt, dass die Potenzen w*, k = 0,1,...,n — 1, die samtlichen verschiedenen
n-ten Einheitswurzeln und damit die Nullstellen des Polynoms z" — 1 sind. Dieses lasst
sich entsprechend in Linearfaktoren zerlegen:

Z'—1=(z=-1)-(z—w) - (z—w?)+-+- (z—w"")
Die Division durch z — 1 liefert (solange z # 1 ist):
z"—1 2 n—1
z—l_(z w) - (z—w?) (z—w"")

Andererseits folgt aus
Z'—1=(z—=1)- (2" ' 4+2"+ - +z+1)

nach Division durch z — 1 (immer noch unter der Voraussetzung z # 1):

z" —1 =Zn_1-|—Zn_2-|—---+Z—|—1
z—1
. . . Lozt =1 .
Setzen wir beide Ausdrlicke fir po— gleich,

(z—w) - (z—w?)----- (z—w" ) =z"142"2 4z 41

und lassen wir darin unter Wahrung der Gleichheit nun z gegen 1 gehen (dies ist er-
laubt, das es sich auf beiden Seiten um Polynome, also stetige Funktionen handelt),
so folgt:

(1—w) - (1—w?)----- (1—-w"Y)=n
Gehen wir zu den Betragen Uber und beachten wir dabei, dass der Betrag eines Pro-
duktes komplexer Zahlen gleich dem Produkt ihrer Betrage ist und dass sich an der
positiven Zahl n auf der rechten Seite nichts andert,

n—w|-|1—-w|---- 1 —w" | =n

so steht auf der linken Seite gerade das Produkt der Abstande |1 — w*| der ersten Ecke
1 von den tibrigen n — 1 Ecken w*, k = 1,...,n — 1, des regularen n-Ecks.

Dass wir bei unserem Ansatz den Punkt 1 auf der reellen Achse zur ersten Ecke unse-
res n-Ecks gemacht haben, ist keine Einschrankung der Allgemeinheit; denn wenn wir
in der vorletzten Gleichung beide Seiten mit (w*)" ! multiplizieren, wobei wir links die
(n — 1)-fache Potenz w* gleichmaRig auf die n — 1 Faktoren des Differenzenproduktes
verteilen, erhalten wir die Gleichung

(wk _ wk+l) i (wk _ wk+2) _____ (wk _ wk+n—1) - 1. (wk)n—l'

Gehen wir nun wieder zu den Betragen (ber, wobei wegen |w| = 1 auch |(w*)" 1| =1
ist, so steht in der Formel

_ wk+2|

|wk _ wk+1| . |wk ..... |wk _ wk—i—n—l' S

auf der linken Seite gerade das Produkt der Abstande der Ecke w* von den Ubrigen
n — 1 Ecken des regularen n-Ecks; denn die Menge {w"*, w**2,... w1} stellt —
nur in anderer Reihenfolge — die Gesamtheit aller von w* verschiedenen Ecken des
regelmaRigen n-Ecks dar. (E.K.)
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Was man aus dem Sieb des Erathostenes
alles lernen kann

von Valentin Blomer

In der letzten Folge haben wir gezeigt, dass die Reihe der reziproken Primzahlen di-
vergiert, und auch die asymptotische Beziehung

Z% ~ loglog x (1)

p<x

festgestellt. Viel interessanter wéare es jedoch, die Anzahl 7r(x) der Primzahlen < x
asymptotisch zu bestimmen, also obige Summe ohne das Gewicht % auszuwerten.
Das erweist sich als sehr viel schwieriger. Bereits Gaul3 vermutete

n(x) = #{Primzahlen zwischen 1 und x} ~ x

log x’ @

Tschebyscheff konnte mit elementaren Methoden 1852 immerhin

X 10x
< <
10log x — m(x) < log x

zeigen. Die Beziehung (3.2), der sogenannte Primzahlsatz, wurde schlie3lich 1896
von Hadamard und de la Vallee-Poussion gezeigt und bendtigt viele gute und tieflie-
gende Ideen. Inzwischen gibt es einfachere Beweise, doch ist keiner von ihnen wirklich
leicht zuganglich. Plausibel kann einem der Primzahlsatz z.B. auch dadurch erschei-
nen, dass er (3.1) impliziert (was wir hier nur grob andeuten): Gibt es zwischen 1 und x
etwa x/ log x Primzahlen, so ist die n-te Primzahl etwa von der GréRenordnung n log .
Damit folgt:

x/logx

1 1 E X
Z—m Z z/ dt = loglog .
p < nlogn » tlogt log x

p<x n=

Durch das Gewicht % geht jedoch Information verloren, so dass man umgekehrt aus
(3.1) nicht auf (3.2) schliessen kann. Einen recht naiven Ansatz, Primzahlen zu fn-
den, liefert das Sieb des Eratosthenes. Wir wollen sehen, wie gut wir dieses Verfahren
guantitativ auswerten konnen, um einen ersten Schritt in Richtung des Primzahlsatzes
zu machen. Sicherlich sind aul3er 2 alle Primzahlen ungerade. Zwischen 1 und x gibt
es [x/2] gerade Zahlen, also ist 7(x) < x — [x/2] + 1. Ebenso kénnen wir auch die
[x/3] + 1 durch drei teilbaren Zahlen auRler 3 abziehen. Doch Vorsicht! Auf diese Art
haben wir bereits alle durch 6 teilbaren zweimal abgezogen. Wir kdnnen aber schrei-

ben
X X

X
m(x) <x—-[5]+1 [3} +1+ [6].
Jetzt kdbnnen wir auch die durch 5 teilbaren Zahlen noch abziehen. Dabei haben wir
die durch 10 und durch 15 teilbaren Zahlen zweimal abgezogen, diese sollten wir also
wieder dazuzahlen. Was ist jetzt mit den durch 2 -3 -5 = 30 teilbaren Zahlen? Wir

haben sie dreimal abgezogen (den sie sind ja insbesondere durch 2, 3 und 5 teilbar)
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und dreimal addiert (denn sie sind auch durch 6, 10 und 15 teilbar). Da aber durch
30 teilbare Zahlen niemals prim sind, dirfen wir sie getrost noch einmal abziehen und
erhalten:

o)< x- [3]-[£] - 5+ ]+ ]+ 5] - 5]

Wir setzen dieses Verfahren fir alle Primzahlen bis zu einer noch zu bestimmenden
Schranke z fort und erhalten:

n(x)gx—Z[%]—l—n(z)—l— Z [x ]— Z [ a }j: (3)

p<z p1<p2<z P1p2 p1<p2<ps<z P1p2ps

Dies kdnnen wir nur auswerten, wenn wir die GauR3-Klammer weglassen. Das liefert
fur jeden Summanden einen Fehler von hochstens 1. Wie viele Summanden gibt es
auf der rechten Seite von (3)? Jede der 7r(z) Primzahlen p < z hat genau die zwei
Méglichkeiten, im Nenner aufzutauchen oder nicht, so dass wir genau 27 Summan-
den haben. Durch Weglassen der Gau3-Klammer wird die rechte Seite also hochstens
um 27 kleiner. Das liefert

”(X)SX—Z%-}— Z * Z ad + ... 4 m(z) + 27

p<z p1<p2<z P1ip2 p1<p2<ps<z P1ipP2ps (4)
= xH (1 - 1) + 7(z) +27C),
p<z P

denn durch Ausmultiplizieren des Produkts in der zweiten Zeile erhalt man wieder obige
Summe. Nun gilt wegen log(1 —y) < —y fury > 0

logH (1—%) :Zlog (1—%) < —Z% < —%loglogz

p<z p<z

(siehe Monoid 73, Seite 36 Gleichung (5)), also

1 1 1
1—2)< —5loglogz _ -
H( P) =¢ V1ogz

p<z

Wir wéahlen nun z.B. z = y/log x und schéatzen in (4) noch 7r(z) durch z ab (es gibt ja
nicht mehr Primzahlen als Zahlen) und erhalten

m(x) < 4 Vlog x + 2V~

\/3 loglog x

Die letzten beiden Terme sind (fir grof3e x) viel kleiner als der erste (wieso?), so dass

fir genigend grol3e x folgt:
X

oglog x
glog

Das ist natirlich viel schwacher als (2) und lasst vermuten, wie schwer es ist, den ech-
ten Primzahlsatz zu beweisen. Weil aber /loglog x unbeschrankt ist, folgt immerhin
die gar nicht offensichtliche Tatsache, dass es keine noch so kleine reelle Zahl n > 0
gibt mit 7z(x) = nx fiir gro3e x, oder etwas lax ausgedriickt: Nur 0 Prozent aller Zahlen

m(x) <2
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sind Primzahlen!

Zum Schluss unseres kleinen Ausflugs in die spannende Welt der Primzahlen noch ein
kurzer Beweis fur die Unendlichkeit der Primzahlen:
Als n-te Fermatzahl bezeichnet man die Zahl F, = 22" + 1. Dann gilt:

Fo-Fi-...-Fy = F—2. (5)

Das ist fur k = 1 klar, denn Fy =3 =5 —2 = F; — 2. Ist die Behauptung fur ein k € N
bereits bewiesen, so gilt mithilfe der dritten Binomischen Formel

(Fo-...-F1) - Fe=(R=2)F =2 =1)2¥ +1) =2"" =1 =F41 - 2.

Aus der Produktformel (5) folgt nun, dass zwei verschiedene Fermatzahlen F,, F; kei-
nen gemeinsamen Primteiler haben kdnnen: Nehmen wir etwa ¢ < k an, so ist F, einer
der Faktoren in der linken Seite der Gleichung (5). Ginge also ein Primfaktor p in F
und F, auf, so mifte er auch in dem letzten verbleibenden Summanden der Gleichung
(5), namlich der 2, aufgehen. Alle Fermatzahlen sind aber ungerade, und wir sind bei
einem Widerspruch angekommen, mit anderen Worten: Zwei beliebige Fermatzahlen
sind stets teilerfremd.

Da jede Fermatzahl (wie Uberhaupt jede Zahl) aber wenigstens einen Primfaktor haben
mul3, und dieser in keiner grof3eren Fermatzahl jemals wieder auftauchen kann, gibt
es unendlich viele Primzahlen!

Drei Beispiele zu: Mathematik und Literatur
aufgestobert von Hartwig Fuchs

Gewissheit gibt allein die Mathematik.
Aber leider streift sie nur den Oberrock der Dinge.
Wilhelm Busch

Les mathématiques desechent le coeur.
(Mathematik trocknet das Herz aus.)

Gustave Flaubert: Dictionnaire des idées recues

~Setze auseinander, was zu beweisen sei;
zeige, wie man es beweisen musse,
und behaupte sodann, es sei bewiesen.”
William Hamilton: Parliamentary Logic, Paragraph 416 — 417; London 1808
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Widerspriche
Beweisen kann man lernen

von Hartwig Fuchs

Aussagen:

Die Mathematik ist eine logische Struktur, deren Bausteine Aussagen sind, die in einer
Umgangssprache (z.B. dem Deutschen) formuliert sind. Da nun

— einerseits die Vorstellungen, die wir mit Wortern der Umgangssprche verbinden,
meist nicht scharf umrissen oder sogar mehrdeutig sind und zudem die Umgangs-
sprache einem fortwahrenden Umwandlungsprozess unterworfen ist

—und andererseits die Mathematik prazise Festlegung von Inhalten und Verwendungs-
weisen von Wartern verlangt, um Missverstandnisse oder sogar Schlimmeres zu ver-
hindern, bedarf es einer Klarung dessen, was eine mathematische Aussage ist.

Unter einer mathematischen Aussage wollen wir einen aus inhaltlich genau festge-
legten Waortern grammatisch richtig gebildeten Satz verstehen, der einen Sachverhalt
mit Bezug zur Mathematik beschreibt, von dem es sinnvoll ist zu fragen, ob er besteht
oder nicht besteht.

Aussagen in diesem Sinne sind zum Beispiel:

17 ist eine Primzahl; Fur jede reelle Zahl x gilt x> > 0; 1-1=2.

Keine Aussagen dagegen sind Satze wie zum Beispiel:
mrist cool!; Hast du einen Beweis gefunden?

Eine Aussage behauptet also das Bestehen oder Nichtbestehen eines Sachverhalts.
Wenn der behauptete Sachverhalt besteht, dann sagt man:

Die Aussage ist wahr; im entgegengesetzten Fall heil3t sie falsch.

Auf diese Weise wird jeder Aussage ein Wahrheitswert zugeordnet.

(1) Eine mathematische Aussage ist entweder wahr oder falsch — ein Drittes gibt es
nicht (tertium non datur).

Es gibt eine untberschaubare Vielfalt von Wegen, auf denen man die Frage nach dem
Wahrheitswert einer Aussage (Behauptung) beantworten kann — der Mathematiker
spricht dabei von einem Beweis oder einer Widerlegung. Manchmal ist die Wahrheits-
wertzuordnung ganz problemlos, etwa bei der Aussage: 101 und 103 sind ein Primzahl-
zwilling; manchmal erfordert sie ungwéhnlich verwickelte und langwierige Uberlegungen
wie z.B. beim Satz von Fermat: x"+y" = z",n > 2 hat keine natirlichen Losungszahlen
x,y,z — fur den ein Beweis erst nach fast 300 Jahren Bemlhung gelang. Ein weiteres
Beispiel ist die Goldbach-Vermutung von 1742: Jede gerade Zahl > 5 ist die Summe
zweier Primzahlen — fir die man bis heute weder einen Beweis noch eine Widerle-
gung finden konnte. Dennoch sind die Mathematiker Uberzeugt, dass eines Tages das
Problem geldst wird.

Es kann sogar vorkommen, dass eine Entscheidung darlber, welcher Wahrheitswert
einer Aussage zuzuordnen ist, tberhaupt nicht méglich ist.

Beispiel 1

A sei die Aussage: Dieser Satz A ist falsch.

Falls A wahr ist, dann sagt A wahrheitsgemaf aus, dass A falsch ist.

Falls A falsch ist, dann ist das, was A aussagt, falsch; und das bedeutet, dass A nicht
falsch sondern wahr ist.
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Wir haben somit gefunden, dass A sowohl wahr als auch falsch sein muss.

Das aber ist unvereinbar mit (1).

Ausweg aus diesem Dilemma: Alle Aussagen, die mit (1) unvereinbar sind, werden
aus der Mathematik ausgeschlossen.

Verneinte Aussagen

Um die Beschreibung A eines Sachverhalts zu verneinen, fiigt man in der Aussage A
an der richtigen Stelle das Wort ,nicht” ein. Die so verneinte Aussage (Negation von
A) wird mit = A bezeichnet.

Beispiel 2
Aussage A: 17 ist Primzahl Aussage B: 17 =18
Aussage —A: 17 ist nicht Primzahl Aussage —B: 17 # 18

Nach diesem Beispiel liegt es auf der Hand, wie man den Wahrheitswert einer vernein-
ten Aussage —A festsetzt:

(2) Wenn die Aussage A wahr ist, dann ist die verneinte Aussage —A falsch;
wenn A falsch ist, dann ist = A wabhr.

Widerspriche
Beispiel 3
Fur die letzte Gleichung der Umformungskette

4x=26 _3x—=9  (17-x)+(4r—26) 3x—9 _ 3x—9 _3x—9
17—x 12—x 17 — x T 12 —x 17—x 12—x

da die Zahler Gbereinstimmen, missen auch die Nenner gleich sein. Also ist 17 — x =
12 — x, woraus 17 = 12 folgt.

Das Ergebnis des Beispiels 3 ist nicht akzeptabel, stellt es doch einen schwerwiegen-
den VerstoR gegen die Regel (2) dar. GemaR ihrer Herleitung (sie ist fehlerfrei!) ist
die Aussage A: 17 = 12 als wahr zu betrachten — zugleich wissen wir aber, dass die
verneinte Aussage —A: 17 # 12 wahr ist.

Ein solches Vorkommnis nennt man einen Widerspruch.

Man sagt auch: A und —A widersprechen sich.

Unter Bezug auf die Regel (2) beschreibt man einen Widerspruch auch so:

(3) Die Aussagen A und —A stellen einen Widerspruch dar, wenn sie beide zu-
gleich wahr sind.

Die Logiker haben nun folgendes wichtige Ergebnis bewiesen: Die in der Mathematik
tblichen logischen Systeme sind widerspruchsfrei und das heif3t: aus der Anwendung
logischer Regeln kann kein Widerspruch entstehen.

Wie aber kommt es dann tUberhaupt zu Widerspriichen? Ganz einfach durch fehlerhaf-
tes Arbeiten beim Beweisen: Falsche Voraussetzungen oder ungiltige Schlussfolge-
rungen fihren zu widersprichlichen Aussagen. Dazu zwei Beispiele:

1+ gilt:

Nochmals Beispiel 3 (fehlerhafte Schlussfolgerung)

Der Schluss ,Da die Zahler Ubereinstimmen, missen auch die Nenner gleich sein” ist
falsch sobald 3x — 9 = 0 ist. Tatsachlich ist x = 3 Losung der Ausgangsgleichung und
daher gilt 3x —9 = 0 — und so ergibt der falsche Schluss die widersprichliche Ausage:
12 =17.

Konsequenz: Die ganze Herleitungskette in Beispiel 3 wird fur ungultig erklart; damit
tritt der Widerspruch gar nicht erst auf. Und so verfahrt man mit allen Beweisen, die
fehlerhafte Schliisse aufweisen.
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Beispiel 4 (falsche Voraussetzung)
Fur die Flachen F, F, der schraffierten Dreiecke

E < E & gilt
1 %& a 2 % a 1 1
© @ ) R=lw, B=1l
b a (b) F #Efira#b.

Wir versuchen nun, (b) aus der gewiss falschen Voraussetzung 1 -1 = 2 herzuleiten.
Es seien a, b positive reelle Zahlen mit a # b.
(¢) Aus1-1=2folgt
1-1-(a®> —ab) =2-(a*> —ab) = 2a* — 2ab = (a* — 2ab) + a°.
(d) Aus dem Assoziativgesetz der Multiplikation folgt
1-1-(a®>—ab)=1-(1-(a*>—ab)) =1-(a*> —ab) = a*> —ab = (a®> — 2ab) + ab.
Ein Vergleich von (c) und (d) zeigt, dass (a* — 2ab) + a*> = (a* — 2ab) + ab und somit
a® = ab ist. Wegen (a) gilt daher
(6) FF=F far a ;é b.
Mit der falschen Voraussetzung 1 -1 = 2 ergibt sich so der Widerspruch, dass sowohl
F, # F, alsauch F, = F, ist.
Konsequenz: Der gesamte ,Beweis* (¢) — (e) wird als ungultig verworfen; damit ent-
steht die widerspriichliche Aussage (e) erst gar nicht.
Aber nicht immer verfahrt man so — vgl. dazu den letzten Absatz.

Widerspriiche erzeugen immer neue Widerspriche und so kdnnten sie letztendlich
ganze mathematische Theorien zerstoren. Dazu betrachten wir

Nochmal Beispiel 4

Aus der Aussage (¢) des Beispiels 4 ergibt sich mittels (a), dass fur a # b gilt:

1
Eab = Ea2, woraus a = b folgt. Also:

Zwei verschieden lange Strecken sind gleich lang — Widerspruch! Oder:

Zwei verschiedene reelle Zahlen sind gleich — Widerspruch!

Eine Geometrie und eine Arithmetik, in der solche Aussagen gultig waren, sind mathe-
matisch sinnlos.

Die Mathematiker haben also alle Grinde, daflr zu sorgen, dass sich Widerspriiche
nicht durch fehlerhaftes Arbeiten in ihren Theorien ,einnisten”.

Und doch: clevere Mathematiker konnten auch so geféahrlichen Objekten, wie es Wi-
derspriche offensichtlich sind, noch eine niitzliche Seite abgewinnen: Sie haben aus
ihnen hochwirksame Beweisinstrumente entwickelt — z.B. Widerlegungsverfahren fir
quantifizierte Aussagen und indirekte Beweise — doch davon spater mehr.

) 3k %k %k 3k ok ok 3k ok ok ok ok ok ok kok

»Genaul*“—, Zu genau?*

Ein Volkswirt, ein Physiker und ein Mathematiker fahren mit dem Zug durch Schottland.
Da sehen sie eine schwarzgefleckte Kuh auf der Weide stehen. ,Ah*, sagt der Volkswirt,
+n diesem Land sind alle Kilhe schwarzgefleckt.© Daraufhin sagt der Physiker: ,Nein,
man kann nur feststellen, dass diese Kuh schwarzgefleckt ist.”

Der Mathematiker wendet dagegen ein: ,Nein, auch das kann man nicht sagen! Wir
wissen nur, dass die uns zugewandte Seite dieser Kuh schwarzgefleckt ist.”
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Mitteilungen der Redaktion

1. Fur ein Monoid-Abo gibt es zwei Wahlmoglichkeiten: Entweder eine Bestellung
entsprechend dem Kalenderjahr oder eine Bestellung entsprechend dem Schuljahr.
So konnen Neueinsteiger nach den Sommerferien ihr Abo mit dem aktuellen September-
Heft beginnen und dann weitere drei Monoid-Ausgaben beziehen.

2.  ACHTUNG: Auch die Punktezdhlung wird umgestellt! Die Grundlage der dies-
jahrigen Preisvergabe am 15. November im Elisabeth-Langgasser-Gymnasium in Al-
zey bilden die Ausgaben Dezember 2002 (MONOID Nr. 72) bis Juni 2003 (MONOID
Nr. 74). Die Anpassung erfolgt danach aber an das Schuljahr. D. h. die neuen Klassen
konnen direkt mit dem September-Heft (MONOID Nr. 75) starten und bis zum Juni-Heft
(MONOID Nr. 78) sammeln.

3. In diesem Heft erscheint ein Artikel von Jorg Wittlinger, einem ehemaligen MO-
NOIDaner und Preistrager des Goldenen M, jetzt Student an der Universitat Bonn
(wittlinger@uni-bonn.de).

4. Bereits auf dem eingelegten Blatt im MONOID-Heft Nr. 73 haben wir mitgeteilt,
dass Kerstin Bauer vom Hohenstaufen-Gymnasium Kaiserslautern (MSS 13), Ge-
winnerin des Goldenen M 2001, Bundessiegerin 2002 im Bundeswettbewerb Ma-
thematik wurde. In der Pressemitteilung Nr. 66/2003 vom 06.05.2003 des Bundes-
ministeriums fur Bildung und Forschung (BMBF) sind die 11 Bundessieger Mathe-
matik 2002 und Kerstin Bauer als einzige (!) Bundessiegerin aufgefuhrt. Insgesamt
2.006 Schulerinnen und Schuler haben beim Bundeswettbewerb Mathematik 2002 teil-
genommen. Der Staatssekretar im BMBF, Uwe Thomas, bezeichnete in seiner Lau-
datio die Mathematik als ,die faszinierende Kunst des Denkens* und dariiber hin-
aus auch als einen ,Schlisselfaktor fur unsere wirtschaftliche Leistung und Wettbe-
werbsfahigkeit auf den Weltmarkten“. Der Bundeswettbewerb Mathematik helfe, sagte
Thomas, Gelerntes aus dem Schulunterricht selbststandig zu vertiefen und mathema-
tisches Denken zu trainieren. ,Wer im Rahmen dieses bundesweiten, mehrstufigen
Wettbewerbs weiterkommt, der hat sich mit Leistungen qualifiziert, die international
zur Spitze gehoren®, lobte der Staatssekretar. Nach einem Beschluss der Kultusmini-
sterkonferenz von 1997 kann durch einen Sieg im Wettbewerb die Abiturnote um bis
zu 60 Punkte verbessert werden.

5. Vom 10. bis 13. Marz 2003 veranstaltete der Fachbereich Mathematik und Informa-
tik der Johannes Gutenberg-Universitdt Mainz die 3. Runde des Landeswettbewerbs
Mathematik Rheinland-Pfalz, fur die sich 30 Schiler und Schilerinnen qualifiziert hat-
ten, darunter erstmals zwei Schiilerinnen aus Agypten, namlich Sarah Sherif Adly Raa-
fat und Mary Safwat Aziz Attia von der Deutschen Schule der Borroméaerinnen in Kairo
bzw. Alexandria. Nach der Eroffnung durch den Landeswettbewerbsleiter, StD Rudiger
May, Uberreichte Bildungsministerin Doris Ahnen die Urkunden und Preise. Diese wur-
den erganzt durch je ein Jahresabonnement von MONOID. Gesponsert wurden Preise,
Veranstaltung und Rahmenprogramm (darunter ein Besuch im Mainzer Kabarett ,Un-
terhaus‘ und ein Kinobesuch) von der Firma Sparkassen-Informatik-Services West
(SWEST), einem Dienstleistungszentrum, dessen Angebotspalette (auch an Berufs-
moglichkeiten fir Schul- und Hochschulabsolventen) von den Mitarbeitern von SWEST
unter Leitung von Dr. Kaiser in einer halbtagigen Veranstaltung im Schloss Waldhausen
bei Mainz vorgestellt wurde.
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Das mathematische Programm in der Universitat Mainz umfasste vier Veranstaltungs-
blocke von teils Vortrags- teils Workshop-Charakter:

Unendlich und noch viel unendlicher — Welche Zahlen konnen wir abzahlen?
(Prof. Dr. Volker Bach)

Perspektive (Prof. Dr. Christina Birkenhake und Tanja Lohr)
Kryptografie — einst und heute (Prof. Dr. Theo de Jong)

Dynamische Geometrie (Dr. Ekkehard Kroll und Oliver Labs)

Von Studierenden der Fachschaft beigesteuert wurde ein bunter Abend mit Knobelauf-
gaben und einem Video Uber studentisches Leben an der Uni Mainz.

Die Teilnehmerinnen der 3. Runde 2003:

Lena Altherr (Mainz); Johanna Barth (Oppenheim); Christoph Bayer (Mainz); Thomas
Blasius (Trier); Daniela Bleh (Kaiserslautern); Andreas Dixius (Trier); Christoph Eber-
hardt (Bad Bergzabern); Yaschar Fahimi-Zand (Wittlich); A. Hammerschmidt (Mainz);
Edith Hoffmann (Wittlich); Michael Iselborn (Ludwigshafen); Peter Kahr (Neuwied);
Timo Keller (Pirmasens); Martin Maur (Bad Neuenahr-Ahrweiler); Maximilian Merkert
(Kaiserslautern); Udo Muttray (Mainz); Andreas Nink (Westerburg); Annika Radau (Kai-
serslautern); Lukas Ristau (Birkenfeld); Robert Rockenfeller (Neuwied); Kirsten Schmal
hofer (Kaiserslautern); Kerstin Schonung (Neustadt/Weinstraf3e); Florian Schwahn
(Worms); Kirstin Walter (Trier); Carsten Weichhold (Mainz); Sebastian Wild (Neustadt/
Weinstral3e); Ann-Kathrin Zerjeski (Oppenheim); Tiezhing Zhang (Landau); Sarah She-
rif Adly Raafat (Kairo); Mary Safwat Aziz Attia (Alexandria).

6. Am 14.03.2003 wurde in Giel3en das von Prof. Dr. A. Beutelspacher - einem ,alten*
Freund und Forderer von MONOID - initiierte Mathematik-Mitmach-Museum ,Mathe-
matikum® um weitere Ausstellungsraume erweitert: Im 2. Obergeschoss erwarten die
Besucher(innen) Experimente zu Zahlen (z.B. zum goldenen Schnitt und zu Geheim-
codes), zur Symmetrie (Spiegelexperimente und Puzzles) und zur Geschichte (Pytha-
goras und Quadratpuzzles).

7. An dem Schulertag 2003 am 11. Juni in Mainz, zu dem der Verein der Freunde
der Mathematik an der JoGu-Universitat auch im MONOID-Heft Nr. 73 eingeladen hat-
te, nahmen etwa 400 Schilerinnen und Schiiler aus Rheinland-Pfalz und Hessen teil.
Das Programm, das je einen Vortrag aus der Mathematik und Informatik (in der Mathe-
matik mit Ubungen — als Vorgeschmack auf spéter) sowie einen Film der Fachschaft
uber das (mathematik-)studentische Leben bot, wurde — den ersten Reaktionen nach
— fast durchgehend sehr positiv aufgenommen. Eine Unterstiitzung der Arbeit des Ver-
eins, z. B. durch den Beitritt ehemaliger Studentinnen, ware hoch willkommen. Hier der
Internet-Kontakt: freunde@mathematik.uni-mainz.de und
http://www.mathematik.uni-mainz.de/Freunde

Ekkehard Kroll
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Rubrik der Loser und Loserinnen
(Stand: 15.2.2003)

Elisabeth-Langgéasser-Gymnasium Alzey:

Kl. 5: Laura Briickbauer 8, Lisa Simon 7, Joscha Wagner 9, Osan Yimaz 4;

Kl. 6: Sandra Erat 9, Dorothee Fister 22, Claudia Heiss 10, Johanna Mees 12, Sabine
ORwalt 11, Franziska Schmitt 8, Annett Stellwagen 13, Vanessa Stibchen 5;

Kl. 7: Markus Bassermann 16, Johannes Merz 25;

Kl. 8: Meike Fluhr 14;

Kl. 10: Marc Schofer 8;

Kl. 11: Manuel Ross 21;

Kl. 13: Aaron Breivogel 18.

Karolinen-Gymnasium Frankenthal:

Kl. 6: Johannes Fiebig 10, Felix Liebrich 24, Lisa Mettler 16, Carolin Morlock 10, Nina
Rein 4, Susanne Rogge 8, Inga Wellstein 13, Rebecca Zimmer 18;

Kl. 9: Marc Rein 7;

Kl. 10: Gregor Dschung 8.

Leibniz-Gymnasium Ostringen (Betreuender Lehrer Klaus Ronellenfitsch):
Kl. 6: Thomas Geil? 22;
Kl. 9: Lorenz Diener 21, Jens Palkowitsch 7, Stefan Tran 37.

Alzey, Gymnasium am Romerkastell: Kl. 7: Christian Behrens 14.

Eiterfeld, Lichtbergschule (Betreuender Lehrer Wolfgang Jakob):

Kl. 7: Marco Eifert 4, Manuel Giebel 5, Vanessa Lenk 7, Anna-Lena Litz 4, Maximilian
Michel 10, Christian Mlnkel 14, Sophia Nophut 3, Stephanie Wiegand 4;

Kl. 8: Simon Frydrych 5.

Frankenthal, Erkenbert-Grundschule: Kl. 4: Laura Mettler 15.

Hadamar, Furst-Johann-Ludwig-Gesamtschule (Betreuende Lehrerin Frau
Irmtrud Niederle):

Kl. 8: Katharina Dahlem 1, Julia Dick 7, Cornelius Doll 1, Christina Gonera 4, The-
resia Krischke 1, Thomas Pahl 2, Phillip Ries 7, Christopher Schmitt 2, Christopher
Schnee 1.

Kelkheim/Taunus, Eichendorfschule (Betreuender Lehrer Herr Marsen):
Kl. 7: Pascal Freund 10, Franziska Low 6, Isabell Peyman 9, Sonja Sauckel-Plock 11,
Anne-Marie Schworer 9.

Koblenz, Max-von-Laue-Gymnasium (Betreuender Lehrer David Brungs):
Kl. 6: Marius Rackwitz 3.

Ludwigshafen, Geschwister Scholl-Gymnasium:
Kl. 7: Katharina Kober 14;
KIl. 9: Judith Reinhardt 15, Adriana Spalwisz 9.

Magdeburg, Albert-Einstein-Gymnasium: Kl. 12: Steffen Biallas 26.
Magdeburg: KI. 7: Saskia Thiele 8.

Mannheim, Peter-Petersen-Gymnasium ( Betreuender Lehrer Herr Wittekindt):
Kl. 7: Regina Friedmann 9, Natalie Geil3 17, Julia Heel3 16, Helena Schweizer 16.
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Neuss, Gymnasium Marienberg (Betreuende Lehrerin Frau Cordula Langkamp):
Kl. 5: Madeline Kohlhaas 16;

Kl. 6: Hannah Rautenberg 5;

Kl. 7: Annika Kohlhaas 21,

Kl. 8: Annika Sonnenberg 19, Stefanie Tiemann 35.

Neustadt a. d. W., Kurfurst-Ruprecht-Gymnasium (Betreuende Lehrerin Frau Han-
na Johlinger):
Kl. 7: Martin Johlinger 14.

Oberusel (Betreuende Lehrer/in Frau Beitlich, Frau Elze und Herr Bielefeld):

Kl. 5: Max Behrent 5, Larissa Habbel 14, Patricia Kuther 4, Patricia Limpert 7, Sarah
Rosengarten 9, Katrin Schlemm 12, Sophia Waldvogel 7, Valentin Walther 5;

Kl. 6: Carolin Dossmann 14, Elham Quiami 8, Katarina Radenovic 14, Marco Radeno-
vic 13, Daniela Schiler 6, Annkatrin Weber 16;

Kl. 7: Stefan Albert 11;

Kl. 8: Julian Scherr 4;

Kl. 9: Simon Batis 14.

Pirmasens, Immanuel-Kant-Gymnasium: KI. 11: Alexander Hillert 26.
Siegburg, Anno-Gymnasium: KIl. 9: Jan B. Boscheinen 10.

Speyer, Friedrich-Magnus-Schwerd Gymnasium (Betreuender Lehrer Herr Kar-
mann): Kl. 7: Oliver Queisser 6, Benjamin Schuler 8.

Winnweiler, Wilhelm-Erb-Gymnasium (Betreuender Lehrer Herr Kuntz):

Kl. 5: Sarah Breunich 4, Lisa Engel 5, Jonathan Orschiedt 5, Sophie Schéafer 1;

Kl. 6: Kurosch Habibi 12, Carolin Rol3bach 7, Charlotte Schitter 9, Pascal Stichler 11;
KIl. 7: Julia Jung 10, Sarah Trobs 19;

KI.10: Verena Pragert 14.

Zweibrucken, Hofenfelsgymnasium:
Kl. 8: Christine Biedinger 8; Kl. 11: Catherina Wirtz 11.
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