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Liebe Le(0)serin, lieber Le(d)ser!

Die NEUEN AUFGABEN warten auf Losungen. Nur Mut, auch
wenn du in Mathe keine ,Eins* hast. Die Aufgaben sind so gestal-
tet, dass du zur Losung nicht unbedingt den Mathe-Stoff der Schule brauchst. Vielmehr
wird das Losen mancher Aufgabe viel mathematische Phantasie und selbststandiges
Denken von dir fordern, aber auch Zahigkeit, Wille und Ausdauer.

Wichtig: Auch wer nur eine oder Teile einzelner Aufgaben l6sen kann, sollte teil-
nehmen; der Gewinn eines Preises ist dennoch nicht ausgeschlossen.

Fur Schuler/innen der Klassen 5-7 sind in erster Linie die ,Mathespielereien” vorge-
sehen; auch Schuler/innen der Klassen 8 und 9 dirfen hier mitmachen, aber nur auf der
Basis der halben Punktzahl. Denkt bei euren Loésungen daran, auch den Losungsweg
abzugeben! -

Alle Schuler/innen, insbesondere aber jene der Klassen 8-13, kdnnen Losungen (mit
Losungsweg!) zu den NEUEN AUFGABEN und zur ,Seite fir den Computer-Fan®
abgeben. (Beitrage zu verschiedenen Rubriken bitte auf verschiedenen Blattern.)
Abgabe-(Einsende-) Termin fur Losungen ist der

15.02.2005.
Zuschriften bitte an folgende Anschrift:

Martin Mettler, Unterer Kurweg 29, D-67316 Carlsberg
Tel.: 06356/8650; Fax: 06356/989780; e-Mail: martinmettler@web.de

Im ELG Alzey kdnnen Losungen und Zuschriften im MONOID-Kasten oder direkt an
Herrn Kraft abgegeben werden, im KG Frankenthal direkt an Herrn Képps.

Ferner gibt es in folgenden Orten/Schulen betreuende Lehrer, denen ihr eure Lésungen
geben kénnt: Herrn Ronellenfitsch im Leibniz-Gymnasium Ostringen, Herrn Wit-
tekindt in Mannheim, Herrn Jakob in der Lichtbergschule in Eiterfeld, Frau Lang-
kamp im Gymnasium Marienberg in Neuss, Herrn Stapp in der Schule auf der Aue
in Munster, Herrn Kuntz im Wilhelm-Erb-Gymnasium Winnweiler, Herrn Meixner im
Gymnasium Nonnenwerth, Herrn Mattheis im Frauenlob-Gymnasium Mainz und Herrn
Dillmann im Gymnasium Eltville.

Die Namen Aller, die richtige Losungen eingereicht haben, werden im MONOID in der
RUBRIK DER LOSER und in der MONOID-Homepage im Internet erscheinen.

Wir bitten auch um neue Aufgaben, die du selbst erstellt hast, um sie in den Rubri-
ken ,Mathespielereien“ und ,Neue Aufgaben® zu veroéffentlichen. Diese Aufgaben sol-
len aber nicht aus Lehrbiichern oder Aufgabensammlungen entnommen sein, sondern
deiner eigenen Phantasie entspringen. Wurde es dich nicht einmal reizen, eine Aufga-
be zu stellen, deren Lésung vorerst nur du kennst?

Am Jahresende werden 20-25 Preise an die flei3igsten Mitarbeiter vergeben. Seit 1993
gibt es bei uns noch einen besonderen Preis: Das Goldene M

AulRer der Medaille mit dem goldenen M gibt es einen beacht-
lichen Geldbetrag fur die beste Mitarbeit bei MONOID und bei
anderen mathematischen Aktivitaten, namlich:

Lésungen zu den NEUEN AUFGABEN und den MATHESPIE-
LEREIEN, Beitrage zur ,Seite fur den Computer-Fan“, Artikel
schreiben, Erstellen von ,neuen Aufgaben®, Tippen von Texten
fur den MONOID, Teilnahme an Wettbewerben, etc.

Und nun winschen wir euch Allen: Viel Erfolg bei eurer Mitarbeit! Die Redaktion
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Wie grol} ist eigentlich unendlich?

von Valentin Blomer

Gibt es eigentlich mehr Primzahlen oder mehr Quadratzahlen? Gute Frage. Sicherlich
gibt es von beiden unendlich viele. Bedeutet das, dass es genauso viele Primzahlen
wie Quadratzahlen gibt? Das ist sicherlich zu einfach, denn es gibt ja auch unendlich
viele reelle Zahlen, aber intuitiv wirde man sofort sagen, es gibt mehr reelle Zahlen
als naturliche Zahlen. Viel mehr. Was sind schon die natirlichen Zahlen gegen den
ganzen Zahlenstrahl?

Wir missen uns zunachst einmal genau dartber klar werden, was wir mit der um-
gangssprachlichen Formulierung ,gibt es mehr...“ eigentlich meinen. Noch genauer:
Wir brauchen eine mathematisch prazise Definition, wann zwei Mengen gleichgrof3
sind. Wenn wir zum Beispiel wissen wollen, ob in einem Kino mehr Frauen als Manner
sind, kdnnen wir natirlich einfach zahlen und vergleichen. Das hilft uns aber gar nichts,
wenn in dem Kino zuféllig unendlich viele Frauen und Manner sind. Wir kdnnen aber
folgendes machen: Wir bitten immer je einen Mann und eine Frau, den Saal zu verlas-
sen. Wenn am Schluss niemand im Saal tbrig bleibt, dann waren gleichviele Manner
und Frauen im Kino. Zugegeben, das dauert sehr lang bei unendlich vielen Kinobesu-
chern, aber das soll uns momentan nicht kimmern. Was passiert hier mathematisch?
Wir versuchen, jeder Frau einen Mann zuzuordnen, so dass kein Mann zwei oder mehr
Frauen bekommt (schlief3lich muss er ja nach der ersten Frau bereits den Saal verlas-
sen), aber auch kein Mann am Schluss allein bleibt. In der Mathematik nennt man eine
solche Zuordnung eine umkehrbar eindeutige Abbildung (das Fachwort ist Bijektion),
und wir kdnnen es probeweise mit folgender Definition versuchen:

Definition. Zwei Mengen A und B heil3en gleichgrol3 oder gleichméchtig, wenn es eine
umkehrbar eindeutige Abbildung f: A — B gibt.

Umkehrbar eindeutig heil3t, dass jedes b € B genau ein a € A besitzt, das ihm zuge-
ordnet wurde, es bleibt also kein b allein, aber es bekommt auch kein b zwei oder mehr
a’s zugeordnet.

In diesem Fall wollen wir A ~ B schreiben. Ist das eine gute Definition? Zunachst hat
sie den Vorteil, dass sie prinzipiell auch fir unendliche Mengen anwendbar ist, denn in
der Definition ist ja von Anzahlen keine Rede. Fir endliche Mengen liefert sie genau
das, was wir erwarten wirden: Zwei endliche Mengen sind genau dann gleichgrol3,
wenn sie gleichviele Elemente enthalten. So finden wir zum Beispiel zwischen den
Mengen {1,7,11} und {blau, griin, rot} die Abbildung 1 — griin, 7 — rot und 11 —
blau (jede andere ware auch ok, wir miissen nur wenigstens eine finden). Wir werden
es aber nie schaffen, eine umkehrbar eindeutige Abbildung zwischen den Mengen A =
{6,7} und B = {9,22, —25} zu finden, denn immer bleibt wenigstens ein Element aus
B allein. Das klingt vielversprechend, und deshalb hat man sich in der Mathematik auch
auf diese Definition geeinigt.

Was passiert bei unendlichen Mengen? Betrachten wir zum Beispiel die Mengen A =
IN={1,2,3...} und B=IN, = {0,1,2...}. Sind sie gleichméachtig? Vorsicht, nicht zu
schnell antworten. Prifen wir die Definition. Gibt es eine umkehrbar eindeutige Abbil-
dung zwischen A und B? Ja, hier ist eine:
f: N — NN
n — n—1
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Die Zahl 1 wird also auf die 0 abgebildet, die 2 auf die 1 usw. Deshalb gibt es fur jedes
b € INy ein a € INy, das ihm zugeordnet wurde, namlich b + 1, aber dies ist auch
wirklich das einzige Element. Also gilt IN ~ IN.

Sind die Mengen IN und {2, 4, 6,8, ...} gleichméachtig? Ja, hier ist eine umkehrbar ein-
deutige Abbildung:

f: N — {2,4,6,8...}
n = 2n

Zugegeben, das Ergebnis ist etwas unerwartet, aber es zeigt, dass sich unendliche
Mengen eben etwas anders verhalten als endliche: Es kann in der Tat vorkommen,
dass eine Menge gleichmachtig zu einer echten Teilmenge von ihr ist. Hier ist ein klei-
ner

Satz.Ist A~ Bund B~ C,dannist A ~ C.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es umkehrbar einedeutige Abbildungen f: A — B
und g: B — C. Wir definieren h : A — C durch h(a) = g(f(a)) fur alle a € A. Dann ist
h umkehrbar eindeutig.

B C

Zurlck zu unserer Ausgangsfrage. Gibt es eigentlich mehr Primzahlen oder mehr Qua-
dratzahlen? Nach den vorherigen Uberlegungen drangt sich der Schiuss auf, dass
beide Mengen gleichméachtig sind. Wieso? Wir nummerieren die Primzahlen durch:
p1 = 2,p2 = 3,p3 = 5,... Dann ordnet die Abbildung n — p, jeder naturlichen Zahl
n genau eine Primzahl zu, namlich die n-te. Ebenso zeigt die Abbildung n — n?, dass
es genauso viele Quadratzahlen wie nattrliche Zahlen gibt, und deshalb gilt nach dem
vorherigen Satz {p | p prim} ~ IN ~ {n? | n € IN}.

Eine Menge M, die gleichmachtig zu IN ist, heil3t tbrigens abzahlbar unendlich. Wa-
rum? Sie ist sicher unendlich grof3, und man kann ihre Elemente abzahlen: Es gibt ja
eine Abbildung, die jedem m € M ein n € IN zuordnet; wir kdnnen also sagen, m ist
das n-te Element der Menge, d.h. wir kdnnen die Menge M abzéahlen.

Gibt es eigentlich Mengen, die man nicht abzahlen kann? Ja, es gibt Mengen, die in
diesem Sinne grof3er sind als IN, viel groRer sogar, und das werden wir im nachsten
Monoid untersuchen.

e

Neues zum ,,Turm von Heilbronn*

Im MONOID-Heft Nr. 78 hatte uns Herr Arndt Miltner den ,, Turm von Heilbronn“ vorge-
stellt, eine Variante des Turms von Hanoi, bei der vier statt drei Nadeln zur Verfligung
stehen, und eine Reihe von Fragen damit verbunden.
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Lars Grutter, Klasse 7b im Rontgen-Gymnasium Wirzburg, hat ein rekursiv angeleg-
tes Programm in Turbo Pascal 6.0 geschrieben, mit dem man den Turm von Hanoi
virtuell nachspielen kann. Nach Eingabe der Anzahl der Scheiben gibt es die Anzahl
der Zuge und eine optimale Zugfolge aus; damit l&sst sich die Tabelle auf S. 13 in
MONOID 78 bestatigen.

Dr. Wolfgang Moldenhauer aus Erfurt weist auf den Aufsatz ,Ein Turm mehr in Hanoi*
von Fotsch und Waldmann in der Wurzel 7 (1993), 154-157, hin, worin fur den Fall von
vier Nadeln eine obere Schranke fur die bendtigte Zuganzahl angegeben werde, die
fur die Anzahl n < 9 Scheiben auch scharf sei, wie man durch vollstandiges Absuchen
aller Moglichkeiten nachprife (Enumeration). Herr Moldenhauer schreibt weiter:

Die Idee dabei ist: Man wahlt k € {0, ...,n — 1} geschickt und legt zunachst n — k — 1
Scheiben von VON nach HILF1 unter Benutzung von HILF2 und NACH.

1
L n | [n=k=1]
VON HILF1 HILF2  NACH

Dann werden k Scheiben von VON auf HILF2 unter Benutzung von NACH gelegt.

(1] [k

| n | |n—k-1] | n-1 |
VON HILF1 HILF2 Wir legen die Scheibe n um.
Dann werden die k Scheiben von HILF2 nach NACH unter Benutzung von VON gelegt.
Schlief3lich legt man die n — k — 1 Scheiben von HILF1 nach NACH unter Benutzung
von VON und HILF2.
Sei v(n) die benétigte Zuganzahl. Dann ist v(0) = 0 und

v(n)=2- . {Enin 1}{v(n —k—1)+d(k)} +1 mit d(n) =2"—1 (3 Stangen!).
€40,...n—

Man findet heraus (Beweis durch vollstandige Induktion!):

4
Sein=r+> imitp>0,r€ {1,...,p+ 1}. (Diese Darstellung ist eindeutig!)
i=1

P
Dann ist v(n) :v(r—l—Zi) =(r+p—1)2P +1.
i=1
Das optimale k (k war ja ,geschickt* gewahlt worden) ergibt sich zu

k=p= [Jzn n \/ﬂ _ 1. SchlieBlich ergibt sich fur groRe 1

v(n) = +/2n- V2,
Dies ist immerhin deutlich besser als d(n) ~ 2".
Naturlich kann man diese Idee auf 5 Stangen (Man wahlt k; und k, geschickt, so dass
...), auf 6 Stangen (Man wabhlt kq, k,, k3 geschickt), ... Ubertragen. Man erhalt dann
obere Schranken*. Dies l0st aber das Problem nicht abschliel3end, weil unklar bleibt,

ob die jeweils vorgestellte Verteilung der Scheiben die beste ist. Oder anders gesagt:
Es fehlt eine untere Schranke.

Ich bin im Ubrigen Uberzeugt, dass die fiir 4 Stangen angegebene Lésung die beste
ist. Und schlief3lich:

,Der Turm von Heilbronn“ ist zumindest ,Der Turm von Jena“.

*Nattirlich ist die Schranke weiter zu verbessern, da mehr als zwei Hilfsfelder zur Verfiigung stehen.
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Uber das ,,Modulo-Rechnen“
von Ekkehard Kroll

~Wann geht euer Flieger nach Australien?* — “Heute Abend um 22 Uhr 40. — ,Und
wie lange seid ihr unterwegs?* — ,Mit Umsteigen in Bangkok und knapp 4 Stunden
Aufenthalt in Singapur sind es bis Darwin gut 21 Stunden.” — ,Dann kommt ihr ja — bei
Beriicksichtigung der Zeitverschiebung von 9 Stunden, die dazu zu z&hlen sind — erst
tubermorgen um 4 Uhr 40 in Darwin an!*

Ein Flug nach Australien ist sicher nicht alltaglich, aber ein ,Rechnen modulo 24, um
Uhrzeiten zu bestimmen, schon. Da 30 bei Division durch 24 den Rest 6 lasst, umfasst
diese Zeitspanne also einen ganzen Tag und 6 Stunden. Wir kbnnen auch so rechnen:

22430 =52=2-24+4 =4 (modulo 24),
somit wird aus 22:40 Uhr zwei Tage spater 4:40 Uhr.

Ein anderes Beispiel betrifft das Datum von Wochentagen. Die diesjahrige MONOID-
Feier fand am 27. November statt. Auf welches Datum fallt sie im nachsten Jahr? Das
Jahr hat 52 Wochen; wegen 365 = 7-52+ 1 = 1 (modulo 52) haben wir eine Verschie-
bung um 1 Wochentag; der 27. November 2005 ist also ein Sonntag; da die MONOID-
Feier aber an einem Samstag statt finden soll (namlich immer am Samstag vor dem 1.
Adventssonntag), wird die Feier mit der Vergabe der MONOID-Preise am 26. Novem-
ber 2005 sein. (Vorsicht bei Schaltjahren!)

Die Division einer ganzen Zahl n durch eine nattrliche Zahl m > 1, den Modul,
n=gq-m+r,

mit einer ganzen Zahl g kann immer so eingerichtet werden, dass der auftretende
Rest r zwischen 0 (,die Division durch m geht auf) und m — 1 liegt. Man muss nur
den Quotienten g betragsmaf3ig groRtmoglich wahlen. Sind wir nur an den dabei auf-
tretenden Resten und nicht an dem genauen Wert von g interessiert, schreiben wir
n = r (modulo m) oder auch kurz n = r (mod m) (lies: ,n kongruent » modulo ")
und sagen ,n wird modulo m auf den Rest r reduziert'. Wegen n —r = g - m gilt die
Aquivalenz:

n=r (mod m) < mteilt (n—r).
Damit lassen sich leicht die elementaren Rechenregeln flr Kongruenzen herleiten:
Aus ny =1 (mod m) und n, = r, (mod m) folgt:
m+n,=r+r, (mod m), ny—ny =r; —ry (mod m) und ny -ny =1y -1, (mod m).
Wenn dabei die rechten Seiten den Bereich zwischen 0 und m — 1 verlassen, kann
eine erneute Reduktion modulo m vorgenommen werden. Bei der Division missen wir
allerdings vorsichtig sein: Es ist z.B. 8 = 2 (mod 6) und 2 = 2 (mod 6), aber nicht
8 :2 =2:2 (mod 6). Eine &hnliche Beobachtung machen wir beim Erweitern bzw.
Kurzen von Kongruenzen. Stets gilt namlich:
Aus n =r (mod m) folgtn-t =r-t (mod m) fir alle ganzen Zahlen t.
Dagegen kann nicht immer ein gemeinsamer Faktor weggekirzt werden; so folgt z.B.
aus8 =2 (mod 6),also4-2=1-2 (mod 6) keineswegs 4 =1 (mod 6).
Wenn allerdings der Faktor ¢ in der Kongruenz n -t = r -t (mod m) zum Modul m
teilerfremd ist, darf er weggekurzt werden; dennausn -t —r-t =g-mfolgt (n—r) -t =
g - m. Wenn nun m und t teilerfremd sind, muss m bereits komplett in n — r ,stecken®,
d.h.,, n =7 (mod m) sein.
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Uberhaupt sind die zu einem Modul m teilerfremden Reste in der Menge {1,...,m—1}
von besonderem Interesse. Wenn sie mit einander multipliziert und anschlie3end die
Produkte modulo m reduziert werden, ergeben sich wieder zu m teilerfremde Reste;
denn aus ry - 1, = r (mod m) mit zu m teilerfremden Resten folgt ry - r, = r + g - m mit
einer ganzen Zahl 4. Waren nun r und m nicht teilerfremd, so hatten sie (mindestens)
einen gemeinsamen Primteiler, der dann auch das Produkt r; - 7, und folglich mindes-
tens einen der beiden Faktoren r; oder r, teilen misste, was der Teilerfremdheit von r,
und r, zu m widersprache.

Da 1 und m — 1 stets zu m teilerfremd sind, gibt es mindestens einen, in der Regel
zwei zu m teilerfremde Reste (beachte m > 2). Multiplizieren wir alle zu m teilerfremden
Reste mit einem festen zu m teilerfremden Rest » und reduzieren anschliel3end modulo
m, erhalten wir wieder alle zu m teilerfremden Reste; denn aus r; - ¥ = r, - ¥ (mod m)
wirde durch Kirzen sofort r; = r, (mod m) folgen. Also gibt es auch einen zu m
teilerfremden Rest o mit 7y - = 1 (mod m), d.h., r, ist der multiplikativ-inverse Rest
zu r. Somit ist die Menge aller zu m teilerfremden Reste beziiglich der Multiplikation
und der Inversenbildung modulo m abgeschlossen; man sagt, dass sie modulo m eine
Gruppe bildet. Bezeichnen wir diese mit G,,, so ist z.B. G, = {1}, G; = {1,2}, G4 =
{1,3}, Gs = {1,2,3,4}, G¢ = {1,5}, G, = {1,2,3,4,5,6}, Gs = {1,3,5,7}, Go =
{1,2,4,5,7,8}, Gio = {1,3,7,9}, ... (Setzt die Reihe selbst noch ein Stiick fort! Was
fallt euch auf?)*

Bezeichnet |G, | die Anzahl der Elemente von G,, = {ry,75,...,7¢,/} undistr € G,
so gilt wegen {r-ry,r-15,...,7 16,1} = {ri,r2,...,7, } (mod m):

G _ —
Aol ry g =T g ST TG, (mod m)

Durch Kirzen folgt:
76l =1 (mod m)

Das ist der Satz von EULER-FERMAT, der im Spezialfall, dass m eine Primzahl p ist,
die Form
=1 =1 (mod p)

erhalt (so genannter kleiner Satz von FERMAT ); denn hier sind die samtlichen Reste
1,...,p — 1 automatisch zu p teilerfremd, so dass |G,| = p — 1 gilt. Dies kann als
Primzahltest herangezogen werden — im ausschlieenden Sinn (denn die Erfullung
des kleinen Satzes von FERMAT ist nur eine notwendige und noch keine hinreichende
Bedingung): Gibt es eine zu m teilerfremde Zahl r, die

"1 =1 (mod m)
nicht erfullt, so ist m keine Primzahl.
Beispiel: Konnte 1023 Primzahl sein? Da 2 zu 1023 offensichtlich teilerfremd ist, unter-
suchen wir (testweise!) 21922 (mod 1023): Aus 2'° = 1024 = 1 (mod 1023) folgt sofort
21022 — 21000, 220,22 = 1100.12.4 = 4 (mod 1023); also ist 1023 keine Primzahl. Dies
hatten wir allerdings noch schneller an der Tatsache erkennen kénnen, dass 3 ein Tei-
ler von 1023 ist, was wiederum ganz schnell an der Quersumme 6 abzulesen ist. Wie
ist dieser Zusammenhang zu finden?

Nun, mit Hilfe des Modulo-Rechnens lassen sich praktische Teilbarkeitsregeln herlei-
ten, was hier am Beispiel der Teilbarkeit einer ganzen Zahl durch 3 bzw. durch 11
demonstriert werden soll.

* Auf der Existenz von multiplikativen Inversen in G,, kann sogar eine Bruchrechnung modulo m
aufgebaut werden — mehr dartiber im nidchsten Heft!
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Ist n = ayay_1 ...axa1a9 die Darstellung einer natirlichen Zahl n im Zehnersystem, gilt
alson = a,-10F+a,_1 - 1051+ ... 4+ 4a,-102 4 a; - 10" + a4 - 10°, so bezeichnet man die
a;,i=1,2,...,k, als die Ziffern von n und die Summe Q :=ay+ax_1+...+a>+a; +ag

als ihre Quersumme bzw. A := (=1)*ay + (=1)"a,_1 + — ...+ a2 — a1 + 4o als ihre
alternierende Quersumme. Nun gilt 10° = 1 = 1 (mod 3), 10" = 10 = 1 (mod 3),
also 10' = 1 (mod 3) fur alle i = 0,1,2,... und folglich n = Q (mod 3). Dies liefert

die Teilbarkeitsregel:
Eine Zahl ist durch 3 teilbar genau dann, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.

Entsprechend folgt aus 10° = 1 = 1 (mod 11), 10! = 10 = —1 (mod 11), also
10' = (-1)' (mod 11) fur alle i = 0,1,2,... und folglich n = A (mod 11) die Teil-
barkeitsregel:
Eine Zahl ist durch 11 teilbar genau dann, wenn ihre alternierende Quersumme durch
11 teilbar ist.

Das Modulo-Rechnen konnen wir auch nutzbringend anwenden bei der Behandlung
folgender Frage aus dem Artikel Gber das Durer-Quadrat in MONOID Nr. 79:

Ist 34 stets ein Teilervon 1" +2" +3" +... 4+ 16" firn=1,2,3,...7?
Da diese Summe eine gerade Zahl und 34 = 2 -17 mit ungerader Primzahl 17 ist,
reduziert sich das Problem auf die Frage:

Ist 17 stets ein Teilervon 1" +2" +3" +... + 16" firn=1,2,3,... 7
Fur1 < n < 6 war in MONOID 79 durch direkte Berechnung der Potenzsummen ihre
Teilbarkeit durch 34 schon bestatigt worden. Mit Hilfe des Computeralgebra-Systems
DERIVE kann festgestellt werden, dass dies fur den jeweils untersuchten Bereich (z.B.
fur 1 < n < 100) auch gilt aul3er in den Féallen, in denen n ein Vielfaches von 16 ist.
Woran liegt das?

Sei p eine ungerade Primzahl und n = k- (p — 1) mit einer nattrlichen Zahl k. Aus dem
kleinen Satz von FERMAT folgern wir fiir jedesr € G, = {1,...,p — 1}:
M= (1) =1"=1 (mod p)
Damit erhalten wir fur die Summe der n-ten Potenzen:
"+2"4+3"+... +(p—1)"=1+1+1+...+1=p—1 (mod p)
Fur p = 17 bedeutet dies: Wenn n ein Vielfaches von 16 ist, teilt 17 nicht die Sum-
me 1" + 2"+ 3" 4+ ... 4+ 16"; die in MONOID 79 allgemein gestellte Frage ist also zu
verneinen.
Wie steht es nun mit den Ubrigen Féallen? Sei p wieder eine beliebige ungerade Prim-
zahl und n nun kein Vielfaches von p — 1. Die Division von n durch p — 1 mit Rest liefert
eine Darstellung der Formn =k - (p—1) +smit1 <s < p — 2. Wegen
= (rr Ok =155 =1 (mod p)
kdnnen wir uns von vornherein auf 1 < n < p — 2 beschranken. Ist 4 der grofdte
gemeinsame Teiler von n und p — 1, so reduziert sich {1",2",...,(p — 1)"} modulo p

d-fach auf eine Menge mit pT_l Elementen, deren Summe bereits = 0 (mod p) ist, so

dassinsgesamt 1. 4 ony 4 (p—1)"=d-0=0 (mod p)
wird. Zum detaillierten Nachweis werden einige Resultate Uber Potenzreste aus der
elementaren Zahlentheorie bendtigt, deren Herleitung diesen Rahmen sprengen wiirde.
Sind z.B. n und p — 1 teilerfremd, gilt {1*,2",...,(p —1)"} = {1,2,...,p =1} = G,
(mod p), so dass

"4+2' 4.+ (p=-1)"=1+2+...+(p—-1)=p- 51 =0 (mod p)
ist. Fir p = 17 und ein n € IN, das kein Vielfaches von 16 ist, gilt also tatsachlich:

1"+2"4+...416" =0 (mod 17)
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Dreleckszahlen
von Hartwig Fuchs

Wie so viele mathematische Historien beginnt auch die der Dreieckszahlen in der
griechischen Antike, in der Zahlen stets in Beziehung zu geometrischen Objekten ge-
setzt wurden: Zum Beispiel brachten die Griechen Kubikzahlen »® mit wirfelformigen
Kdrpern (cubus), Quadratzahlen mit quadratischen Flachen in Verbindung — und Drei-
eckszahlen definierten sie durch ,dreieckige” Anordnungen von Punkten in der Ebene:

Diesen ,Dreiecken” ordneten sie die Dreieckszahlen (kurz: A-Zahlen) 3,6,10,15,...
zu. Heute lasst man die Folge der A-Zahlen Ay, A,, A3, ... mit Ay = 1 beginnen — was
einem einzelnen Punkt der Ebene entspricht.

Aus der Figur erkennt man das Bildungsgesetz der Folge Ay, Ay, A3, .. .

A =1 A=A +2, Ag =A+3,...— allgemein:

Q) Ay=A,1+n, n>2.

Wir wollen statt (1) eine einfacher funktionierende Bildungsregel angeben. Weil
Ay=A0Na+n=Ar+(n=-1)+n=47A,53+n=-2)+(n=-1)+n=...=
1+2+3+...+4 n gilt, erhdlt man mit der bekannten Summenformel (vgl. Heft 79)
142+43+...4+n=1in(n+1),also

(2) Ay =3n(n+1), n>1.

Eine kleine Liste von A-Zahlen:

Ay ‘Al Ay Ay Ay As Ag A7 Ag Ay Ay Ain A Agg
WertvonAn\ 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66 78 91

Die Griechen haben (2) mit einer geometrischen Uberlegung hergeleitet:

: : e : : Ein quadratisches Punktmuster aus (1 + 1)* Punkten hatn +1

L L Punkte auf einer Diagonalen und A, Punkte oberhalb sowie
oo auch A, Punkte unterhalb der Diagonalen. Somitist (n+1)* =
oo - 00 n+1+2A,. AlsogiltA, =1((n+1)2 = (n+1)) = in(n+1).
e & - 00

Auch einen Test dafir, ob eine naturliche Zahl d eine A-Zahl ist oder nicht, kannten
die Griechen bereits. Man setze d in die Gleichung (2) ein. Wenn dann die positive
Lésung n der Gleichung d = 1n(n + 1) eine natiirliche Zahl ist, dann ist d die A-Zahl

Ay Nun gilt: Aus d = Ln(n+1) folgt n* + 1 —2d =0 und n = 1 (~1+ v/1+8d). Falls
nun 1 + 84 eine Quadratzahl ist, dann ist /1 + 84 eine ungerade natirliche Zahl und
—1+ +/1+ 84 ist eine gerade naturliche Zahl; n selbst ist daher eine natirliche Zahl.

Damit hatten die Griechen das
Kriterium: Wenn 1 + 84 eine Quadratzahl ist, dann ist d eine A-Zabhl.
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Beispiel:
d = 2004 ist keine A-Zahl, weil 1 4+ 84 = 16033 keine Quadratzahl ist. Dagegen ist
d = 2016 wegen 1 + 84 = 127% eine A-Zahl; aus n = % (—1 + \/1272) = 63 folgt
d == A63.

Eigenschaften von A-Zahlen

Unter den A-Zahlen findet sich nur eine Primzahl: A, = 3. Sein > 2. Dann ist A,, keine
Primzahl. Falls namlich n gerade ist, n = 2m, dann hat A, = sn(n+1) = m(n+1) die
Teiler m # 1 und n + 1 # 1; falls n ungerade und daher n 4+ 1 gerade ist, n + 1 = 2m,
dann hat A, = n - m die Teiler n # 1 und m # 1.

1
2
1

Die A-Zahlen Ay, und Ag,.5 sind gerade, wahrend Ay, und Ag,,» ungerade sind,
n=1,2,3...
Denn mit (2) gilt:
Ay = 34n(4n+1) = 2n(4n + 1) und
Agrps = 3(4n+3)(4n+3+1) = (4n +3)(2n + 2);
A1 =3(4n+1)4n+1+1) = (4n+1)(2n+ 1),
J(4n+2)(4n+2+1) = (2n+1)(4n + 3).

Es sei p eine Primzahl, p > 2. Dann sind die A-Zahlen A,,_; und A, durch p teilbar,
n=1,2,3,... Dies folgt unmittelbar aus A,, 1 = 1(pn — 1)pn und A, = Ipn(pn +1).

A471—}-2 =

Es gibt A-Zahlen A,,, deren Index n selbst eine A-Zahl ist. Beispiel: A1, Az, Ag, Aqp Sind
solche Zahlen. Wir kdnnen diese Sorte von A-Zahlen wegen 1 = Ay, 3 = A,, 6 = A;,
10 = A4 auch so schreiben:

A] == AA]’ A3 = AAZ’ A(, = AAs’ A]o = AA4.

Offensichtlich sind mit A,,, n = 1,2,3,..., alle A-Zahlen mit einer A-Zahl als Index
erfasst. Die Frage, wie man die Zahlen A,, berechnen kann, flhrt unmittelbar in das
Gebiet der

Beziehungen zwischen A-Zahlen.

Zwischen den A-Zahlen A, und A,, besteht der Zusammenhang: Ay, = 1A% + 1A,
n=1,2,3,... Das ergibt sich sofort, wenn man in der Gleichung (2) jede Zahl n durch
A, ersetzt und dann die rechte Seite der neuen Gleichung ausmultipliziert.

Eine schone additive Beziehung zwischen A-Zahlen:
AM+0M 4+ A=A

As+ Ag+ Ay + Ag = Ag + Aqp
A+ A+ A1z + Aps + Ars = Arg + A7 + Agg

Ein Beweis, dass alle diese Gleichungen zutreffen, l&sst sich aus der unten angegebe-
nen Gleichung (5) herleiten.

Ohne Beweis geben wir noch zwei multiplikative Beziehungen zwischen A-Zahlen an:
Ap-Apoy =2A0_qund (A - Apsq) t Ay = A, — 1.

Beziehungen zwischen A-Zahlen und anderen Zahlenarten
Einen sehr interessanten Zusammenhang zwischen natirlichen Zahlen und A-Zahlen
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hat C. F. Gaul3 im Alter von 19 Jahren entdeckt. Am 10. Juli 1796 notiert er in seinem
Tagebuch

(3) .EYPHKA! num=A+A+ A"

— sehr frei Ubersetzt: ,Sieh’ da (heureka)! Jede natirliche Zahl (num) ist die Summe
von hochstens drei A-Zahlen*

Die Freude von Gaul} Uber (3) ist zu sehen vor dem Hintergrund eines ahnlichen addi-
tiven Zerlegungsproblems, fur das weder Gaul} selbst noch viele Mathematiker vor ihm
und nach ihm bis heute Ubrigens keine Losung gefunden haben, namlich Goldbachs
Vermutung ,2 - num = prim 4+ prim* (jede gerade natirliche Zahl > 4 ist die Summe
zweier Primzahlen).

Eine allgemein bekannte Verbindung zwischen A-Zahlen und natirlichen Zahlen stellt
die folgende Summenformel her — vgl. (2):

4 1+243+...4n=A,, n=1,23,...

Weiter gilt (ohne Beweis):

(5) Ai+M+As+... +A, =in(n+1)(n+2), n=1,23,...

Besonders vielfaltig sind die Beziehungen zwischen A-Zahlen und Quadratzahlen; wir
konnen nur einige davon angeben.

Jede Summe A, + A, .1 zweier aufeinander folgender A-Zahlen A, A, ist eine Qua-
dratzahl: A, + A1 = (n+1)4,n=1,2,3,...

Denn A, + Ay = in(n+1)+ 1(n+1)(n+1+1) = 1(n+1)(n+ (n+2)) = (n+1)%
Aber schoner ergibt sich die Aussage Uber A, + A, 1 aus der folgenden Figur:

15
10
6
3
7 b5 }H o
22 32 42 52

Bereits Diophant von Alexandria (um 250 n.Chr.) wusste, dass 1+ 8A,, furn =1,2,3,...
stets eine Quadratzahl, namlich (21 + 1)?, ist und dass umgekehrt jede ungerade Qua-
dratzahl (2n 4+ 1)? die Summe aus 1 und dem 8-fachen der A-Zahl A, ist; also:

(6) 1+8A, = (2n+1)%

Beispiel: Mit A,y = 55 folgt 1 + 8A;y = 212; umgekehrt ist 20052 = 1 + 8 - Ajgp».

Am schnellsten zeigt man Diophants Aussage (6) mit (2) so:
148A,=14+8-ln(n+1)=4n+4n+1=(2n+1)>2

Aber wie schon bemerkt wurde: die Griechen haben ih-
re arithmetischen Uberlegungen bevorzugt geometrisch
dargestellt. Machen wir es ebenso.

Aus der nebenstehenden Figur — die ein Beispiel fir
B (2n 4+ 1) = 9% abgibt — liest man ab: Das gegitterte
groRe Quadrat enthalt (2n + 1) kleine Quadrate; jede
der 8 getreppten Figuren besteht aus A,, kleinen Qua-
draten; und im Zentrum gibt es ein kleines ,schwarzes*
Quadrat. Und schon haben wir (6)!

Fir jede natirliche Zahl n > 1 gilt: Zwischen n und 2n befindet sich stets mindestens
eine Primzahl (Postulat von Bertrand, vgl. Heft 78). Eine verwandte Aussage werden
wir nun fur A-Zahlen beweisen.
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(7) Fur jedes n > 1 gilt: Zwischen den Quadratzahlen n? und (1 + 1)? befindet sich
stets mindestens eine A-Zahl.
Beispiel (vgl. die Tabelle oben):
1P <Ay <22 < A3 <32 <ALA <A <A <B <A <P =Ag <Ny <72 -
Nachweis von (7):
Firn > 1ist n(n + 1) < n?, so dass mit (2) gilt: A, < n?.
Es sei nun A, k > 0, die groRRte A-Zahl < n?.
oo = o—e—2
Ay A Apie 1* Apepr (n+1)?

Esistk <n—1.Dennaus k > nfolgt: A, x > Ay, = % -2n(2n + 1) > n? und das steht
im Widerspruch zu A, < n?.

Daher gilt fir A, «+1 wegen (1):

n? < Apgr1 = BDur+n+k+1<n>+n+(n—1)+1 < (n+ 1)2 Somit trifft (7) zu.

Auch zwischen A-Zahlen und Kubikzahlen, Biquadratzahlen usw. lassen sich interes-
sante Beziehungen herstellen — nur einige davon seien hier (ohne Beweise) aufgefihrt:

P+254+33+...+n¥=A2,n=1,2,3,...;

(n+1) = A2, — A%

n* ist stets als eine Summe aus zwei A-Zahlen darstellbar, n = 1,2,3, .. .;
P+2543+...+n°=1A24A,-1),n=1,2,3,...

Tantum!*

Ausblick
Wir wollen noch zwei Mdglichkeiten zur Verallgemeinerung von A-Zahlen angeben und
zwei Aufgaben stellen, deren Losungen ihr an anderer Stelle in diesem Hetft findet.

a) Wenn man in der ersten Figur das Dreieck durch
regelmafiige Vielecke ersetzt, dann kann man damit
Polygonal-Zahlen definieren. In der nebenstehenden Fi-
gur ist als Beispiel eine — hier ineinander geschachtelte —
Folge von Funfecken samt Halbierungs-, Drittelungs-, ...
punkten der Seiten gegeben, durch die Pentagonal-Zahlen
P, = %n(3n —1),alsoP, =1,P, =5 P, =12, P, =22, ...
definiert werden (vgl. Heft 78).

Aufgabe (Hexagonal-Zahlen)

Definiere mit Hilfe der Figur die sogenannten
Hexagonal-Zahlen H, und gib eine Berechnungsfor-
mel fur sie an.

b) Wenn man von Dreiecken wie in der ersten Figur zu Tetraedern tUbergeht, dann kann
man Tetraeder-Zahlen T, = ¢n(n+ 1)(n + 2) definieren, so wie es aus der nachfolgen-
den Kanonenkugel-Aufgabe ersichtlich ist.

*Genug! Es reicht!
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Aufgabe (Tetraeder-Zahlen)

Gleich groRe Kanonenkugeln sind in Schichten so aufeinander geschichtet, dass ein
tetraederformiger Haufen entsteht. In einer Schicht befinden sich — von oben nach
unten gezahlt — 1, 4, 10, 20, 35, 56, ... Kugeln. Wie viele Kugeln befinden sich in der
10. Schicht? In der n-ten Schicht?

X E S E S x E S * E S

Lauter Ligengeschichten ?

von Hartwig Fuchs

Der wegen seiner unglaublichen Abenteuer bekannte Baron von Minchhausen hat ein
interessantes Hobby entdeckt: Beobachtung wild lebender Baren.

Einmal unternahm er deshalb eine Reise in ein Barengebiet. Dort konnte er langere
Zeit das Verhalten eines Baren studieren, den er Bruno nannte.

a) Eines Tages verlor Minchhausen den Baren Bruno aus den Augen. Um Bruno even-
tuell wiederzufinden, ging er nach folgender Strategie vor: Von seinem Zeltplatz wan-
derte er 3km immer nach Siden, dann &nderte er seine Richtung und ging 3 km nach
Westen und danach 3 km nach Norden.

Danach — so erzahlte es Minchhausen seinen Freunden daheim — befand er sich
wieder am Ausgangspunkt seiner Suchaktion.

Kann diese Geschichte wahr sein?

b) Als der Bar Bruno einmal sein Jagdgebiet verlegte, folgte ihm Minchhausen mit
seinem Zelt in die neue Gegend. Auch dort verlor er eines Tages Brunos Spur. Um den
Baren zu suchen, ging er diesmal so vor: Von seinem Zeltplatz aus wanderte er 3km
nach Norden, danach 3 km nach Westen und schlie3lich 3 km nach Siden.

Und so sei er — behauptete Miinchhausen spater — wieder genau zum Ausgangspunkt
der Wanderung zurtickgekommen. Ist es moglich, dass Minchhausen die Wahrheit
erzahlt hat?

c) Auch an einem dritten Standort verlor Minchhausen einmal den Kontakt zum Baren
Bruno. Um ihn eventuell wiederzufinden, ging er diesmal 3km nach Suden, dann 3km
nach Osten, wieder 3 km nach Norden und zuletzt 3 km nach Westen.

Und wieder — sagte Minchhausen — habe er sich danach am Ausgangspunkt befun-
den. Kann Munchhausens Bericht wahr sein?

Losung:
Vorweg: 1. Die Erde wird als eine Kugel vorausgesetzt (tatsachlich ist sie es nur
naherungsweise).

2. Auf Grund der Angaben Miinchhausens fanden seine Wanderungen nur
auf Sticken von Langen- und Breitenkreisen statt.
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Nordpol

Breitenkreis

A B

a) Miunchhausens Geschichte ist nur dann
wahr, wenn sein Zelt am Nordpol stand
(vgl. Figur). Ubrigens: Bruno muss ein
Eisbar sein. Die Gegend um den Sudpol
scheidet aus, weil es dort keine Baren
gibt. Jeder Punkt der Oberflache, der kein
Pol ist, scheidet ebenfalls aus, weil die
Wegbeschreibung fir diese Punkte keine
geschlossene Figur ergibt (vgl. Vorbemer-
kung 2.).

b) Man kann unendlich viele Punkte ange-
ben, fur die Minchhausens Bericht wahr
ist. Es sei k derjenige Breitenkreis um den
Nordpol, dessen Umfang 3 km betragt; K
sei der Breitenkreis, dessen Abstand (langs
eines Langenkreises gemessen) 3 km be-
tragt. Befand sich das Zelt auf dem Brei-
tenkreis K (z.B. in Z € K), so wanderte
Munchhausen langs eines Langenkreises
zum Punkt Y auf k, umwanderte k genau
einmal und kehrte von Y nach Z zurtick —
und dann hat Minchhausen die Wahrheit
gesagt. Ubrigens: Der Siidpol scheidet wie-
der aus — dort gibt’'s keine Baren.

c) Auf der Erdkugel gibt es Breitenkreise k
und K, fur die gilt (vgl. Figur):

Der Abstand von k und K ist 3 km und wenn
das Bogenstick von A nach B 3km lang
ist, dann ist der Umfang von k plus dem Bo-
genstiick von C nach Z ebenfalls 3 km lang.

Wenn nun Minchhausens Zelt in einem be-
liebigen Punkt Z € k stand und er von dort
tber A und B nach C ging, von C den Kreis
k einmal ganz durchlief und weiter noch das
Bogenstiick von C nach Z wanderte, dann
hat Minchhausen die Wahrheit gesagt.

Nachbemerkung: 1. Wenn Bruno kein Eisbar ist, dann gibt es fur c) auch Losungen
in der Nahe des Sudpols und in der Nahe des Aquators.

2. Die Radien der in a), b) und c) auftretenden Breitenkreise kdnnen
mit den Mitteln der ,Kugelgeometrie”* numerisch bestimmt wer-
den — eine Aufgabe fur Anhanger der Prazision.

MONOID 80
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Mathematische Lese-Ecke — Lesetipps
zur Mathematik

Kustenmacher, Werner Tiki / Partoll, Heinz / Wagner, Irmgard: Mathe macchiato.

Was kommt dabei heraus, wenn sich ein fur seine christlich gepragten Cartoons be-
kannter Karikaturist mit zwei unterrichtserfahrenen Mathematikern zusammentut?

Ein liebevoll illustriertes Buch lber viele grundlegende Themen der (Schul-) Mathema-
tik.

Die beiden Comic-Figuren Miss Mathe und der numerische Praktiker fihren den Le-
ser durch die folgenden Themengebiete der Klassenstufen 5 bis 11: Zahlen; Variablen,
Operatoren und Ausdriicke; Geometrie; Funktionen, Koordinaten und Graphen; Glei-
chungen; diskrete und stetige Wachstumsvorgange; Winkelfunktionen; Reihen; erste
Schritte in die Differentialrechnung sowie Beispielaufgaben mit Losungen.

Die verschiedenen Themen werden anschaulich, einfach und grundlegend dargestellt.
Witzige Cartoons visualisieren Sachverhalte, erheitern und lassen den Leser der be-
handelten Mathematik naher kommen.

Auch wenn manche Themengebiete wie z.B. Wachstumsvorgange oder Winkelfunktio-
nen den jungeren Lesern zundchst schwierig erscheinen mogen, so ist dem Autoren-
team ein Buch gelungen, das man aufgrund der anschaulichen Erklarungen und der
liebevollen lllustrationen immer wieder gerne zum Blattern und Schmdkern zur Hand
nehmen wird.

Zum Schluss noch ein Zitat zur Zielsetzung aus dem Vorwort von ,Mathe macchiato®,
welchem man sich voll und ganz anschlieRen kann: ,Sie werden merken: Es ist ein
schones Geflhl zur Mathematik ,du‘ sagen zu durfen!*

Fazit: Ein Nachschlagewerk oder doch ein Comic? Uber diese Frage kann man geteil-
ter Meinung sein. Klar ist jedoch, dass man dieses Buch immer wieder gerne zur Hand
nehmen und nicht nur auf Grund der lllustrationen immer ein Kapitel mehr als zunachst
geplant lesen wird.

Gesamtbeurteilung: sehr gut ©©®

Angaben zum Buch:

Kistenmacher, Werner Tiki / Partoll, Heinz / Wagner, Irmgard:

Mathe macchiato. Cartoon-Mathematikkurs fur Schiler und Studenten.
Pearson 2003, ISBN 3-8273-7061-2, 208 Seiten, 14,95€

Art des Buches: Cartoon-Sachbuch
Mathematisches Niveau: verstandlich
Altersempfehlung: ab 11 Jahren

Martin Mattheis
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Die Seiten fur den Computer-Fan

Die dritte Wieferich-Primzahl

Nach einem Satz, den Pierre de Fermat bewies, gilt fir jede ungerade Primzahl p:

(1) pistein Teiler von 2771 — 1.

Beispiel: 31 ist ein Teiler von 23° — 1, denn 23 — 1 = 31 - 34 636 833.

Der deutsche Mathematiker Arthur Wieferich (1884-1954) untersuchte 1909 ein mit (1)
verwandtes Problem*, namlich die Frage: Gibt es Primzahlen p, fir die gilt:

(2) Auch p? ist ein Teiler von 2771 — 1 ?

Solche Primzahlen wollen wir Wieferich-Primzahlen nennen.

So weit Wieferich auch rechnete, er fand nur Primzahlen p mit der Eigenschaft

(3) p? ist kein Teiler von 2771 — 1.

Beispiel: 31 ist keine Wieferich-Primzahl, denn 312 = 961 ist kein Teiler von 230 — 1 =
1073741 823.

Nun zur Aufgabenstellung:
a) Es gibt genau zwei Wieferich-Primzahlen p < 3600. Bestimme sie!
b) Kannst Du eine dritte Wieferich-Primzahl angeben?

*Historische Bemerkung:

Die Wieferich-Primzahlen spielten eine Rolle bei den Beweis-Versuchen der Fermat-
Vermutung: Fur n > 3 hat x" 4+ y" = z" keine Losungen in natlrlichen Zahlen x, y, z.
Wieferich zeigte namlich: x” 4- y? = z” hat keine Losungen in naturlichen Zahlen x, y, z,
wenn p eine Primzahl > 2 mit der Eigenschaft (3) ist. (H.F)

Losung der Computer-Aufgabe aus Monoid 78

Eine Vermutung von Fermat

Pierre de Fermat (1601-1665), der berihmte franzdsische Jurist mit mathematischen
Neigungen, machte bei seinen Zahlenspielereien folgende Beobachtung:

2% — 2 ist durch 2 teilbar 2* — 2 ist nicht durch 4 teilbar
2% — 2 ist durch 3 teilbar 26 — 2 ist nicht durch 6 teilbar
2> — 2 ist durch 5 teilbar 28 — 2 ist nicht durch 8 teilbar
27 — 2 ist durch 7 teilbar 2° — 2 ist nicht durch 9 teilbar
21 — 2 ist durch 11 teilbar 210 _ 2 ist nicht durch 10 teilbar

Nach vielen weiteren Rechnungen — die Du heutzutage mit dem Computer nachvoll-
ziehen kannst — gelangte Fermat zu der
Vermutung: Wenn 2" — 2 durch # teilbar ist, dann ist n eine Primzahl.

Was meint Dein Computer zu Fermats Vermutung? (H.F)
LOsung:
Christian Behrens hat seinen Computer bis n = 50 rechnen lassen und dabei festge-

stellt, dass Fermats Vermutung bis dahin stimmt, Martin Alexander Lange konnte bis
n = 53 gehen, aber dann wurden auch bei seinem Computer die Ergebnisse durch
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Rundungsfehler unexakt. Laura Biroth und Marion Heublein kamen bis n = 35; bei
n = 36 wurden beide durch das (nicht korrekte) ganzzahlige Ergebnis des Computers
getauscht, woraus sie schlossen, dass Fermat mit seiner Vermutung nicht Recht hatte.

Leichter hat man es mit einem Computeralgebra-System wie DERIVE. Damit stellt man
fest, dass Fermats Vermutung bis n = 340 richtig ist. Bei n = 341 wird sie erstmals fur
eine naturliche Zahl n > 1 falsch; denn

2341 )
341
ist eine ganze (101-stellige) Zahl, obwohl 341 = 11 - 31 keine Primzahl ist. Die in
DERIVE einzugebende Formel, um dies zu tberprifen lautet:
VECTOR([n, (2°n-2)/n], n, 1, 341)

Auf die Zahl 341 wird man hingefihrt, wenn man in dieser Formel statt 341 versuchs-
weise eine hinreichend grofR3e Zahl, z.B. 400 oder 500, eingibt und die Ergebnisse an-
schaut. Ein Nachweis von Hand sieht so aus:

2341 —2=97. (2340 _ 1)
2340 —-1= (2170 _ 1) (2170 + 1) — (285 _ 1) (285 + 1) (2170 + 1)
285+1_( —-1)-2°+3-11
—1 =(2%-1)-2°+31
—1=02"-1)(2%4+1) = (2*-1) (2*°+1) 2"+ 1)
20 —1=(2"-1)(2"+1) =1023- (2"°+1) =3-11-31- (2" +1)
Von unten nach oben gelesen, ergibt sich: 28 + 1 hat den Teiler 11, 28 — 1 hat den
Teiler 31. Deshalb hat das Produkt (2% —1) (22> 4+ 1) = 2'° — 1 den Teiler 11 - 31.

Folglich ist auch 234 — 1 und damit 23*! — 2 durch 11 - 31 = 341 teilbar, was zu zeigen
war.

= 131363...484550

Hinweis: Ihr kdnnt Eure LOsungen einschicken, denn auch hierbei gibt es Punk-
te zu ergattern. Allerdings musst lhr bei der Verwendung eines Computeralgebra-
Systems oder eines eigenen Programms dies entsprechend dokumentieren durch
Einsenden der Programm-Datei (am besten als Anhang einer eMail an die
MONOID-Adresse: monoid@mathematik.uni-mainz.de).

Die Losungen werden jeweils im Gbernachsten Heft erscheinen, damit wir gegebe-
nenfalls auf interessante Losungen eingehen kdnnen.

X E S * b S E S * E S

Losungen der beiden Aufgaben des Artikels ,,Dreieckszahlen®

Hexagonal-Zahlen: Hy =1, H, = 6, H; = 15, Hy = 28, H5s = 45, Hs = 66, .. .;
allgemein H, = in(4n —2),n=1,2,3,...

Tetraeder-Zahlen: Inder 1., 2., 3., ..., 10, ..., n. Schicht befinden sich A;, A + A,,
A+A+ Az ., A+ A+ .+ Ay, ..., A1+ A+ ...+ A, Kugeln, A; Dreieckszah-
len. Fur diese Summen gilt: A; + Ay + ...+ A, = tn(n+ 1)(n + 2). Insbesondere ist
A+ A+ ...+ Ay = 660.
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LOosungen der Mathespielereien aus dem

MONOID 79
Drei Sailon fir Mathin ( Schisborfinnon dor KE. 5 - 7 )

Eine magische Pyramide

An jede der acht Kanten einer Pyramide mit viereckiger Grundflache ist eine der Zahlen
4,5,6,7,8,9,10,11 so anzubringen, dass fiur alle Eckpunkte gilt: Die Summe der Zah-
len an den in den Ecken zusammenstof3enden Kanten ist jeweils die gleiche (magische
Summe).

a) Wie sind die acht Zahlen anzuordnen und wie heil3t die magische Summe?

b) Untersuche a) fur die Zahlen 1,2, 3,4,5,6,7, 8. (H.F)
LOsung:
Links steht eine LOsung fiir a) mit der magischen
Summe
2-(4 11
o4 — (44+5+...+ )'

5

Mit den Zahlen 1,2, ...,8 hat die Aufgabe hinge-
gen keine Losung, denn:

2-(1+2+...+8)
5

ist keine natirliche Zahl.

Alle Neune
Ersetze die Buchstaben a, b, . .., i durch die Zahlen von 1 bis 9. Jede Zahl darf man nur
einmal verwenden:

a+b+c=d+e+f=g+h+i
Welche Losungen gibt es? (Keven Runge, Gymnasium Nonnenwerth)

Losung:

Die Summe aller Zahlen a,b,...,iist 45. Durch drei geteilt ergibt sich fir die drei Teil-
summen 15. Versucht man nun die Zahlen so zu verteilen, dass jede Teilsumme 15
ergibt, so erhalt man die folgenden Losungen (andere Zahlen als 5 + 9 bzw. 6 + 8 sind
mit 1 z.B. nicht zu kombinieren):

1+454+49=24+6+7=3+4+8 oder 1+6+8=24+4+9=3+5+4+7

Eine wahre Geschichte

Neulich rief mich eine Lektorin eines Hamburger Verlages an. In einem Buch kdme der
Begriff ,Sekundzahlen” vor fur Zahlen, die durch 1 und sich selbst und noch genau eine
andere Zahl teilbar sind. Sie wollte wissen, ob es diesen Namen tatsachlich gibt, ich
sei doch da Experte. Im ersten Moment fand ich die Namensgebung als Erweiterung
von Primzahlen ganz gelungen, doch dann fiel mir ein, dass man fur diese Zahlen gar
keinen Namen braucht, weil sie sich ganz einfach charakterisieren lassen. Wie? (VB)
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Losung:
Die ,Sekundzahlen sind genau die Quadrate der Primzahlen, denn nur diese haben
genau drei Teiler: 1, sich selbst und eben die Primzahl.

Bauplatztausch
Herr Kaufmann tauscht einen quadratischen Bauplatz gegen einen rechteckigen, bei
dem die eine Seite 5m langer und die andere Seite 5m kurzer als beim quadratischen
Bauplatz ist.
Hat er sich beim Tausch verbessert?

(Adriana Spalwisz, Geschwister—Scholl-Gymnasium Ludwigshafen)

Losung:

Das quadratische Grundstiick habe die Seitenlange x Meter. Also hat dieser Bauplatz
eine Flache von x? Quadratmeter.

Das rechteckige Grundstiick hat die Seitenlangen x 4+ 5 Meter und x — 5 Meter. Fir die
Flache ergibt sich also (x +5) - (x — 5) = (x*> — 25) Quadratmeter.

Der rechteckige Bauplatz ist also 25 Quadratmeter kleiner als der quadratische.

Zahlensuche

x und y seien zwei natlrliche Zahlen. Jeder der Ausdriicke x +y, x —y, x -y, x : y hat
als Wert eine der Zahlen 4,9, 15, 36.

Wie heiRen x und y? (H.F)

LOsung:

x -y hat den grofRten und x : y hat den kleinsten Wert der vier Ausdricke.
Also gilt: x-y =36 und x : y = 4.

Der Wert von x + y ist grof3er als der von x — y.

Also gilt: x+y =15und x —y = 9.

Aus den letzten beiden Gleichungen folgt: x = 12,y = 3.

Zerlegung eines Dreiecks

g

A

Im Dreieck ABC mit der Flache F seien P, Q, R die Seitenmittelpunkte. Die drei Stre-
cken AP, BQ, CR, die sich im Schwerpunkt S des Dreiecks schneiden, zerlegen das
Dreieck ABC in sechs Teildreiecke.

Zeige: Jedes der sechs Teildreiecke hat die Flache %F. (H.F)

Losung:

Die Teildreiecke und ihre Flachen seien mit dy,d,, ..., ds bezeichnet. Weil d; und d,
Basisstrecken gleicher Lange und die gleiche Hohe haben, gilt
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(1) dy = d>.

Ganz analog begrindet man

(2) d3 = d4 und d5 = d6.

Offenbar haben die Dreiecke BQA und BCQ die gleiche Flache, so dass d, + d, +dg =
ds + dy4 + ds ist. Mit (1) und (2) folgt:

(3) dy = ds.

Auch die Dreiecke ABP und APC haben die gleiche Flache. Also ist dy + d, +d; =
dy + ds + dg, woraus mit (1), (2) 2d, + d; = ds + 2d5 folgt. Damit ist

(4) dl - d5.

Insgesamt gilt also: dy =d, = ... =dsund wegen d, +d, +...+ds = Fist 6d, = F,
woraus d, = %F folgt; also ist auch d, = %F,...,d6 = %F.

Raute

P sei ein Punkt im Innern der Raute ABCD. |PE|, |PF|, |PG]|,

(> S |PH| seien die Abstande des Punktes P von den Seiten der Rau-
Zeige:

<) F wie auch immer P im Innern der Raute gewahlt wird, stets hat

die Summe |PE| 4 |PF| 4+ |PG| + |PH| den gleichen Wert. (H.F)

Losung:

Zum Beweis zunéachst 4 ,parallele* Uberlegungen.

Die Lange einer jeden Seite der Raute ABCD sei a. Dann gilt:
(1) Die Flache des Dreiecks APB ist 3a - | PE|.

(2) Die Flache des Dreiecks BPC ist z%a - | PF|.

(3) Die Flache des Dreiecks CPD ist 3a - |PG].
(4) Die Flache des Dreiecks DPA ist ga - |PH|.
Bezeichnen wir die Flache der Raute mit F, so folgt aus (1) bis (4):
(5) F = ja(|PE| + |PF| + |PG| + |PH]).

Damit gilt |PE| + |PF| + |PG| + |PH| = 2

und zwar unabhangig davon, wo P im Innern der Raute gewahlt wird.

Wo war Willi?

Willi erzahlt: ,Auf meiner letzten Forschungsreise ist mir folgendes passiert: Ich ging
einmal 5km weit genau nach Suden, dann 5km nach Westen; nach weiteren 5km
nach Norden war ich wieder zuriick an meinem Ausgangspunkt.* Nach kurzer Uber-
legung antwortet Nina: ,Naturlich war Dein Ausgangspunkt der Nordpol.“ Darauf Willi:
.Nein, weit gefehlt" Wo war Willi? (WJB)

LOsung:

Nina hat durchaus richtig Gberlegt. Aber wenn Willi nicht am Nordpol war, kommt noch
der Sudpol in Betracht; denn um den Stdpol gibt es einen Kreis von 5 km Umfang, und
jeder Punkt 5 km nordlich davon kommt als Ausgangspunkt in Frage. Allerdings kdnnte
Wili auch von einem Punkt 5 km nordlich von einem Kreis mit Umfang %km gestartet
sein(n = 1,2,3,4,...); er muss dann diesen Kreis n-mal abgewandert sein — ob das
am Sudpol aber so interessant ist?
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2005 2005 Aufgaben zum Neuen Jahr 2005 2005
von Hartwig Fuchs

Eine Uberraschende Summe
Berechne

1 1 1 1

1-2+2-3+3-4+'”+2004-2005

und begrinde Dein Ergebnis!

Zahlenquadrat

1984 2029 2028 2027 1988 1989 1990
1985 1995 2017 2016 1998 1999 2025
1986 1996 2002 2009 2004 2014 2024
2023 2013 2007 2005 2003 1997 1987
2019 2010 2006 2001 2008 2000 1991
2018 2011 1993 1994 2012 2015 1992
2020 1981 1982 1983 2022 2021 2026

Im Zahlenquadrat aus den 49 aufeinander folgenden Zahlen 1981, 1982, 1983, ..., 2029
sind drei magische Quadrate verborgen. Welche sind sie und wie heil3en ihre magi-
schen Summen?

Die Losungen findet ihr an anderer Stelle in diesem Heft!

Neue Mathespielereien
Cime Suile fir Mathis ( Schisburlinmen dor K2 5 - 7 )

Zahlenratsel

4 In jedes der leeren Felder ist jeweils eine der Zahlen 1,2,3,4
SO einzusetzen, dass in jeder Zeile und in jeder Spalte alle vier
2 Zahlen verschieden, aber in jeder Diagonalen die Zahlen gleich
2 sind. (H.F)

Der Wurfelturm

Funf normale Wiirfel sind willkirlich Gbereinander gestapelt. Die oben
liegende Seite des obersten Wiirfels zeigt eine 2. Wie viele Augen sind
insgesamt sichtbar?

(Sarah Trobs, WEG Winnweiler)

Weitere Mathespielereien findet ihr auf der ndchsten Seite!
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Neue Mathespielereien
Eime Suile fir Mathis | Schisborlinnen dor K25 - # )

Funfer-Produkt
Das Produkt von 5 unmittelbar aufeinander folgenden nattrlichen Zahlen ist immer ein

Vielfaches von 120. (H.F)
Quersumme
Wie groR ist die Quersumme von 7 - 10?22 — 1 ? (H.F)

Der Bucherwurm o ) ) o
Constanzes Mutter hat in ihrem Blicherregal eine vierbandige Ausga-

be von Schillers Werken. Jeder Band hat genau 600 Seiten. Das ein-
zelne Blatt hat eine Dicke von 0,14 mm, der Einband eine Starke von
2,5mm. Ein Blcherwurm frisst sich von Seite 1 des ersten Bandes
durch bis zur Seite 600 von Band 4 mit einer Geschwindigkeit von
3 mm pro Stunde. Wie lange braucht er?

-
-

Marktfrau Maria

Marktfrau Maria verkauft Melonen.
Der erste Kaufer braucht eine grol3ere Menge fir ein Hotel. Maria

verkauft ihm eine halbe Melone weniger als drei Viertel ihres Vor-
rats. Anschlieend kauft der Wirt eines Restaurants eine halbe Me-
lone weniger als drei Viertel des Restbestands. Auch dem dritten
und vierten Kaufer verkauft Maria jeweils eine halbe Melone weni-
ger als drei Viertel ihres verbliebenen Vorrats. Danach hat sie noch
eine Melone Ubrig.

Wie viele Melonen hatte sie am Anfang? (WJB)

Alles gleichschenklige Dreiecke, oder?
Martin hat wild auf ein Blatt Papier zwei gleich lange

Strecken gezeichnet, dann hat er versucht, diese Strecken

zu Hohen eines Dreiecks zu machen, und siehe da: Egal

wie er sich anstellte, es wurden immer gleichschenklige e
Dreiecke.

a) Zeichne zwei Strecken, mache sie zu Strecken ei-
nes Dreiecks (Lotgeraden!) und teste, ob ein gleich-
schenkliges Dreieck entsteht!

b) Untersuche, ob ein Dreieck, in dem zwei Hohen gleich &

lang sind, immer gleichschenklig ist!

Tipp: Erinnere Dich, dass die Hohen bei der Berech-
nung des Flacheninhalts eines Dreiecks eine Rolle
spielen.

Bereits auf Seite 21 findet ihr zwei Mathespielereien!
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Neue Aufgaben

KI. 8-13

Aufgabe 842.

Eine Menge MM bestehe aus aufeinander folgenden natirlichen Zahlen, fir die gelten
soll:

Jeweils 3 verschiedene Elemente haben ein Produkt > 2004 und eine Summe < 2004.
Bestimme die Menge M, die moglichst viele Zahlen enthalt. (H.F)

Aufgabe 843. Sechsecke im Dreieck
In ein gleichseitiges Dreieck ABC mit der Hohe h

sei ein regelmafiges Sechseck S; so einbeschrie-
ben, dass auf jeder Dreiecksseite ein Eckpunkt von
S1 liegt. In die freien Dreiecksflachen bei A, B und
C zeichne man drei regelmaflige Sechsecke S,, S5,
S7, die alle eine Ecke mit S; gemeinsam haben und
von denen jeweils zwei Eckpunkte auf den Drei-
ecksseiten liegen. In die freien Flachen bei A, B,
C konstruiere man auf die gleiche Weise drei wei-
tere regelmafige Sechsecke Ss, S5, S5, usw. ohne
Ende. So entsteht eine 3-fach symmetrische Figur,
von der nebenstehendes Bild eine Vorstellung ver-

mittelt.
Wie grof3 ist die Summe der Umfange aller Sechsecke im Dreieck? (H.F)

Aufgabe 844. Pythagoreische Zahlentripel
Die naturlichen Zahlen x, y und z erfiillen die Gleichung x? 4+ y* = z2. Dann gilt:

a) Mindestens eine der Zahlen x, y oder z ist durch 3 teilbar.
b) Mindestens eine der Zahlen x, y oder z ist durch 4 teilbar.

c) Mindestens eine der Zahlen x, y oder z ist durch 5 teilbar.
(Stefanie Tiemann, Gymnasium Marienberg, Neuss)

Aufgabe 845. Stern im Sechseck

In ein regelmaRiges Sechseck der Seitenlange r sei ein

Stern wie in der Figur konstruiert. A
Um wieviel ist die Flache des Sechsecks grol3er als die
des Sterns? (H.F)
Aufgabe 846. Gemeinsame Nullstellen
Kann man a so wahlen, dass die Nullstellenmengen der beiden Funktionen

f(x) =x*+13x—-30,  g(x) = ax®— (13a — 3a*)x* — 69ax + 90a*
ubereinstimmen? (WJB)
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Aufgabe 847.
A,

Das rechtwinklige Dreieck ABC sei gleichschenklig mit
|AB| = |BC| = s. Die Punkte P und Q seien so gewahlt,
dass |PB| = |QB| = t, t eine gegebene Zahl, ist.

Bestimme die Flache des Dreiecks ARC in Abhangigkeit
von s und t. (H.F)

2005 Mehr Aufgaben zum Neuen Jahr 2005

von Hartwig Fuchs

Zahlenratsel

Trage um die Nummern herum vierziffrige
naturliche Zahlen in die Felder ein, je Feld eine

Ziffer; das Anfangsfeld und die Schreibrichtung
J1 E’|>_ sind durch einen Haken angegeben.
1 :0—(x-2)
2 : v = Vielfaches von 383
i [ , ) . :
3 : w = kleinstmogliche Primzahl
4 5 6 —
4 : 7w+ 2
5 : x = eine im nachsten Jahr haufig
. vorkommende Zahl
7 —9 6 : eine 4-te Potenz
7 13y
8 : y = (Produkt aus 5 aufeinander folgenden
Primzahlen) — 9
10—~ 12— 9 :v:6+2

10: 7w —x—13
11: Zahl mit den Teilern 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10
12: Spiegelzahl von 5w

Vermeidbare Rechnung?
Begriinde:

857 M5 s, 2406 o

2 46 ' 2004

Endziffern einer Potenz
Wie heiRen die drei letzten Ziffern von 2005200> ?

Die Losungen findet ihr an anderer Stelle in diesem Heft!
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GelOste Aufgaben aus dem MONOID 79

KI. 8-13

Aufgabe 836. Die drei Schlosser
Fritz soll eine Aufgabensammlung aus dem Aufbewahrungsraum in der Schule holen.
Der Lehrer hat diese vergessen. Der Lehrer gibt ihm seinen Schltisselbund, vergisst
aber, ihm zu sagen, welcher Schltssel der richtige ist. Auf dem Weg fallt das Fritz auf.
Erst Uberlegt er, ob er zuriickgehen soll. Dann aber rechnet er schnell aus, wie vie-
le Mdglichkeiten es maximal gibt, also wie oft er maximal ausprobieren muss. Dann
entscheidet er sich, sein Gliick auszutesten. Da dieser Raum aber auch sehr wichti-
ge Gegenstande hat, ist er mit drei Schldéssern gesichert. Am Schliisselbund sind 15
Schlissel.
Wie oft muss er mindestens und wie oft maximal probieren?

(Sigurd Vogler, Rupprecht-Gymnasium Munchen)

Losung:

Mindestens 3 mal (da drei Schldsser), maximal 15+ 14 4+ 13 = 42 mal.

Beim ersten Schlusselloch misste er im schlechtesten Fall 15 mal ausprobieren bis er
den richtigen Schlussel hat. Am nachsten Schloss aber nur noch 14 mal (ein Schlussel
steckt im ersten Schloss), am letzten dann nur noch 13 mal.

Aufgabe 837. Division durch 7

Jede von sechs natirlichen Zahlen wird als ein Vielfaches von 7 und einem nicht ne-
gativen Rest geschrieben; z.B. 39 = 5 -7 4 4. Die Summe der sechs Reste betrage 5.
Begriinde, dass das Produkt der sechs Zahlen ein Vielfaches von 7 ist. (H.F)

Losung:

Fur einen Rest r gilt: 0 < r < 6. Da die Summe der sechs Reste = 5 ist, muss
mindestens einer der Reste 0 sein; d.h. eine der Ausgangszahlen ist ein Vielfaches
von 7. Dann aber ist das Produkt der 6 Ausgangszahlen auch ein Vielfaches von 7.

Aufgabe 838. Lauter Quadratzahlen?

49 = 722 Man denke sich das nebenstehende Zahlenschema beliebig
4489 = 67 5 lange fortgesetzt. Ist dann jede links stehende Zahl eine Qua-
444889 = 667"  (gratzanl? Begriinde deine Antwort! (H.F)
44448889 = ?
Losung:

In der n-ten Zeile des Schemas haben wir die Zahl

Z=44...488...89.
——

n Ziffern 4 n Ziffern

Es ist

11...1 =

n Ziffern 1

1
— (10" —-1).
5 (10" = 1)

{
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Damit konnen wir Z auch so schreiben:

Z=44...4-10"+88...841=4-(11...1)-10"+8-(11...1) +1

1 1
=45 (10"=1) 10" +8- - (10" = 1) +

9

1 2-10" +1)\°

=2 (4107 +4-10" +1) = 2-107+1
9 3

Also sind alle Zahlen des Schemas Quadratzahlen der Form

2
(7200.3..01> = (66...6 7).

n —1 Ziffern 6

O | \O

Aufgabe 839. Niemals eine Quadratzahl
Zeige: Die Summe der Quadrate dreier aufeinander folgender natlrlicher Zahlen ist
niemals eine Quadratzahl. (H.F)

Losung:

Annahme: Es gibt nattrliche Zahlen m und n, so dass n> + (n + 1)+ (n +2)? = m?
gilt. Die linke Seite lasst sich umformen zu 3n*> + 6n+5=3(n*+2n+1)+2=3(n+
1)? + 2. Diese Zahl lasst bei Division durch 3 also den Rest 2. Das muss dann aber
auch fur m? gelten. Nun lasst m selbst bei Division durch 3 den Rest 0 oder 1 oder 2.
Wir unterscheiden daher drei Falle:

Fall 1: m = 3k; dann ist m? = 3 - (3k?).

Fall 2: m = 3k 4+ 1; dann ist m? = 3 - (3k* + 2k) + 1.

Fall 3: m = 3k 4+ 2; dann ist m?> = 3 - (3k* + 4k + 1) + 1.

In keinem Fall ergibt sich bei der Division von m? durch 3 der Rest 2. Also war unsere
Annahme falsch.

Aufgabe 840. Zerlegungen im Rechteck
D P C

Das Rechteck ABCD wird von der Strecke PQ
in zwei kongruente Teile zerlegt.

Vergleiche die Flachen der Dreiecke ARD und

R AQR.
Welcher Bruchteil der Flache des Rechtecks
ABCD ist schraffiert? (H.F)
A 0 B

LOsung:
Aus Symmetriegriinden betrachten wir nur das Rechteck AQPD. Mit den Bezeichnun-
gen der Figur gilt:

D

2a
y _2a _ 2ox
2b (2) F= 1-Zby _br2ax 2ax
R : ’
F3 (3) F; == -2ax =ax
A Y 2

Aus (1) und (3) folgt:
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(4) F =2FK
Nunist F; + F; = 5 - 2a - 2b = 2ab, also 3F; = 2ab wegen (4).

5) F=%2 ud F=%

WegenF2:%-Zab—l—}:ab—%‘bfolgt
® R=%2 ud F+FR=2

3
Die schraffierten Flachen betragen wegen (6) aus Symmetriegrinden 1%“19, wahrend

das Rechteck ABCD die Flache 8ab = Zi‘lb hat. Somit ist 15—2 der Rechteckflache schraf-
fiert.

N[—

Aufgabe 841. Florians Flache

G
Florian spielt gern mit Zirkel und Lineal. Eines Tages sieht seine
Lehrerin bei ihm die nebenstehende Zeichnung und stellt ihm die F
Frage: Wie grol3 ist die Flache in der Mitte, wenn die Seitenlange
des Quadrats gleich 1 ist? (gefunden WJB)
Hi
Losung:

Die Flache des Quadratsist (1)1 = F+4G + 8H,
die eines Viertelkreises ist  (2) % =F+3G+4H.

C Das Dreieck ABC ist gleichseitig mit Seitenlange 1, hat also den
Flacheninhalt D = 1.1-14/3 = %; ferner ist {CAB = 60°.
Schreiben wir fir die schraffierte Flache E, so liefert ein Vergleich
der beiden Bilder 2E + D = F + 2G + 2H. Da hier fur den Sech-
stelkreis 7 = E + D gilt, erhalten wir noch die Formel

_ V3\ V3 _ V3
A B (3)F+2G+2H—2(%——)+T—§—T

4

Multiplizieren wir Gleichung (3) mit 4 und subtrahieren Gleichung (1), so erhalten wir
(4) 3F+4G=2F-3-1

Multiplizieren wir Gleichung (3) mit 2 und subtrahieren Gleichung (2), so erhalten wir
() FG=2_Y_7

Aus 4 - (5) — (4) ergibt sich schliel3lich F = %T —v3+1~0,315.

Alternative Losung mit Integralrechnung:

Zunachst ergibt sich aus (1) und (2) 1 - 7 = G+4H, d.h. G =1 - 7 —4H und somit
F=1-4G —8H = —3 4+ m+ 8H. Zur Berechnung von H bemerken wir, dass diese

Flache unter dem Kreis um (0,1) mit Radius 1, d.h. (y — 1) + x> = 1 liegt. Dieses
Kreisstlick entspricht somit der Gleichung y =1 — +/1 — x2, d.h.

1/2

1/2 1 x 1
H:/ (1—\/1—x2> dx:i—(ix/l—xz-l—iarcsinx)
0

0

1 1 1 . 1
=5- <§\/§+ 5 arcsin <§)> ~ 0,0217

und F =7 —-348H =~ 0,315.
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Der Sierpinski-Prozess P

von Stefanie Tiemann

Die Sierpinski-Funktionen und Sierpinski-Prozesse gehen zuriick auf eine Veroffent-
lichung des polnischen Mathematikers W. Sierpinski (1883-1968) aus dem Jahre 1964.

Definition: Sei z eine natirliche Zahl mit n Ziffern und der Zifferndarstellung z =
Z1Z5 ... 2,12, UNd z* die Spiegelzahl von z mit der Zifferndarstellung z,,z,,_1 . .. z>z;.

Die Sierpinski-Funktion S;(z) ist definiert als (z 4 i)*, wobei z und i natiirliche Zahlen
sind. Wendet man S; insgesamt L-mal (L > 1) auf z an, so spricht man von einem

Sierpinski-Prozess P; der Lange L mit der Startzahl z.

Ein Prozess z ﬂ z heil3t eine Schleife der Lange L.

In Monoid 65 und 66 hat Herr Dr. Fuchs Uber die Sierpinski-Prozesse P, P, P, Py, Ps,
P;, Ps, Py und Py, berichtet. Uber diese Prozesse weild man einiges. Zu P, aber wurde
nichts gefunden. Deswegen habe ich mich mit diesem Prozess beschaftigt.

Zunachst ein Beispiel fir einen P; Prozess: (Es wird jeweils 6 addiert und dann die
Ziffernreihenfolge umgekehrt.)
35—+14—22—=+8—41—>374 =841 o

Dieser Prozess endet in einer Schleife der Lange 3: 8 Y.

Startzahlen kleiner 1000:

Um mehr Uber Ps Prozesse zu erfahren, habe ich zuerst mit Hilfe meines Computers
alle P; Prozesse mit Startzahlen kleiner 1000 untersucht. Das Ergebnis: Alle Prozesse
enden in einer Schleife, und es gibt zwolf verschiedene Schleifen.

Schleifen der Lange 3: 8§ >41 —>74—8und 19 —» 52 — 85 — 19
Schleifen der Lange 6: 5 @> 5,6 @) 6,9 @) 9,12 @) 12,13 @) 13,
16 % 16,17 % 17 und 23 & 23
(30) (27)

Schleifen der Lange > 6: 1 —> 1 und 53 — 53

Erweiterung des Startzahlenbereichs:

Fir Startzahlen bis 9999 gibt es weitere 69 Schleifen, und zwar 3 der Lange 15 und 66
der Lange 30. Nachdem sich durch eine Erweiterung des Startzahlenbereichs bis auf
99999 keine weiteren Schleifen finden lassen, liegt die Vermutung nahe, dass es beim
Prozess P, nur endlich viele Schleifen gibt. Dies ist aber nicht so.

(1) Ps hat unendlich viele Schleifen, und es gibt keine obere Schranke fur die
Lange von Schleifen
1053 — 9501 — 7059 — 5607 @) 5937 — 3495 — 1053

100053 — 95001 — 700059 — 560007 @) 599937 — 349995 — 100053

10000053 — 95000001 — 70000059 — 56000007 m 59999937 — 34999995 —
10000053

Diese Reihe lasst sich beliebig so fortsetzen: Es sei 0,, ein Block aus m Nullen. Dann
gilt fur n > 3:

(1) 102n+153 &) 9502n+11 — 702n+159 — 5602n+17
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Wir schreiben um: 560,,.17 = 560,0,.17 und verfolgen getrennt, was mit 560, sowie
0,417 unter Py passiert.

z = 560, 0p417

Ps(z) = (0,117 +6)* 560;

P2(z) = (56034 6)" 017 +6
P (z) = (0p7+2-6)"560 + 6
P(z) = (5607 +2-6)* Opp17 +2-6

Dies kann man so lange fortsetzen, bis durch Addition von 6 ein Ubertrag von der
rechten Halfte auf die linke Halfte stattfindet — nach insgesamt 3,, 10 Anwendungen von

Ps. (Die Definition von 0,, gilt analog fir die anderen Ziffern.) Nachweis:

017 2% 0,017 + 13,106 = 0,417 + 3,10 - 3 = 0,417 + 9,30 = 9,37

560, % (5607 + 13,10 6)" = (65+ 3,10+ 3)" = (65 + 9,30)" = 9,,,15" = 59,,,4

Somit ist in Fortsetzung von (1):

5600,.17 2% 59, 137 = 349,,.15 — 105,153

Die Lange der Schleife ist 3,15, wird also beliebig grof3.

(2) Jeder P¢ Prozess endet in einer Schleife

(3) Angenommen, es gibt einen Py Prozess, der nicht in eine Schleife fihrt; dann
durchlauft er unendlich viele paarweise verschiedene Zahlen zy, zy, z,, ... Unter die-
sen Zahlen wird es immer wieder vorkommen: Ein z,,,, hat eine Ziffer mehr als z,,.
Das ist nur moglich, wenn z,, von einer Form 9,z mit z = 5,6,...,9 ist. Nun gilt fur

diese Zahlen 9,z mitn > 1:

9,6 720, ,19 < 9,6, 9,8 510, .7 <9,8,

n gerade n ungerade
9,5 2 50, 19 < 9,5 9,5 L% 30 23 <95
9,7 Lo tB ng 35 < 9,7 9,7 99 00 17 < 9,7
9,9 2 50, 17 < 9,9 9,9 L% 10, 15 < 9,9

An einem Beispiel sieht man, dass damit der P; Prozess stets in eine Schleife hinein
l&uft im Widerspruch zu (3), woraus die Richtigkeit der Behauptung (2) folgt. Dieses
Beispiel kann mit dem gleichen Ergebnis fir jede der Zahlen z,, = 9,2z, z = 5,6,...,9
durchgespielt werden!

Beispiel: Es sei z,, = 9,,6. Dann ist: z u> Zm = 9,6 ﬂ 20,-,19 u> Y1, y1 das grofdte

n + 1-ziffrige Element im P Prozess. Da der Py Prozess Uber die n + 1-ziffrigen Zahlen
hinaus fiihren soll, muss y; von der Form 9,z mitz =5, 6,7, 8,9 sein.

Falls y; = 9,6 ist, dann befindet sich der P, Prozess in einer Schleife. Falls y; # 9,6
ist, dann sei z.B. y; = 9,8. Ausgehend von 9,8 gelangt dann der Prozess uber 10,17
zu einer gro3ten n 4+ 1-ziffrigen Zahl y,.
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Falls hier y, = 9,6 oder = 9,8, dann sind wir wieder in einer Schleife. Im anderen Fall
verlangert man den Prozess von y, aus zu einer grof3ten n + 1-ziffrigen Zahl y; = 9,z,
z=>5,6,...,9 usw.

Spatestens nach funf Prozess-Verlangerungen befindet sich der Ps Prozess dann end-
glltig in einer Schleife.

Enthalt eine Schleife eine Zahl > 999, so haben alle Elemente der Schleife die
gleiche Anzahl von Ziffern
Hatte die Schleife Elemente mit unterschiedlicher Anzahl Ziffern, so ware eine Zahl der
Form 9,5, 9,6, 9,,7, 9,,8 oder 9,9 mit n > 2 in der Schleife.
Zu zeigen: Keine Zahl der Form 9,5, 9,6, 9,7, 9,8 oder 9,9 ist Element einer Schleife.
Behauptung:
(4) Alle Prozesse mit Startzahlen 9,,5, 9,6, 9,7, 9,8 oder 9,9 erreichen maximal Zahlen,
die zwei Ziffern mehr als die Startzahlen besitzen.
Der Beweis ist eine Erweiterung (zusatzlich Ermittlung einer oberen Schranke) des
Beweises, dass jeder P; Prozess in einer Schleife endet.
Beweis zu (4) durch Fallunterscheidung:
Startzahl 9,,,5:

(342)

9,,5 — 10 0, 11— 79,9,7 = 79,,7 — 30,,8 — 4102n 13 — 90,,_ 114 — 205,19
9,,,5 ist unterschritten und der Prozess hat maximal eine Zahl mit einer Ziffer mehr als
die Startzahl erreicht.

Die weiteren Falle: Startzahlen 9,,6, 95,7, 9,8, 92,9, 92,415, 92,416, 92,417, 92,4118,
9,419 sind entsprechend nachzuweisen.

Die Prozesse erreichen folgende Maximalwerte, die allesamt hdochstens zwei Ziffern

mehr als die Startzahl besitzen:

Max(Ps(92,5)) = 9,779, Max(Ps(92,6)) = 910,214, Max(Ps(92,7)) = 92,+185,
ax(Ps(92,8)) = 70,4, Max(Ps(9249)) = 9,889,,5, Max(Ps(92,+15)) = 92,4189,

Max(Ps(92,416)) = 9102,-114, Max(Ps(924+17)) = 92,1185, Max(Ps(924+18)) = 70,114,

Max(Pg(921419)) = 924+187.

Behauptung:
(5) Nachdem ein Ps; Prozess eine der Startzahlen 9,5 (n gerade), 9,6, 9,7, 9,8 oder
9,9 unterschritten hat, erreicht er auch eine Zahl mit mindestens drei Ziffern weniger.

Beweis von (5) durch Fallunterscheidung (Startzahlen 9,,,5, 9,,,6, 92,7, 92,8, 92,9, 92,116,
920417, 921418, 924119):

Startzahl 9,,5

95,5 7% 20, 19 = 5105, 52 — 800,215 — 5105, 28 — 4105, 515 — 1205, 514

— 205,321 (die erste Ziffer weniger) — 720,,,_32 — 80,,,_327 — 330,,_38 — 410,,_433
— 930,414 — 20,,_439 (die zweite Ziffer weniger) — 540,,_42 — 80,,_451
— 7505, 48 — 410,,, 557 — 360,, 514 — 20,, 563 (die dritte Ziffer weniger)

Fur alle neun Falle lasst sich zeigen, dass der Prozess Zahlen erreicht, die drei Ziffern
weniger haben als die Startzahl.

Aus (4) und (5) folgt: Jeder Ps Prozess mit einer der Startzahlen 9,,5, 9,,z, 95,1z mit
z = 6,7,8,9, enthalt eine Zahl, die kleiner ist als die Startzahl und von der aus die
Startzahl nicht mehr erreicht wird.
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P verhalt sich bei Startzahlen der Form 9,,.,15 anders; hier gilt:

I%(92n+15)

Also:

I%(92n+15)
Zusatzlich gilt: 120,, 41

(162,-176)

(162,-182)
—

(6)

Mogliche Schleifenlangen
Nachdem jetzt bekannt ist, dass alle Elemente einer Schleife die gleiche Anzahl Ziffern
haben (aul3er den zwolf Schleifen mit Startzahlen < 999), habe ich ein Computerpro-
gramm zur Errechnung der folgenden Werte erstellt.

1204, ,41 &% 100, 41,

(64-130)

305,123 ‘5 120,,_,41 =29 120, ,41.

120,,, 41 durchlauft nicht 9,,.15, da die Lange der
Schleife kleiner 16,,, 182 (der Prozesslange von 9,,.15 bis 120,, ,41) ist.

Also ist fur alle Zahlen der Form 9,5, 9,6, 9,7, 9,8 oder 9,9 gezeigt, dass sie nicht
Element einer Schleife sind.

Ziffern | Lange Lange Lange Lange Lange Anzahl der
(Anzahl) | (Anzahl) | (Anzahl) | (Anzahl) | (Anzahl) | Schleifenelemente
Schleifen | Schleifen | Schleifen | Schleifen | Schleifen

4 30 15 2025 =
(66) (3) 25-9-9

5 keine

6 630 315 300 245025 =
(66) (15) (675) 25-99-99

7 keine

8 6630 3315 6300 3000 24950025 =
(66) (3) (675) (6750) 25-999 - 999

9 keine

10 66630 33315 66300 63000 30000 2499500025 =
(66) (3) (675) (6750) (67500) 25-9999 - 9999

Vermutlich gibt es keine Schleifen nur aus Zahlen mit einer ungeraden Anzahl von

Ziffern.

Bei einer geraden Anzahl von Ziffern scheint es ein Schema fir die Langen und die
Anzahlen der Schleifen sowie die Gesamtzahl aller Schleifenelemente zu geben.

Mit ist es aber nicht gelungen, diese Vermutungen zu beweisen (oder vielleicht auch
zu widerlegen).

X

Vorsicht vor. ..
... Bildungsgesetzen fur Primzahlen

Herr Dr. Wolfgang Moldenhauer aus Erfurt sandte zu dem Beitrag ,Vorsicht vor zu
schnellen Verallgemeinerungen® von Hartwig Fuchs in MONOID 79, S. 36-38, an die
MONOID-Redaktion folgende Bemerkungen zu der Frage ,Ein Bildungsgesetz fir Prim-
zahlen?*:
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Es sei die Folge (z,) definiert durch z, = 3...31.
n Stick

Herr Fuchs hat festgestellt, dass z; eine Primzahl fur i = 1,2,...,7,17 ist. Fir i =
8,9,...,16 und i = 18,...,38 sind die Folgenglieder zusammengesetzte Zahlen. z39
ist Primzahl. Ob es weitere Primzahlen in der Folge gibt, ist mir nicht bekannt. (Anmer-
kung der Redaktion: Auch zy9, z59, z77 UNd z199 Sind Primzahlen; alle Gbrigen Zahlen z;
mit 40 < i < 99 sind keine Primzahlen. Dies lasst sich leicht mit dem Computeralge-
brasystem DERIVE uberprifen.)

Auf jeden Fall gibt es aber in der Folge (z,), n =1,2,3,... unendlich viele zusammen-
gesetzte Zahlen. Es gilt namlich fur die Teilbarkeit durch 17:

17 | zgp1ec frk=0,1,2,3,...

Beweis durch vollstandige Induktion nach k:
Fir k = 0 ist zg = 333333331 = 17 - 19607843 (Induktionsanfang).
Es sei 17 | zg;16¢ VOrausgesetzt (Induktionsbasis). Dann ist (Schluss von k auf k + 1):

Z8116(k+1) = .- - - 3 Z8+16k

16 Stiick
=3. (108+16k+16 + 108+16k+15 4+...+ 108+16k+1) + Z8 116k
=310+ (10" + 10" + ... 4+ 1) + zs 1160
10 —1

9

— 108+16k+1 1016 -1
3

= 3.108+106k+1 + zg116¢ (Formel fur geometrische Reihen)

+ Zgt16k-

Nach dem kleinen Satz von Fermat (siehe S. 7) ist 17 | (10'® — 1). Da 3 und 17 teiler-
fremd sind, gilt auch 17 | #. Nach Induktionsvoraussetzung gilt 17 | zg1¢, folglich
auch 17 | zg16(k41)-

Also sind alle Folgenglieder zg, zy4, z49, Zs6, - - . durch 17 teilbar.

Analog kann man weitere unendliche Folgen zusammengesetzter Zahlen mithilfe des
kleinen Satzes von Fermat konstruieren. Z.B. sind z11, 229, Z47, Zes, - - . durch 19 teilbar
(Differenz der Indizes ist 18), die Folgenglieder z1¢, z31, Z46, Z61, - - - Sind durch 31 teilbar
(Differenz der Indizes ist 15) usw.

Auf diese Weise ist jedes zusammengesetzte Folgenglied der Startwert einer unend-
lichen Folge von zusammengesetzten Folgengliedern. Intuitiv ergibt sich, dass in der
Folge (z,) Primzahlen nur ,ziemlich selten auftreten kdnnen.

Kleine Ubersicht zur Konstruktion weiterer Folgen:

n ‘9‘10‘12‘13‘14‘15‘18‘19‘20‘ 21

Kleinster Primfaktor in z, | 673 ‘ 307 ‘ 523 ‘ 607 ‘ 181 ‘ 199 ‘ 1009 ‘ 29 ‘ 23 ‘ 177943

Auch zu den ,Perfekten Zahlen im Mittelalter* hat Herr Moldenhauer der MONOID-
Redaktion einige Ausfiihrungen zugeschickt; mehr dariiber im néchsten Heft.
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Erste Schritte in die Fraktale Geometrie Il

von Hartwig Fuchs

Wir wenden uns nun der Frage zu, ob ein Cantor-Staub auf einem Sierpifski-Teppich
liegen kann. Die Antwort vermag nur die Mathematik zu geben: Denn wir werden ,se-
hen", dass sich beide Objekte unserer anschaulichen Vorstellung entziehen.
Zunachst aber: Was sind ein Cantor-Staub, ein Sierpinski-Teppich?

Ein fraktaler Cantor-Staub C

Georg Cantor (1845-1918), der Begruinder der Mengenlehre, war einer der ersten Ma-
thematiker, der Fraktale konstruiert und untersucht hat. Seine weithin bekannten Bei-
spiele — heute als Cantor-Staube’ bezeichnet — entstehen durch eine unvorstellbar weit
getriebene Verdinnung von Punktmengen. Cantor geht dabei so vor:

: . c, Als Startfigur C, verwendet er die Strecke [0; 1] des
Zahlenstrahls. Sein erster Konstruktionsschritt be-

C steht darin, dass er C, in drei gleich lange Strecken

unterteilt und die mittlere Teilstrecke (ohne die End-

1 4 +—— C, bunkte)entfernt — die so entstandene Figur sei C;.
Aus jeder der beiden Strecken von C; entfernt er

HH 4 HH HH Cy dann wieder die mittlere Drittelstrecke® (ohne die

Endpunkte), und er erhalt C, usw.

Denkt man sich diesen Prozess analog unbeschrankt fortgesetzt, dann ergibt sich letzt-
endlich ein fraktaler Cantor-Staub C.

Man macht sich leicht klar, dass Cantors Vorgehen auch als Kaskaden-Iteration einer
Ersetzungskonstruktion mit Startfigur Cy, Generator G, (der hier mit C; Ubereinstimmt)
und Konstruktionselementen Gi, Gy, G, ... mit G; = 3Gy, G» = §Go, G3 = %Gy, ...
gesehen werden kann.

Der fraktale Cantor-Staub C lasst sich nur schwer veranschaulichen. Je weiter man in
der Konstruktion der Figuren Cy, Cy, C,, ... kommt, um so gro3er wird die Gesamtlange
der Licken. SchlieBlich gilt: Die Gesamtlange der Liicken im fraktalen Cantor-Staub C
ist 1.

Beweis:

Die Gesamtlange |C,| aller Lickenin C,, n =1,2,3,...,ist

1 2 4 y | 2 22 2n-1
ICil=z+c+5+...+ =z(1+3+5:++3=

3 9 27 3" 3 32 3n—1
_11-3)" 2y
3 1-2 3)°

Fur n — oo gilt daher |C,| — 1, so dass die Behauptung zutrifft.

Die Lucken im Fraktal C nehmen also insgesamt die Lange der Startfigur an. Das be-
deutet aber nicht, dass der fraktale Cantor-Staub C leer ist, d.h. dass im Fortschreiten
der Cantorschen Konstruktion nach und nach alle Punkte aus C, entfernt werden.

fCantor selbst spricht von ,Diskontinua”.
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Es gilt zwar: In C,, n > 1, hat jede der 2"~! Strecken die Lange %
% — 0 fir n — oo im Fraktal C nur Strecken der Lange 0 vorkommen — aber das sind
Punkte!

Nun sind jedoch diese Punkte so im Intervall [0;1] verteilt, dass ihre Abstande von
Punkt zu Punkt verschieden sind. Deshalb ist eine zutreffende anschauliche Vorstel-

lung vom Cantor-Staub C nicht moglich.

so dass wegen

Ein fraktaler Sierpinski-Teppich 7

Die bisher betrachteten Fraktale samt ihren Vorstufen und ihren Konstruktionselemen-
ten Gy, Gy, G,, ... sind aus Punkten und Strecken aufgebaut.

Der polnische Mathematiker Waclaw Sierpifski (1882-1962) hat wohl als erster diesen
doch sehr beschrankten Vorrat von konstruktivem Ausgangsmaterial erweitert, indem
er zur Erzeugung von Fraktalen auch Flachenstiicke (z.B. Dreiecke, Quadrate usw.)
verwendete.

So beschreibt er 1916 die Konstruktion eines Fraktals, das heute ein Sierpinski-Teppich
T genannt wird. Seine Startfigur T, ist ein Quadrat der Seitenlange 1, das wir zur

besseren Veranschaulichung schwarz anmalen. Als Generator G, dient ihm T, aus

dem das mittlere Quadrat der Seitenlange % herausgeschnitten ist. Die aul3erdem

bendtigten Konstruktionselemente Gy, Gy, G,, ... erhalt er aus der Forderung, dass sie
alle Gy ahnlich sind und G; = %Go, G, = éGo, Gz = %Go, ... gelten soll.

Konstruktion T: Sierpinski zerlegt jede Figur T,, n > 0, in 9" gleich groRe Quadrate.
Danach ersetzt er eines der vorhandenen schwarzen Quadrate aus T, durch G,,.

Eine Kaskaden-lteration von T, bestehend bei T, aus 1, bei T; aus 8, bei T, aus
82,...Konstruktionen T, fiihrt dann von T, zu Ty, von T; zu T,, von T, zu T;,. .. (vgl.
die folgenden Figuren) und letztendlich zum Fraktal 7.

To Go=T

Ein Sierpinski-Teppich kann sicher nicht als Fussbodenbelag verwendet werden — dazu
ist er zu locherig. Tatsachlich gilt sogar: Die Flache aller Locher im Sierpinski-Teppich
T der Seitenlange 1 ist 1.

Beweis:

Die Flache aller Locher in der Figur T,,, n > 1, sei |T,|. Dann ist

1,8 8 g1 1 8 8 g1
T|=c+5+5+---+ =g \l+gtgt -+

9 92 93 g 9 92 9n-1
1 1=@) (8
9 1-% 9)

Fur n — oo gilt daher |T,| — 1, so dass die Behauptung gilt.

Eine zweite fiir die Anschauung unerwartete Eigenschaft von 7: Der Umfang aller
Locher im Sierpinski-Teppich 7 ist unendlich grof3. Denn dieser Umfang ist

1 1 1 4 8 82 4
4.= 4. -48 4 — 4. =1+ —+... “(1+1+1+..)).
s +8-4-5+8 >+ 3<+3+32+ )>3(+ +1+...)
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Auf einem Sierpinski-Teppich 7 liegen (mindestens) zwei Cantor-Staube C.
Jede der Vorstufen T,,, n = 0,1,2,... von 7 und das Fraktal 7 selbst besitzt einen
guadratischen Rahmen R, bzw. R. Vom Mittelpunkt der linken Seite eines solchen
Rahmens R, bzw. des Rahmens R konstruiert man (oder: denkt man sich konstruiert)
eine Strecke S, bzw. S zum Mittelpunkt der rechten Seite des Rahmens. Beim ,Durch-
queren® der Figur T,, wird die Strecke S,, unterteilt in schwarze und weil3e Teilstrecken
— je nach dem, ob sie durch ein schwarzes Quadrat oder ein Loch der Figur T, verlauft.
Wenn man nun fur n = 0,1,2,... die Strecke S, (samt ihren schwarzen und weif3en
Teilstrecken) mit der entsprechenden Vorstufe C,, des fraktalen Cantor-Staubes C ver-
gleicht, dann stellt man fest:

Jedes S, stimmt mit C,, Uberein. Daraus folgt, dass die Strecke S (samt ihren schwarzen
und weil3en Bestandteilen) den Cantor-Staub C darstellt. Somit ist C eine Teilfigur des
Sierpinski-Teppichs 7, C liegt auf* 7.

Wegen der Symmetrie von 7 gibt es einen zweiten Cantor-Staub C ,auf’ 7. Um das
einzusehen, braucht man S nur um 180° um das Zentrum von 7 zu drehen. Auch
die ,Diagonalen“ von T sind zwei (maRstablich abgeanderte) fraktale Cantor-Staube —
wovon sich der Leser selbst Giberzeugen moge.

Eine Aufgabe fur den Computer-Freund
Ein fraktaler Blumenkohl B

Vorgaben )
Ein Winkel mit der Offnung 60° und den Schenkellangen 2,5cm
sei als Startfigur By gegeben. Als Generator verwende man das

mit Faktor % verkleinerte Abbild von B,. Alle weiteren Konstrukti-
onselemente seien Gy mit G; = %GO, G, mit G, = %Go, Gz mit

2,5cm 2,5cm

60°

Startfigur By Gy = %Go USW.

Konstruktion B: An einem freien Endpunkt P einer Strecke, die in einer Figur B,,, n =
0,1,2,..., vorkommt, fige man das Elemente G, so an, dass sich in P die Winkel
120°, 60°, 120° ergeben. Gib eine graphische Darstellung von B; als eine angenadherte
graphische Darstellung des Fraktals B an. (H.F)

LOsung:
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2005 LOsungen zu den Neujahrsaufgaben 2005

Eine Uberraschende Summe

ﬁ+ﬁ+ﬂ+...+m=

(%_%)’L(%_%)"‘(%_%)"‘(%_%)"‘ "‘(2004 20105) = I — 005 = 2005
Zahlenquadrat

Die Zahlenfigur enthalt drei konzentrische Quadrate mit 49, mit 25 und mit 9 Elementen.

Die magische Summe S; des grof3ten Quadrats ist
S; = 1981 + 1982 + ...+ 2029 = 98245.

Die magische Summe S5 des mittleren Quadrats ist
S5 =1993 + 1994 + ... 4 2017 = 50125.

Die magische Summe S; des kleinsten Quadrats ist
S; = 2001 + 2002 + ...+ 2009 = 18045.

Die magischen Summen weisen noch eine interessante Beziehung zur zentralen Zahl
2005 auf:  S3 = 32-2005, S5 = 5%-2005, S; = 7%-2005.

Zahlenratsel

l:v—(x—=2) =7189 5: x =2005 9 :0v:6+4+2 =1534
2: v=2383-24=9192 6: 7* =2401 10: 7w — x — 13 =5045
3:w =1009 7: 3y=6903 11: 2520
4: 7w+ 2 =7065 8:y =2-3-5-7-11-9=2301 12: 5405
Vermeidbare Rechnung?
i —-3.5.7. 2005 2.4 6 2004

EsselenU=5-7-g .- 500 UNd G=3-3-5 ... 5503

2 5 _4 2005 _ 2004
(1)Esg|It—<T,z<§,g<§,..,m 5003

5 7 5

2_3.3.52.5.7. 7, ,,2005 2005 2 3 4 5 6 7 _ 2004 2005

us = 6" "2004 2004 <T°2°3°3°5 6 " 2003 2004 — 2005.
Aus U? < 2005 folgt U < 4/2005. Fur G? gilt mit (1)
22,2 4 4 6 6 2004 2004 2 3 4 5 6 7 2004 2005

G =1-7"3°3"5'5 ""2008 2003 > 1 23 4°5 6 " 2003 2004 — 2005.

Aus G2 > 2005 folgt G > /2005.

Endziffern einer Potenz

Fur jede mindestens vierstellige Zahl Z gilt:

(1) Z - 2005 und Z - 5 haben die gleichen drei Endziffern.

Nachweis:

Das Produkt Z - 2000 endet mit dem Ziffernblock 000. Aus Z - 2005 = Z-2000+ Z -5
folgt daher (1).

Die drei letzten Ziffern einer Zahl Z > 1000 seien z3, z,, z1. Wir schreiben dann kurz:
Z = [z32221]. Flr Z = 2005 = [005] gilt dann mit (1):
= [005] - 2005 = [005] - 5 = [025];
Z3 = [025] - 2005 = [025] - 5 = [125];
= [125] - 2005 = [125] - 5 = [625];
= [625] - 2005 = [625] - 5 = [125] usw. Z*% = [625] - 2005 = [625] - 5 = [125].
D|e letzten drei Ziffern von 2005%°% sind 1,2, 5.
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Eine Flache mit 99 Singularitaten

von Oliver Labs

In diesem Artikel behandeln wir Flachen im dreidimensionalen Raum, die durch die
einfachsten Funktionen beschrieben werden kdnnen, die es gibt: Polynome. Diese sind
tbrigens schon so interessant und kompliziert, dass es ein eigenes Forschungsgebiet
der Mathematik gibt, das sich mit ihnen beschéftigt: die Algebraische Geometrie.
Bevor wir aber zu den Flachen kommen, betrachten wir uns Kurven in der Ebene.
Zunachst einige Beispiele, die man aus der Schule kennt:

Beispiel 1 (Ebene algebraische Kurven)
- Geraden: Jede Gerade in der Ebene kann durch eine Gleichung der Form f,, . = 0
beschrieben werden, wobei f,; . = ax + by + c fur gewisse a,b,c € IR. Z.B.:

e Die Gleichung fi,-1 = 0 wird genau von allen Punkten P = (p,, p,) der
Menge {(1,y) | v € R} erfillt: Setzt man fir x bzw. y die Koordinaten p,
bzw. p, ein, ergibt sich: fi9_1(px, py) =px—1=0& p,=1.

e Sindt € Rund ¢ € R, so liegen die (p., py), die f, 1 = 0 erfiillen, auf einer
Geraden mit Steigung ¢ durch (0, ¢) (d.h. mit y-Achsen-Abschnitt ¢, Bild (b)).

- Kreise: Der Kreis mit Radius » um den Ursprung besteht aus allen Punkten (x, y),
die eine Gleichung der Form k, := x* + y*> — r* = 0 erfullen (Bild (c)).

- Zwei sich schneidende Geraden: Die Menge der Punkte (x,v), welche die Glei-
chung s := x* — y*> = 0 erfillen, besteht aus zwei Geraden die sich im Ursprung
schneiden (Bild (d)). Es gilt namlich: x> — y? = (x +y)-

y y
1 1 !

i o

(@ x—1 b) x—y+1 (c)x-i—y—l d) x>—y*> (e) ¥*+y*—2°

Allgemein definiert man:

Definition 1 (Ebene algebraische Kurven)

e Sei f ein Polynom in den zwei Variablen x und y. Das Polynom f ist vom Grad
d, falls die Summe der Exponenten jedes Summanden kleiner oder gleich d ist. f
hat dann also die Form

f=ax" +ax™ 'y 4+ asx a4+ g

fur gewisse Koeffizienten a; € R, i = 1,2,...,k(d), wobei k(d) := (“}?) =

w. Aufgabe: Zeige, dass k(d) die korrekte Anzahl der Koeffizienten ist!

e Die Nullstellenmenge von f sind alle Punkte P = (p,, p,) € R* welche die
Gleichung f(px, py) = 0 erfillen.

e Eine ebene algebraische Kurve vom Grad 4 ist die Nullstellenmenge eines Po-
lynoms vom Grad d in zwei Variablen.
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An ,glatte® Punkte einer Kurve kann man eine eindeutige Tangente legen (z.B. an einen
Punkt des Kreises von Bild (c)). Punkte, in denen dies nicht moglich ist (z.B. der Ur-
sprung in Bild (d)), nennt man Singularitaten. Algebraisch exakt definiert man:

Definition 2 (Singularitat) Sei eine Kurve als Nullstellenmenge eines Polynoms f ge-
geben. Ein Punkt P = (p,,p,) € IR* heiBt Singularitat der Kurve, falls f(px, p,) = 0

und %(px, py) = 0und g—f;(px, py) = 0. Hierbei bezeichnet % die partielle Ableitung von
f nach x, d.h. man fasst y als Konstante auf und leitet f dann ab. Eine Kurve ohne
Singularitat heif3t glatt.

Beispiel 2 (Singularitaten)

- Zu Bsp. s (Bild (d)): s = x2 —y? = £ = 2y, g—; = —2y. Der Ursprung (0, 0) ist eine
Singularitét: s(0,0) = 0, §:(0,0) = 0, §2(0,0) = 0.

-ZuBsp. ky, (Bild (c)): ki = 22+ — 1 = %2 = 2y, %—kyl = 2y. Der Kreis, definiert
durch k;, hat also keine Singularitat P = (p., p,), weil sonst 2p,, = 0 und 2p, =0
gelten misste, also (p., p,) = (0,0). Aber (0,0) ist kein Punkt des Kreises, weil

k1(0,0) = 0?40?41 =1 # 0. Der Kreis ist somit eine glatte Kurve.

Alle bisherigen Begriffe kann man auch fir drei Variablen definieren. So erhalten wir
algebraische Flachen im dreidimensionalen Raum und Singularitaten darauf.

Beispiel 3 (Algebraische Flachen)

- Zu Bild (e): Der Kegel mit Gleichung K := x*+ y* — z* hat eine Singularitatin (0,0, 0):
% = 2x, §; =2y, §; = —2z; setzt man den Punkt (0,0,0) in K und die partiellen
Ableitungen ein, ergibt sich jeweils 0. Dies ist die einzige Singularitat von K.

- Die Kugel: Die Kugel x* + y* + z* — 1 ist hingegen glatt: Beweis wie beim Kreis.

Die maximale Anzahl u?(d) von Singularitaten einer Kurve vom Grad d ist bekannt:
u2(d) = (5). Sie wird erreicht durch d Geraden; diese schneiden sich in (}) Punkten.

Die maximale Anzahl p®(d) von Singularitaten einer Flache vom Grad d kennt man
aber nur fur d < 6. Obwohl Mathematiker bereits seit mehr als 150 Jahren daran for-
schen, gibt es fur u®(d), d > 7, nur Schranken von oben und unten, die fur groRen Grad
d noch recht weit auseinander liegen. Die Tabelle auf der folgenden Seite fasst das ak-
tuelle Wissen tber p?(d) zusammen. Fur d = 7 liefert die folgende, kurzlich vom Autor
gefundene Flache S, eine Verbesserung: u?(7) > 99. Ubrigens wei3 man seit 1992,
dass u3(7) > 93 (S. V. Chmutov) und seit 1983, dass p?(7) < 104 (A. N. Varchenko).

Satz 1 Sei a € R die reelle Nullstelle (x ~ —0.14010685) der Gleichung 7> + 7« +
1 = 0. Dann hat die Flache S, := P — U, vom Grad 7 genau 99 Singularitaten, wobei

P = x [x*=37x +57x*y" — 7-1°]
7.2 [(xz + y2)3 — 282 (2 + y2)2 n 24-24-(x2 + yz)} — 26,57
Uy = (z4a5) ((z+1) (P +y?) +m2° +a:2° +azz + a4)2,
a; = —%az—%cx—g, a, 1= —%ocz—i—%(x—él, as := —4042—|—%0c—4,
ay =32+ Sa— 8§, as := 492 — 7 + 50.
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Die Tabelle unten zeigt den aktuellen Stand des Wissens
B uber p3(d). Fur d = 2 liefert der Kegel (Bild (e)) mit einer
Singularitdt das Maximum. In der Abb. links ist ein Ausschnitt
der Flache S, vom Grad 7 mit 99 reellen Singularitaten
dargestellt; deren Existenz zeigt: p3(7) > 99. Mehr Bilder,
Filme und Informationen unter: www.AlgebraicSurface.net

d{1(2|3[4|5]|6 7 8 9 d
u(d)>10|1]4|16|31|65| 99 |168 | 216 | ~ %d3
u(d)<|0|1]|4|16 |31 |65 |104 | 174 | 246 | =~ gd3

Es ist also immer noch unklar, ob es Flachen vom Grad 7 mit 100, 101, ..., 104 Singula-
ritdten gibt. Entweder misste man ein Polynom in drei Variablen aufschreiben, dessen
zugehorige Flache eine solche Anzahl von Singularitaten aufweist. Oder man musste
beweisen, dass es so ein Polynom nicht geben kann. Aber wie? Was ist die wirkliche
Anzahl? Wie sieht es fur andere Grade d aus? Um der Antwort dieser Fragen einen
weiteren Schritt naher zu kommen, braucht man wieder eine neue, gute Idee. ..

X E S * * E S * E S

Mitteilungen von Herausgeber und Redaktion

1. Auch 2004 sind viele neue MONOID-Abonnenten hinzu gekommen, insbeson-
dere zum Beginn des Schuljahres 2004/05. Auch fur das Kalenderjahr 2005 liegen
schon zahlreiche Bestellungen vor. Diejenigen unter unseren MONOID-Freunden, die
noch nicht den Folgebeitrag Gberwiesen haben, seien hoflich daran erinnert (Konto-Nr.
505948018 bei der Mainzer Volksbank, BLZ 55190000, Stichwort , MONOID").

2. Oliver Labs, der der Mainzer Arbeitsgruppe Algebraische Geometrie von Prof. Dr.
Duco van Straten angehort und nebenbei den Internet-Auftritt von MONOID betreut,
gelang vor Kurzem eine Verbesserung in der Abschatzung der Anzahl von Singula-
ritaten algebraischer Flachen; er berichtet in dem Beitrag , Eine Flache mit 99 Singula-
ritaten” (s. Titelbild) selbst dartber.

3. Zur MONOID-Feier 2004 versammelten sich am 27. November im Atrium maximum
et minimum der Universitat Mainz etwa 150 Festgaste, um die Ubergabe der Preise
an die erfolgreichsten Aufgabenldserinnen und -l6ser sowie die Preistragerinnen und
Preistrdger vom Landeswettbewerb Mathematik am Elisabeth-Langasser-Gymnasium
Alzey und Karolinen-Gymnasium Frankenthal zu ehren. Leider war der Begriinder von
MONOID, Herr Martin Mettler, an der Teilnahme verhindert, da er sich als Rekonvales-
zent nach einer schweren Operation noch schonen muss. Die Versammlung entsandte
ihm unter gro3em Beifall die besten Winsche. Die 25-Jahrfeier 2005 in Frankenthal
werden wir hoffentlich wieder vereint begehen konnen. — Nach dem GrufR3wort des Vi-
zeprasidenten fur Studium und Lehre, Prof. Dr. Jirgen Oldenstein, in dem dieser die
Bedeutung von MONOID an der Schnittstelle von Schule und Universitat unterstrich,
stellte Herr Klaus Ernhofer in seinem Festvortrag ,,Umstulpungsprozesse in der
Natur, Geometrie und Technik® vor. Ausgehend vom umstulpbaren Wiirfel, faszinier-
te er die Festversammlung mit realen und virtuellen Umstilpungen an verschiedenen
Polyedern. Herr Ernhofer ist Leiter eines Forschungsprojekts zur technischen Anwen-
dung von Umstllpungsprozessen und Lehrer fir Mathematik, Biologie und Philosophie
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an der Waldorfschule Dachsberg im Schwarzwald. Seine Prasentation wurde umrahmt
von den Gesangseinlagen der Authentic Voices des Seminars fur Englische Philolo-
gie. In der anschlie3enden Preisvergabe konnten die meisten der 76 Preistragerinnen
und Preistrager ihre Urkunden und Prasente personlich unter dem Beifall des Audi-
toriums in Empfang nehmen. Das Goldene M 2004 erhielt Stefanie Tiemann vom
Gymnasium Marienberg in Neuss fir die hochste erreichte Zahl von 151 Punkten so-
wie ihre Mitarbeit an MONOID durch Aufgabenvorschlage und einen Beitrag Uber den
Sierpinski-Prozess P, einem Teil ihrer Arbeit ,Schwarze Locher in der Mathematik —
Eine Untersuchung von Ziffernoperatoren®, mit der sie 2004 am Wettbewerb ,Schiler
experimentieren” mit Erfolg teilgenommen hat. Die Laudatio auf Stefanie Tiemann hielt
ihre Lehrerin Frau Cordula Langkamp. — Zum Abschluss der Feier konnten sich alle
Gaste an dem reichhaltigen Bliffet, das der Verein der Freunde der Mathematik aus-
gerichtet hatte, starken.

Fotos von der Feier kdnnen im Internet unter der MONOID-Adresse
http://www.mathematik.uni-mainz.de/monoid angeschaut werden.

Ekkehard Kroll

MONOID-Preistrager 2004

Das ,,Goldene M*“: Stefanie Tiemann

1. Preis: Christian Behrens, Laura Biroth, Charlotte Capitain, Thomas Geil3,
Stephan Holzer, Lars Imsdahl, Martin Alexander Lange, Felix Liebrich, Miriam Menzel,
Johannes Merz, Lisa Mettler, Stefan Tran, Annkatrin Weber.

2. Preis: Karin Emil, Robert Hesse, Martin Johlinger, Patricia Kastner,

Annika Kohlhaas, Madeline Kohlhaas, Laura Mettler, Marina Morad, Miriam Morad,
Verena Pragert, Judith Reinhardt, Manuel Ross, Désirée Schalk, Florian Schweiger,
Lisa Simon.

3. Preis: Markus Bassermann, Alia el Bolock, Jan B. Boscheinen, Lauren Emil,
Johann Kirsch, Katharina Kirsch, Katharina Kober, Vivien Kohlhaas, Claudia Mack,
Christian Minkel, Jonathan Peters, Sarah Trobs.

MONOID-Jahresabonnement 2005: Nadia Abou Shadi, Maike Backer, Simon Bats,
Corinna Dinges, Natalie Geil3, Anne Gutberlet, Larissa Habbel, Marion Heublein,
Nadine Issa, Julia Jung, Christoph Karg, Julia Koch, Moritz Maurer, Hannah Meilinger,
Nora Mollner, Sabine ORwalt, Alexander Rettkowski, Sarah Rosengarten, Iman Tarek,
Christoph Tietz, Sophia Waldvogel, Andreas Weimer, Johannes Weimer,

Konstantin Wst, Julia Zech.

MONOID-Stein fur Loéser und Loserinnen aus den 5. und 6. Klassen:
Lisa Engel, Alexander Heiss, Carolin Klein, Patricia Limpert, Tatjana Mendt,
Matthias Monschau, Carolin Ro3bach, Katrin Schlemm, Daniel Schwind,
Joscha Wagner.

Das ,Goldene M* sowie die ersten, zweiten und dritten Preise wurden vom Verein der
Freunde der Mathematik an der Universitat Mainz gestiftet.
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Rubrik der Loser und Loserinnen
(Stand: 19.10.2004)

Die Klassenangaben beziehen sich auf das Schuljahr 2003/04.

Elisabeth-Langgéasser-Gymnasium Alzey:

Kl. 5: Daniel Albrecht 8, Luisa Dorrhofer 4, Annika Flick 3, Ramona Friedrich 13, Alex-
ander Gerharz 12, Leonie Hartmann 2, Eduard Hauck 4, Alexander Heiss 16, Larissa
Hyar 4, Britt Kalusche 4, Marie-Christine Keul 3, Benedikt Konrad 2, Julia Loos 6, Peter
Machemer 4, Marina Matchlakowa 5, Philipp Mayer 9, Ann-Kristin Mdller 3, Isabelle
Nau 3, Delina Nguyen 4, Sebastian Ofner 6, Max Pfeffer 4, Manuel Riemer 7, Patrick
Schnabel 6, Jan Schneider 3, Daniel Schwind 16, Raphael Wetzel 3;

Kl. 6: Laura Briickbauer 14, Patrick Marx 13, Jaqueline Mechsner 7, Jonathan Peters
51, Arne Siefkes 6, Lisa Simon 67, Joscha Wagner 16, Benedikt Werner 4, Ozan Yil-
maz 5, Julia Zech 34;

Kl. 7: Janina Braun 24, Dorothee Fister 6, Claudia Heiss 26, Johanna Mees 12, Va-
nessa Nagel 21, Sabine ORwalt 46, Nastassja von der Weiden 19;

Kl. 8: Patricia Kastner 64, Johannes Merz 82;

Kl. 9: Markus Bassermann 58, Isabel Heldt 4, Ines Rodriguez 4;

Kl. 12: Manuel Ross 63.

Karolinen-Gymnasium Frankenthal:

Kl. 5: Laura Mettler 61, Désirée Schalk 74, Johanna Stimm 6;

KI. 7: Victoria Andrea 21, Felix Liebrich 95, Lisa Mettler 85, Richard Nixdorf 20, Nina
Rein 10, Konstantin Wust 30, Rebecca Zimmer 15;

Kl. 9: Marc Rein 14.

Leibniz-Gymnasium Ostringen (Betreuender Lehrer Klaus Ronellenfitsch):
Kl. 7: Thomas Geil3 121; KI. 10: Stefan Tran 103.

Jens Senger 18.
Altdorf, Gymnasium: KI. 7: Marc Legradi 20.
Altotting, Konig-Karlmann Gymnasium: Kl. 8: Amelie Huittner 20.

Alzey, Gymnasium am Romerkastell:
KI. 8: Christian Behrens 115, Martin Alexander Lange 99.

Andwill (Schweiz): Fredi Stolz 5.

Ansbach, Gymnasium Carolinum:
Kl. 5: Sieglinde Holzknecht 7; KI. 9: Arnulf Holzknecht 7.

Bad Homburg: KI. 9: Laura Biroth 96.

Bingen, Hildegardis-Gymnasium: KI. 6: Katharina Kirsch 57.

Bingen, Stefan-George-Gymnasium: KI. 8: Johann Kirsch 51.

Boppard, Kant-Gymnasium: Kl. 9: Thomas Klauer 10.

Calw-Stammheim,Maria von Linden-Gymnasium: KI. 9: Michael Nothacker 12.
Duderstadt, Eichsfeld-Gymnasium: KI. 12: Sebastian Gutknecht 17, Manuel M. 24.

Eiterfeld, Lichtbergschule (Betreuender Lehrer Wolfgang Jakob):
Kl. 5: Theresa Heil 6, Theresa Isert 8; KI. 6: Angela Schmelz 13, Luisa Schmelz 4;
KIl. 7: Julia Gerk 12, Anne Gutberlet 29; KI. 8: Christian Minkel 51.
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Eutin, Johann-Heinrich-Vo3-Gymnasium: KI. 12 Lars Imsdahl 83.
Ginsheim, IGS Mainspitze: Kl. 7 Jennifer Saul 20.

Hadamar, Furst-Johann-Ludwig-Gesamtschule (Betreuende Lehrerin Frau Irm-
trud Niederle):

Kl. 5: Anastasia Popova 1, Lea Schmitz 3;

Kl. 6: Corinna Dinges 38, Laura Herborn 4, Carolin Klein 22, Hannah Meilinger 44,
Tatjana Mendt 21, Katharina Schmidt 12, Andreas Weimer 40, Johannes Weimer 30;
Kl. 7: Theresa Becker 2, Marina Bernikowa 2, Sarah Bieser 3, Jonathan Bos 2, Va-
nessa Faber 2, Jonas Fischer 6, Andreas Foltyn 3, Josephine Jordan 5, Alessandra
Kremer 1, Cathrin Reusch 3, Andre Schardt 4, Adrian Schmidt 1, Lara Schneider 5,
Simon Theis 1, Christian Wappler 2;

Kl. 9: Lena Bertram 3, Carina Czarnrtzki 2, Julia Dick 3, Theresa Krischke 11, Marcus
Weidenfeller 5, Jonas Weyer 5;

Kl. 13: Daniel Bartholoma 13.

Halberstadt, Martineum: KI. 7: Robert Hesse 61.
Halle, Georg-Cantor-Gymnasium: Kl. 7: Christoph Tietz 38.
Heidelberg, Englisches Institut: Nadia Rauh 12.

Kairo, Deutsche Schule der Borroméerinnen (Betreuende Lehrer: Gerd Weber,
Christoph Straub):

Kl. 6: Karin Emil 68, Marina Morad 79;

Kl. 8: Alia el Bolock 58, Nadia Abou Shadi 47;

Kl. 9: Lauren Emil 59, Nadine Issa 49, Mariette Michael 10, Mireille Micher 19, Miriam
Morad 63, Iman Tarek 31.

Kelkheim/Taunus, Eichendorffschule (Betreuende Lehrer Herr Marsen, Herr Acker-
mann):
Kl. 8: Isabell Peyman 21, Sonja Sauckel-Plock 16, Viola Sommer 4.

Koblenz, Max-von-Laue-Gymnasium: KI. 6: Marius Rackwitz 3.
Landau, Max-Sievogt-Gymnasium: KI. 10: Christina Florsch 8.
Laufen, Rottmayr-Gymnasium: Kl. 9: Maximilian Muhlbacher 17.

Ludwigshafen, Geschwister Scholl-Gymnasium:
Kl. 8: Katharina Kober 51; KI. 9: Christoph Karg 33;
Kl. 10: Claudia Mack 54, Michaela Mack 5, Judith Reinhardt 62, Jonas Weber 7.

Magdeburg, Werner-von-Siemens-Gymnasium: Kl. 9: Sebastian Schulz 15.
Mainz, Rabanus-Maurus-Gymnasium: Kl. 7: Christopher Olmiiller 11.
Mainz, Schlossgymnasium: Kl. 13: Stephan Holzer 107.

Mannheim, Peter-Petersen-Gymnasium (Betreuender Lehrer Herr Wittekindt):
KIl. 8: Maike Backer 37, Natalie Geil3 31, Michaela Schuster 9, Helena Schweizer 17.

Marktoberdorf, Gymnasium: KI. 6: Florian Schweiger 70.
Munchen, Gisela-Gymnasium: KI. 10: Bernhard Saumweber 5.
Munchen, Maria-Theresia-Gymnasium: Kl. 10: Robert Siemering 26.

Neuss, Gymnasium Marienberg (Betreuende Lehrerin Frau Cordula Langkamp):
Kl. 5: Claudia Daschner 10, Kirsten Hubert 14, Vivien Kohlhaas 54, Lea Krause 8, Nora
Mollner 45, Daria Schymczyk 4;
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Kl. 6: Madeline Kohlhaas 76; KI. 7: Hannah Rautenberg 19;
Kl. 8: Annika Kohlhaas 72, Miriam Menzel 108;
Kl. 9: Anika Sonnenberg 22, Stefanie Tiemann 151.

Neustadt a. d. W., Kurfurst-Ruprecht-Gymnasium (Betreuende Lehrerin Frau Han-
na Johlinger):
Kl. 8: Martin Johlinger 68.

NuUrnberg: Marion Heublein 43.

Oberusel, Gymnasium (Betreuende Lehrer/in Frau Beitlich, Frau Elze und Herr
Bielefeld):

Kl. 5: Hannah Braun 7, Philipp Kalte 5;

Kl. 6: Larissa Habbel 42, Patricia Kuther 11, Patricia Limpert 19, Sarah Rosengarten
32, Katrin Schlemm 21, Viktoria Schreiber 8, Sophia Waldvogel 30, Valentin Walther
10;

Kl. 7: Annkatrin Weber 119, Mirella Rechinti 1;

Kl. 9: Sebastian Eckart 20;

KIl. 10: Simon Bats 33.

Otterberg, Freie Waldorfschule: Kl. 7: Malte Meyn 7.

Remagen, Gymnasium Nonnenwerth (Betreuender Lehrer Herr Meixner):
Kl. 5: Philip Dahnen 8 , Matthias Monschau 21, Jan Radermacher 4;

Kl. 6: Michael Monschau 5, Felix Schmitt 12;

Kl. 7: Keven Runge 12, Tobias Wallek 23;

Kl. 10: Dominik Schellberg 4, Paul W. Schnabel 4.

Siegburg, Anno-Gymnasium (Betreuende Lehrerin Frau Hachtel):
Kl. 8: Franziska Grof3 4; KI. 10: Jan B. Boscheinen 54.

Speyer, Friedrich-Magnus-Schwerd Gymnasium (Betreuender Lehrer Herr Kar-
mann):
Kl. 7: Melanie Zickgraf 12.

Speyer, Kolleg: KI. 12: Tina Hartmann 6.

Stendal, Winckelmann-Gymnasium: KI. 5: Alexander Rettkowski 29.
St. Goarshausen, Wilhelm-Hofmann-Gymnasium: KI. 7: Julia Koch 30.
Tegernsee, Gymnasium: KI. 9: Juliane Oberwieser 25.

Weisenheim am Berg, Regionale Schule: Kl. 7: Marc Andre Biehl 7.
Weiterstadt: Kl. 3: Alexandra Einicke 9; KI. 11: Artgam Zern 19.

Winnweiler, Wilhelm-Erb-Gymnasium (Betreuender Lehrer Herr Kuntz):

Kl. 6: Geraldine Arning 6, Valerie Barchet 2, Sarah Breunich 8, Lisa Engel 25, Julia
Krebs 9, Louisa Linn 6, Carolin Ro3bach 16, Sophie Schafer 2, Lisa Schwarz 10, Phil-
ipp Thau 12;

Kl. 7: Kurosch Habibi 13;

KI. 8: Julia Jung 30, Sarah Trobs 52,

KI.11: Verena Pragert 72.

Wittlich, Peter-Wust-Gymnasium: KIl. 8: Charlotte Capitain 89.
Gymnasium Wolfen-Stadt: KI. 13: Martin Radloff 13.
Worms, Eleonoren-Gymnasium: KI. 7: Moritz Maurer 43.
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