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Liebe Le(0)serin, lieber Le(d)ser!

Die NEUEN AUFGABEN warten auf Losungen. Nur Mut, auch
wenn du in Mathe keine ,Eins* hast. Die Aufgaben sind so gestal-
tet, dass du zur Losung nicht unbedingt den Mathe-Stoff der Schule brauchst. Vielmehr
wird das Losen mancher Aufgabe viel mathematische Phantasie und selbststandiges
Denken von dir fordern, aber auch Zahigkeit, Wille und Ausdauer.

Wichtig: Auch wer nur eine oder Teile einzelner Aufgaben l6sen kann, sollte teil-
nehmen; der Gewinn eines Preises ist dennoch nicht ausgeschlossen.

Fur Schuler/innen der Klassen 5-7 sind in erster Linie die ,Mathespielereien” vorge-
sehen; auch Schuler/innen der Klassen 8 und 9 dirfen hier mitmachen, aber nur auf der
Basis der halben Punktzahl. Denkt bei euren Loésungen daran, auch den Losungsweg
abzugeben! -

Alle Schuler/innen, insbesondere aber jene der Klassen 8-13, kdnnen Lésungen (mit
Losungsweg!) zu den NEUEN AUFGABEN und zur ,Seite fir den Computer-Fan®
abgeben. (Beitrage zu verschiedenen Rubriken bitte auf verschiedenen Blattern.)
Abgabe-(Einsende-) Termin fir Losungen ist der

Zuschriften bitte an folgende Anschrift: 15.11.2005.

Johannes Gutenberg-Universitat Tel.: 06131/3926107
Institut far Mathematik Fax: 06131/3924389

MONOID-Redaktion o . _ _ .
D-55099 Mainz e-Mail: monoid@mathematik.uni-mainz.de

Im ELG Alzey kdnnen Losungen und Zuschriften im MONOID-Kasten oder direkt an
Herrn Kraft abgegeben werden, im KG Frankenthal direkt an Herrn Képps.

Ferner gibt es in folgenden Orten/Schulen betreuende Lehrer, denen ihr eure Lésungen
geben kénnt: Herrn Ronellenfitsch im Leibniz-Gymnasium Ostringen, Herrn Wit-
tekindt in Mannheim, Herrn Jakob in der Lichtbergschule in Eiterfeld, Frau Lang-
kamp im Gymnasium Marienberg in Neuss, Herrn Stapp in der Schule auf der Aue
in Munster, Herrn Kuntz im Wilhelm-Erb-Gymnasium Winnweiler, Herrn Meixner im
Gymnasium Nonnenwerth, Herrn Mattheis im Frauenlob-Gymnasium Mainz und Herrn
Dillmann im Gymnasium Eltville.

Die Namen Aller, die richtige Losungen eingereicht haben, werden im MONOID in der
RUBRIK DER LOSER und in der MONOID-Homepage im Internet erscheinen.

Wir bitten auch um neue Aufgaben, die du selbst erstellt hast, um sie in den Rubri-
ken ,Mathespielereien“ und ,Neue Aufgaben® zu vero6ffentlichen. Diese Aufgaben sol-
len aber nicht aus Lehrbiichern oder Aufgabensammlungen entnommen sein, sondern
deiner eigenen Phantasie entspringen. Wurde es dich nicht einmal reizen, eine Aufga-
be zu stellen, deren Losung vorerst nur du kennst?

Am Jahresende werden 20-25 Preise an die flei3igsten Mitarbeiter vergeben. Seit 1993
gibt es bei uns noch einen besonderen Preis: Das Goldene M

AuRRer der Medaille mit dem goldenen M gibt es einen beacht-
lichen Geldbetrag fur die beste Mitarbeit bei MONOID und bei
anderen mathematischen Aktivitaten, namlich:

Lésungen zu den NEUEN AUFGABEN und den MATHESPIE-
LEREIEN, Beitrage zur ,Seite fir den Computer-Fan“, Artikel
schreiben, Erstellen von ,neuen Aufgaben®, Tippen von Texten
fur den MONOID, Teilnahme an Wettbewerben, etc.

Und nun winschen wir euch Allen: Viel Erfolg bei eurer Mitarbeit! Die Redaktion
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Einladung
zur ,,25 Jahre MONOID*“-Jubilaumsfeier

am 26. November 2005
im Karolinen-Gymnasium Frankenthal

Anlasslich der 200-Jahrfeier des Karolinen-
Gymnasiums in Frankenthal im Jahre 1980 gab
es auch einen schulinternen mathematischen
Wettbewerb. Daraus entwickelte Martin Mettler
die Schuilerzeitschrift MONOID als ,Mathematik-
blatt fir Mitdenker*, von dem er 20 Jahrgange
selbst heraus gab - zunachst in Frankenthal,
spater beim Elisabeth-Langgéasser-Gymnasium
in Alzey, wohin Herr Mettler als Mathematikleh-
rer inzwischen gewechselt war. Seit 2001 er-
scheint MONOID mit vier Ausgaben pro Jahr
beim Fachbereich Mathematik und Informatik der Johannes Gutenberg-Universitat in
Mainz, der seit April dieses Jahres im Fachbereich 08 Physik, Mathematik und Infor-
matik aufgegangen ist.

Die Jubilaumsfeiern zum 225-jahrigen Bestehen des Karolinen-Gymnasiums sind in-
zwischen angelaufen und erreichen am 23. September mit einer Schulfeier ihren ersten
Hohepunkt. Informationen zur Geschichte der Schule und die Termine zum Jubildum
gibts auf der Schul-Homepage unter http://www.karolinen-gymnasium-ft.
de.

Ein weiterer Hohepunkt und gleichzeitig der Abschluss der Feiern wird die 25-Jahr-
Feier fur MONOID sein mit der feierlichen Preisverleihung am Samstag, dem 26.
November 2005, in der Aula des Karolinen-Gymnasiums am Rontgenplatz 5 in Fran-
kenthal. Hierzu laden die Schulleitung und die MONOID-Redaktion alle Freunde
und Forderer von MONOID herzlich ein; die Preistragerinnen und Preistrager werden
noch gesondert eingeladen. Die Anfahrt zur Schule ist in einem Stadtplan zu ersehen,
zu dem es von der Schul-Homepage aus einen Link gibt. Das ausfihrliche Programm
mit weiteren Informationen wird auf den Schul- und den MONOID-Seiten im Internet
zu finden sein.

Nach der BegrifRung der Festgaste um 11 Uhr und der Entgegennahme von Grul3-
adressen halt Prof. Dr. Stefan Miuller-Stach vom Institut fir Mathematik der Univer-
sitdt Mainz den Festvortrag. An die Vergabe der vom Verein der Freunde der Ma-
thematik an der Universitat Mainz gestifteten MONOID-Preise einschlie3lich des Gol-
denen M an die erfolgreichsten Ldserinnnen und Loser schlief3t sich die Ehrung der
Preistrager(innen) des Landeswettbewerbs Mathematik aus dem Karolinen- und dem
Elisabeth-Langgasser-Gymnasium an.

Umrahmt wird die MONOID-Feier am Vormittag von 9 bis 11 Uhr und am Nachmittag
nach dem Imbiss um 13 Uhr von einem ,Markt der Moglichkeiten": Hier soll es Ex-
ponate mit ,Mathematik zum Anfassen®, mathematische Arbeitsgruppen, experimen-
telle Untersuchungen am Computer sowie Literatur- und Software-Prasentationen der
Schulbuchverlage geben.

e
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Betrachtungen Uber grol3e Zahlen

von Markus Dillmann

Immer wieder tauchen in Zeitungen oder Nachrichtensendungen Zahlen auf. Oft ver-
birgt sich die eigentliche GroRenordnung der Zahlen hinter Namen wie z.B. Milliarden
oder Millionen. Manche Zahlen sehen dadurch auf den ersten Blick relativ klein aus.
Ein Standardbeispiel ist die Verschuldung der offentlichen Haushalte. Ganz harmlos
klingt die Verschuldung des Bundes: 39 Milliarden € Schulden in einem Jahr. In die-
ser Schreibweise sieht die Zahl ganz harmlos aus. Doch ausgeschrieben ist sie kaum
mehr vorstellbar: 39 000 000 000€. Wenn wir nun wissen wollen, was sich wirklich hin-
ter dieser Zahl verbirgt, kommt die Mathematik ins Spiel. Es bietet sich an, diese Zahl
einmal mit der Bevolkerung der BRD (ungefahr 83 000 000 = 83 Millionen) zu verglei-
chen. Der ubliche Vergleichswert fur Schulden ist die ,Pro Kopf-Verschuldung*. Dazu
mussen die Schulden durch die Anzahl der Einwohner geteilt werden. Fir den Bund
bedeutet dies:

39 Milliarden € = 83 Millionen Einwohner = 469, 88 € pro Einwohner.

Wer versucht mitzurechnen, muss bei diesen vielen Nullen gut aufpassen. Mathema-
tiker versuchen deshalb die Schreibweise zu vereinfachen. Sie zahlen die Anzahl der
Nullen — bei 83000000 sind das 6 — und schreiben kiirzer: 83 000000 = 83 * 10° und
genauso 39 000000000 = 39 x 10°. Man sagt, die Zahl ist mit einer 10er Potenz ge-
schrieben. Damit sieht die Rechnung gleich viel Ubersichtlicher aus:

39 x 10° € < 83 * 10° Einwohner. Diese Rechnung kann direkt mit dem Taschenrechner
ausgefuhrt werden. Fur die 10er Potenz muss je nach Taschenrechner die Taste EXP
oder EE verwendet werden. Aber auch ein wenig Bruchrechnung hilft bei dieser Rech-
nung weiter. Wenn die Divisionsaufgabe zunachst als Bruch geschrieben wird, kbnnen
wir insgesamt 6 mal mit 10 kirzen:

39000000000 39000

39 %107 +~ 83 % 10° = =
* * 83000000 83

Als Regel kdnnen wir uns merken: beim Dividieren werden die Hochzahlen der Poten-
zen subtrahiert. Ohne Bruche sieht die Rechnung dann so aus:

39 x 10 € + 83 x 10° Einwohner = (39 % 10°€ + 83 Einwohner) = 39000 € =+ 83 Ein-
wohner = 469, 88 € pro Einwohner.

Jeder Einwohner, dabei sind auch Jugendliche und Kinder mitgezahlt, misste im Jahr
rund 470 € bezahlen. Versuchen wir einmal, die Zahl noch besser zu verstehen: Das
sind 470€ <12 Monate ~ 40€ im Monat.

Flr einige sind diese 40€ schon mehr als das monatliche Taschengeld. Dazu kommen
aber auch noch die Schulden aus den Vorjahren. Insgesamt hat die BRD Ubrigens eine
Verschuldung von 760 Milliarden<€. Das sind pro Einwohner etwa 9100<€. Das sind pro
Monat. .. Nun ist der Bund nicht der einzige offentliche Haushalt. Auch Lander und Ge-
meinden machen jedes Jahr Schulden. Du kannst ja die pro Kopf Verschuldung deines
Bundeslandes und deines Wohnortes mit der Verschuldung des Bundes vergleichen.
Hier die Zahlen flr
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Rheinland-Pfalz: 4 Millionen Einwohner

26 Millionen Gesamtschulden

2 Millionen Schulden in einem Jahr
Mainz: 200 000 Einwohner

500 Millionen Schulden

77,4 Millionen Schulden in einem Jahr

Die Schreibweise mit 10er Potenzen begegnet uns z.B. auch in der Astronomie. So
ist die mittlere Entfernung von der Erde zur Sonne ca. 1,5 = 10® km. Wenn wir die-
se Strecke in einem Jahr zuricklegen wollen, missten wir jeden Tag 410000 km
zuriicklegen. Das ist eine Strecke, 10 mal so lang wie der Aquator. Eine unvorstell-
bar weite Strecke. Vielleicht ist ja der von der NASA geplante Raumflug zum Mars
ein Beispiel, das euch interessiert. Versucht doch einmal, die Entfernung von der Erde
zum Mars herauszufinden. Wie lange eine Raumfahre wohl fiir diese Strecke bendtigt.
Doch diese Frage soll zunachst einmal als Anregung offen bleiben. Bestimmt konnt ihr
noch viele weitere Beispiele finden.

[] [] [] [] [] []

Was heildt hier ,,besser*“?
Von Wolfgang J. Buhler

Ungleichungen sind transitiv, das heif3t: Wenn a < bund b < ¢, so folgt a < c. So
etwas gilt z. B. auch im Sport: Ist Philipp schneller als Maurice und Maurice schneller
als Patrick, so ist auch Philipp schneller als Patrick. Von den Dreien ist also Philipp der
Schnellste.

Andererseits habe ich gesehen, dass Patrizia beim Tischtennis gegen Dorothee mei-
stens gewinnt, d. h. besser spielt als diese. Genauso spielt Dorothee besser als An-
nette. Ich war dann Uberrascht, dass Annette fast immer gegen Patrizia gewinnt. Hier
l&sst sich also keine ,beste” Spielerin finden.

Noch Uberraschender ist folgendes Spiel, bei dem Mathematik eine Rolle spielt. Ge-
spielt wird mit drei Warfeln, einem roten, dessen sechs Seiten die Zahlen 1,1,5,5,9,9
tragen, einem blauen mit 2,2, 6,6,7,7 und einem gelben mit den Zahlen 3,3,4,4,8, 8.

Ich lasse Dich zuerst einen der Wiirfel wahlen, danach wéahle ich einen der beiden
anderen Wirfel. Danach werfen wir, und es gewinnt, wer die hohere Zahl geworfen
hat.

Meine Chancen zu gewinnen sind dann hoéher als Deine, obwohl Du doch die erste
Wahl des Wirfels hattest. Wundert Dich das ein bisschen?

Wenn mit dem roten und dem blauen Wirfel gespielt wird, so treten die Zahlenpaare

(1,2), (1,6), (1,7), (5,2), (5,6), (5,7), (9,2), (9,6), (9,7)

gleich haufig auf (sind gleich wahrscheinlich). Von diesen sind die unterstrichenen Paa-
re gunstig fur blau. Blau hat also die besseren Chancen (5 von 9 Mdoglichkeiten), zu
gewinnen. Ahnlich berechnet man 5 von 9 Méglichkeiten fiir gelb gegen blau und fiir
rot gegen blau. Wahlst Du also rot, so wahle ich blau, wahlst Du blau, so wahle ich
gelb, und wahlst Du gelb, so spiele ich mit dem roten Wiirfel. In jedem Fall stehen dann
die Chancen fiur mich besser.
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Der kleine Carl Friedrich hat’s uns
vorgemacht.

Von Hartwig Fuchs

Man l6se die Aufgabe

(1) Berechne die Summe der Ziffern aller Zahlen n < 10'°. (Wir wollen im folgenden
unter einer Zahl stets eine positive ganze Zahl verstehen.)

Bevor wir uns entscheiden, diesem Problem rechnerisch — z. B. mit einem Computer
— zu Leibe zu riicken, wollen wir versuchen, eine Loésung von (1) auf einem Weg zu
finden, der schon den siebenjahrigen Carl Friedrich Gaul3 bei einem ahnlichen Pro-
blem zum Ziel fihrte und der auch sonst in der Mathematik bei bestimmten Beweisen
begangen wird.

Jedem ist wohl die Geschichte vom kleinen Carl Friedrich bekannt: Der sollte in der
Schule die Zahlen von 1 bis 100 addieren. Das gelang ihm unerwartet schnell, weil er
aus den Zahlen 1,2,...,100 die 50 Paare 1|100; 2|99; ...; 50|51 bildete und er damit
wusste, dass die gesuchte Summe 50 - 101 = 5050 ist.

Auch bei der folgenden Aufgabe erweist sich das Prinzip der Paarbildung als nutzlich:
Es seien alle Teiler einer Zahl mit vielen Teilern zu bestimmen. Um keinen Teiler zu
Ubersehen, arbeiten wir zweckmagig mit den Paaren Teiler|Komplementarteiler.

Beispiel:

(2) Berechne die Teiler von 1440.

LOsung:

Teiler 1 |23 ]4]|5]|6]8]9]10]12
Komplementérteiler | 1440 | 720 | 480 | 360 | 288 | 240 | 180 | 160 | 144 | 120
Teiler 15]16 |18 |20 |24 |30|32]36

Komplementérteiler | 96 | 90 [ 80 | 72 | 60 | 48 | 45 | 40

Wir probieren nun die Paarbildungsmethode am Problem (1) aus. Um etwaige Struk-

turen des LOsungswegs aufzuspuren, betrachten wir zunachst die Falle n < 10", m =

1,2 und 3.

n<10: Ausden Zahlen1,2,...,10 bilden wir die vier Paare 1|9; 2|8; 3|7; 4|6 — je-
des Paar hat die Ziffernsumme 10; bei der Paarbildung wurden die Zahlen 5
und 10 mit der Ziffernsumme 6 nicht beriicksichtigt. Somitist4 - (1+9) + 6
die gesuchte Ziffernsumme.

n < 100: Es gibt 49 Paare 1]99; 2|98; ...; 49|51 — jedes Paar hat die Ziffernsumme
1+2-9; die Zahlen 50 und 100 mit der Ziffernsumme 6 kommen in keinem
Paar vor. Also gilt hier: Die Ziffernsumme aller Zahlen n < 100 ist 49 - (1 +
2-9)+6.

n <1000 : Es gibt 499 Paare 1|999; 2|998; ...; 499|501 — jedes Paar hat die Ziffern-
summe 1 4 3-9; die bei der Paarbildung nicht beteiligten Zahlen 500 und
1000 haben die Ziffernsumme 6. Also gilt: Die Ziffernsumme aller Zahlen
n <1000ist499-(14+3-9)+6.
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Aus diesen drei Fallen lesen wir eine GesetzmalRigkeit ab:

(3) Die Ziffernsumme aller Zahlenn < 10",m =1,2,3..., ist (% — 1) (1+m-9)+6.

Fur (1) gilt somit: Die Ziffernsumme aller Zahlen < 10'° ist 454 999 999 915.

Es ist offensichtlich, wie wirkungsvoll die Paarbildungsmethode den Aufwand zur L©-
sung der Aufgabe (1) reduziert — man stelle sich einfach nur einmal vor, man wollte der
Reihe nach die Ziffern der Zahlen von 1 bis 10° oder z. B. auch bis 10'%° aufaddieren
— selbst wenn man dabei einen elektronischen Rechenknecht einspannt, was fir eine
Arbeit!

Aufgabe
Berechne die Summe der Ziffern aller ungeraden ganzen Zahlen n, 0 < n < 10°
(n<10",m=1,2,3,...). (H.F)

Die Losung findet ihr an anderer Stelle in diesem Heft.

Fibonacci und der Bruch 1/89

Von Marion Heublein

Die Meisten werden sicher schon einmal von Leonardo von Pisa, Leonardo Pisano
oder besser bekannt unter dem Namen Leonardo Fibonacci gehort haben.

Dieser bedeutende Mathematiker des Mittelalters, der um 1170 geboren wurde und
am Hofe Kaiser Friedrichs Il. angestellt war, verfasste 1202 die erste systematische
EinfUhrung in das indische Zahlenrechnen sowie geometrische und zahlentheoretische
Schriften. Wohl bei dieser Arbeit stiel3 der Italiener auch auf die spater nach ihm be-
nannte Fibonaccifolge 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ..., a,, ..., fur die allgemein gilt:

am=a=1 und a,,»,—a,;1—a,=0.

Doch nur selten begegnet man einer verbliffenden Beziehung, die zwischen dieser
bekannten Folge und dem Bruch 1/89 besteht. Die Dezimalschreibweise dieses sonst
nicht weiter auffalligen Bruches lasst sich, wie verschiedene Mathematiker entdeckt
haben, wie folgt mit der Fibonacci-Reihe in Verbindung setzen:

0,01

0,001
0,0002

0, 00003

0, 000005

0, 0000008
0,00000013
0,000000021

- ONN OO WDN RS

0,01123595...
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Addiert man die Fibonaccizahlen der Reihe nach als Dezimalstellen eines Bruches und
lasst die Anzahl an Dezimalstellen mit steigendem n je um 1 wachsen, so erhalt man
den Bruch 1/89 in Dezimalstellen.

Wer noch mehr solcher faszinierender Geheimnisse der Mathematik kennen lernen
will, fir den ist Clifford A. Pickovers ,Dr. Googols wundersame Welt der Zahlen®, er-
schienen im dtv, ISBN 3-423-34177-7, 256 Seiten, 9,50€, genau das Richtige!

Die ,,besondere* Aufgabe

Pythagoreische Dreiecke

In einem rechtwinkligen Dreieck habe eine Kathete die
Lange a = 120.

Begruinde: Es gibt hochstens 63 Moglichkeiten, die an-
deren Seitenlangen b und c so festzulegen, dass sie
ganzzahlig sind.

Welches sind die grof3ten sowie die kleinsten ganzen
Zahlen b,c ? (H.F)

Losung:

Fur die gesuchten Dreiecke gilt nach Pythagoras c¢* — b*> = 1202, also auch
(c — b)(c +b) = 120%. Wenn b und ¢ ganzzahlig sind, dann missen (¢ — b) und (c + b)
ganzzahlige Teiler von 1202 sein.

Wie viele ganzzahlige Teiler hat nun 120%?

Nach einem Satz aus der Zahlentheorie hat eine als Produkt ihrer Primfaktorpoten-
zen p7', p3?, ..., p¥ geschriebene natlrliche Zahl n, also n = p{'py*--- p* genau
(1 +1)(x+1) - (e, + 1) Teiler.

Daher hat 120> = 2%-3%.5% genau 7 - 3 - 3 = 63 Teiler.

Die Aufgabe hat also hdchstens 63 verschiedene ganzzahlige Lésungen (¢ — b) und
(c+ b), aus denen sich jeweils hochstens eine ganzzahlige Losung b und ¢ ergibt.

Wir schreiben nun die Teiler (¢ —b) und (c + b) von 1207 tabellarisch auf. Aus
(¢ —b)+ (c+ b) = 2c folgt, dass ¢ nur dann ganzzahlig ist, wenn (¢ — b) + (c + ) ge-
rade ist. Weiter: Aus der Kenntnis von (c — b) und ¢ erhélt man b.

c—b 1 2 3 4 5 6 --- 100 120
c+0b|14400 7200 4800 3600 2880 2400 --- 144 120
c — 3601 - 1802 - 1203 ... 122 —

b — 3599 - 179¢ - 1179 ... 22 —

Die grof3te Losung ist danach ¢ = 3601, b = 3599, und die kleinste LOsung ist ¢ = 122,
b =22.
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Die Aufteilung eines Konigreiches

von Hartwig Fuchs

August Ferdinand Mobius (1790 — 1868), Mathematiker und Astronom, Entdecker des
nach ihm benannten Mobiusbandes*

lehrte von 1816 bis zu seinem Tode an der Universitat Leipzig. In einer Geometrievor-
lesung im Jahre 1840 stellte er seinen Studenten die folgende Aufgabe:

Ein KOnig, der in Indien Uber ein grol3es Reich herrschte, legte in seinem Testa-
ment fest, dass seine funf SOhne das Reich nur unter drei Bedingungen unter
sich aufteilen durften:

(1) Jedes Teilreich muss mit jedem der vier anderen eine Grenzlinie gemeinsam ha-
ben, und keine Hauptstadt eines Teilreiches darf auf einer Grenze liegen.

(2) Jede Hauptstadt eines Teilreiches soll mit jeder anderen Hauptstadt durch eine
Stral3e so verbunden werden, dass jede dieser Strafl3en nur durch die beteiligten
zwei Lander und tber die ihnen gemeinsame Grenzlinie (nicht aber Grenzpunkt)
verlauft.

(3) Keine zwei StralRen durfen sich kreuzen.

Der Konig verlangte aber ausdrticklich nicht, dass die durch die Reichsteilung entste-
henden Lander gleich gro3 sein mussten.

Nach dem Tod des Konigs versuchten die S6hne, das Reich zu teilen — sie fanden
jedoch keine Losung ihres Problems! Wieso?

Bevor wir uns mit der Mobius-Aufgabe befassen, wollen wir die zu ihr hinfihrenden
Vorstufen untersuchen. Dabei nehmen wir an, dass das Konigreich ein Quadrat ist (die
Form des Konigreichs ist fur die Losung der Aufgabe unerheblich — sie muss nur ein
zusammenhangendes Gebiet ohne Locher sein).

Mit Punkten e bezeichnen wir die Hauptstadte und mit gestrichelten Linien — — — die
Verbindungsstral3en der Hauptstadte.

Der Konig hat

*Man erhalt ein M6biusband, indem man die Enden eines Papierstreifens um 180° verdrillt und mit
einander verklebt. Stellt euch doch selbst mal eines her und versucht euch vorzustellen, was mit einer
Ameise passiert, die auf dem Band einmal die volle Streifenlange entlang krabbelt.
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zwei Sohne: Diese kdnnen das Reich

-@

e

! \

SO oder so L4 aufteilen.

drei Sohne: Folgende Aufteilungen sind maoglich

so|' * | oder so| e oder so| Y

So| |e[ 4| _’ | oder so e | & oder so|, ‘J.xX |

Uberpriife selbst, ob die Bedingungen (1), (2) und (3) jeweils eingehalten wurden.
Gibt es eventuell weitere Aufteilungen in diesen drei Fallen? Finde es selbst heraus.

Nun betrachten wir den Fall, dass der Konig funf Sohne hat.
Annahme:
(4) Das Reich ist so auf die finf S6hne aufteilbar, dass (1), (2) und (3) erfullt sind.

Wir bezeichnen die Hauptstadte der funf Teilreiche mit A, B, C, D, E und eine Strale
Z. B. zwischen A und B mit AB.

Je zwei der funf Hauptstadte sind durch eine Stral3e verbunden, die kein drittes Land
(auch nicht seine Grenzen) berthrt (2) und die keine andere Stral3e kreuzt (3).

Die Stadte A, B und C sind durch eine Ringstrale ABCA verbunden. Da die Stral3e
DE, welche die Stadte D und E verbindet, die Ringstral3e ABCA nicht kreuzt, gilt fir D
und E:

Entweder liegen D und E beide innerhalb oder beide auf3erhalb des von der Ringstral3e
ABCA umschlossenen Gebiets.

1. Fall: D und E liegen innerhalb der Ringstrale ABCA. Dann gehen von D die drei
Stralen DA, DB, DC aus, die zusammen mit den StraRen AB, BC, CA drei neue Ring-
stralR3en bilden, namlich DABD, DBCD, DCAD - vgl. Bild 1.

Nun kann E nicht innerhalb einer dieser drei Ringstral3en liegen. Lage E z. B. innerhalb
von DABD, dann gabe es keine Stral3e von E nach C, die nicht eine andere StralRe
kreuzte — und entsprechend gébe es keine StralRen von E nach A bzw. nach B, wenn
E innerhalb der Ringstral3e DBCB bzw. DCAD lage. Der erste Fall tritt somit nicht ein.
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°F ?
A Bild 1

" Bild 2

2. Fall: D und E liegen auf3erhalb der RingstralRe ABCA. Dann gehen von D die drei
StralRen DA, DB und DC (gestrichelt bzw. durchgezogen) aus.

Die Stadt E kann nicht innerhalb der RingstralRe DACD liegen, weil es keine kreu-
zungsfreie Strafl3e von E nach B gibt. Analog schlief3t man aus, dass E innerhalb oder
aul3erhalb der RingstraRe DBAD bzw. DCBD liegt. Der 2. Fall ist also auch nicht
maoglich.

Insgesamt gilt daher: die Annahme (4) ist falsch — das Konigreich kann nicht so auf die
funf SOhne verteilt werden, dass (1) — (3) erfillt sind!

Anhang: Der Satz von Kuratowski
von Cynthia Hog-Angeloni

Heutzutage wiirde man die Unma@glichkeit der Aufteilung des Konigreichs so formulie-
ren: ,Der vollstandige Graph Uber 5 Punkte ist nicht plattbar”.

Da nach (2) und (3) jede Hauptstadt e mit jeder kreuzungsfrei verbunden werden soll,
bedeutet dies, dass in dem aus Hauptstadten und ihren Verbindungsstral3en beste-
henden Graphen jeder Punkt mit jedem zu verbinden ist. Solche Graphen heil3en
vollstandig. Graphen, die sich kreuzungsfrei in die Ebene zeichnen lassen, heil3en
plattbar (oder planar).

Im Raum ist es durchaus mdglich, die funf Punkte A, B, C, D, E paarweise zu verbinden,
ohne dass die Verbindungsstrecken sich schneiden:

C

A
Der vollstandige Graph V5 Uber finf Punkte.
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Ein verwandtes, weithin bekanntes Problem ist das Folgende:
Drei Hauser sollen jeweils mit dem Wasserwerk W, dem Elektrizitdtswerk E und dem
Gaswerk G verbunden werden. Gelingt dies tuberkreuzungsfrei?

Eine ganz ahnliche Betrachtung wie bei der Aufteilung des Konigreiches zeigt, dass
dies nicht der Fall ist: Auch dieser Graph ist nicht plattbar. (Versuche, dies selbst zu
beweisen!)

Der Graph K3 3: Drei Punkte 1,2,3
sind duch je eine Kante mit drei weiteren Punkten W, E, G verbunden.

W

G
Raumliches Bild des Kj 3

Wie kann ich nun herausfinden, ob ein gegebener Graph plattbar ist? Sicher ist er es
dann nicht, wenn er einen der beiden Vs oder Kj 5 als Teilgraphen enthalt, d.h. einen
Graphen, der aus dem urspringlichen Graphen durch Entfernen von Ecken und Kanten
entsteht. Auch dann nicht, wenn er einen Graphen umfasst, der aus Vs oder Kj; 3 durch
Unterteilung hervorgeht:

Unterteilung von Kanten

Ersetzt man in einem Graphen eine Kante durch einen Weg endlicher Lange (Einfligen
von Punkten), so spricht man von einer Unterteilung der Kante.

Tatsachlich gilt sogar die Umkehrung:

Satz von Kuratowski: Ein endlicher Graph ist genau dann plattbar, wenn er keinen
Teilgraphen enthalt, der durch Unterteilung von V5 oder Kj ; entstanden ist.

Dieser Satz wurde von dem polnischen Mathematiker Kazimierz Kuratowski (1896-
1980) bewiesen.
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Ein Blick hinter die Kulissen:
Wie macht das der Magier?

Von Hartwig Fuchs

7

——
—

Ein Magier verspricht seinem Publikum eine Demon-
stration seiner Fahigkeit, den Willen einer ihm frem-
den Person — ohne Hypnose! — zu beeinflussen. Da-
Zu bittet er einen Zuschauer auf die Bihne und zeigt
ihm einen Stapel farblich unterschiedener Karten mit
Zahlenquadraten verschiedener Felderzahl. Dann er-
klart er: ,lch werde den Willen des Zuschauers so
lenken, dass er auf einer beliebig von ihm gewahlten
Karte die von mir insgeheim gewiinschte Zahlenfolge
auswahlt.

Der Zuschauer zieht z. B. das nebenstehende

grine‘ Quadrat aus dem Stapel. Der Magier fordert
nun den Zuschauer auf, sieben Zahlen des Quadrats
auf folgende Weise auzuwahlen: Nach der ersten
Wahl sollen alle Zahlen in der Zeile und der Spalte,
an deren Kreuzungspunkt die gewahlte Zahl steht,
gestrichen werden; nach der Wahl der zweiten Zahl
— die keine gestrichene Zahl sein darf! — verfahre
man mit den zugehodrigen Zeilen- und Spaltenzah-

9113|176 |11 7 | 8
317|110 |5 (|1]2
519|132 |7 3] 4
151191231217 |13 |14
8 121165 (10| 6 | 7
4181|1216 |23
6 (10143 | 8 |4 |5

len ebenso wie nach der ersten Wahl; usw. bis alle

sieben Zahlen ausgesucht sind. Aber — so der Magier: Der Zuschauer kann die sieben
Zahlen nur so auswahlen, wie ich es will. Zum Beweis, dass ich das kann, schreibe
ich vorweg die Summe der sieben Zahlen auf einen Zettel, den ich dem Zuschauer zur
Verwahrung gebe. Er schreibt ,58* auf den Zettel. Der Zuschauer wahlt sieben Zahlen
auf die vorgeschriebene Weise: Ihre Summe ist tatsachlich 58. Probier’ es selbst — es
klappt! Mit welchem Trick arbeitet der Magier?

Wir erlautern den Trick des Magiers am Beispiel des gegebenen 7 x 7-Quadrats.

|37 |11]0]5]1]2] An die Zeilen- und Spaltenanfange des

zunachst leeren grinen’ Quadrats schreibt

der Magier beliebige Zahlen, z. B. so wie

in nebenstehender Figur. Er merkt sich:

Beim ,grinen‘ Quadrat ist die Summe der

Zeilen- und auch der Spaltenanfangszahlen
58. Dort, wo sich eine Zeile und eine Spal-

te Uberschneiden, schreibt er die Summe aus

der zugehorigen Zeilen- und Spaltenanfangs-

W[ =] O1

zahl hin (vgl. die Figur). So konstruiert er das

gegebene griine Zahlenquadrat.
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Danach radiert er alle Zeilen- und Spaltenanfangszahlen weg. Wenn nun der Zuschau-
er das griine Quadrat wahlt und darauf sieben Zahlen nach Vorschrift des Magiers fest-
gelegt hat, dann gilt: Keine zwei dieser Zahlen stehen in der gleichen Zeile oder Spalte.
Mit der Wahl der sieben verschiedenen Zahlen hat der Zuschauer — ohne es zu wissen
— auch sieben verschiedene Paare als Anfangszahlen gewahlt. Die Summe dieser 14
Anfangszahlen kennt der Magier — er weil3: Beim ,grinen‘ Quadrat ist sie 58 — und sie
stimmt Uberein mit der Summe der sieben Zahlen auf seinem Zettel.

So kann er die Summe der gewdahlten Zahlen stets im Voraus angeben; er braucht
dazu nur die Farbe des Quadrats zu kennen.

Nach dem Muster der Konstruktion des 7 x 7-Quadrats konnen Quadrate beliebiger
Grol3e mit beliebig vorgegebenen Anfangszahlen hergestellt werden.

Mathis machen mathematische Entdeckungen
am magischen Kreis

48

37
Unsere Zahlenfigur aus vier konzentrischen Zahlenringen hat viele tGberraschende Ei-
genschaften, die es zu entdecken gilt. Wir wiinschen den Mathis unter den MONOID-

Le(6)sern dabei viel Vergnigen. (H.F)
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Eure Entdeckungen konnt Ihr bis zum 15. Februar 2006 an die MONOID-Redaktion
einsenden. Im MONOID-Heft 85 werden wir Eure Ergebnisse veroffentlichen; aul3er-
dem erhaltet Ihr auch hierauf Punkte.

¢ ¢ ¢ ¢

Im MONOID-Heft 79 hatten wir Euch eingeladen, am ne-
benstehenden 6 x 6-Zahlenquadrat aus den ungeraden
Zahlen von 1 bis 71 nach uUberraschenden Eigenschaf-
ten zu fahnden und bei erfolgreicher Suche auch das
entsprechende 8 x 8- oder das 10 x 10-Quadrat unter
die Lupe zu nehmen. Bisher ist bei der Redaktion keine
Einsendung hierzu eingegangen.

1 3 5 7 9 11
13 15 17 19 21 23
25 27 29 31 33 35
37 39 41 43 45 47
49 51 53 55 57 59
61 63 65 67 69 71

Hier einige mogliche Losungen, die der Aufgabensteller H.F. vorschlagt:

Wir bezeichnen den unvollstandigen Satz ,Die Summe aller Zahlen* mit £. Dann gilt fir
das

6 x 6-Quadrat z. B. n X n-Quadrat, n gerade, z. B.

Y in der 1. Zeile = 62 L =n?inder 1. Zeile

Y in der 2. Zeile = 3 - 62 Y =3-n?inder 2. Zeile

Y in der 3. Zeile =5 - 62 Y =5-n?inder 3. Zeile

Y in der 4. Zeile =7 - 62 L =7-n?inder 4. Zeile

Y in der 5. Zeile =9 - 62 : :

L in der 6. Zeile =11 - 62 ¥ = (2n—1)-n?inder n. Zeile

¥ in der 1-Diagonale = 6° ¥ = n% in der 1-Diagonale

¥ in der 11-Diagonale = 6° ¥ = n® in der (2n-1)-Diagonale

¥ im inneren 2 x 2-Quadrat = (2 - 6)? ¥ = (2-n)?*iminneren 2 x 2-Quadrat

¥ im mittleren 4 x 4-Quadrat = (4 - 6)? ¥ = (4-n)?im nachsten 4 x 4-Quadrat

¥ im gesamten 6 x 6-Quadrat = (6 - 6)> ¥ = (n-n)?im gesamten n x n-Quadrat

¥ in den 4 Ecken des 6 x 6-Quadrats = 62 £ = n? in den 4 Ecken des n x n-Quadrats

Fir die acht 2 x 2-Teilquadrate des 6 x 6-Quadrats gilt - vgl. Figur:

L = 2 =
22 | Z=1]2.-2°
Yy =13.2° =
4.2°| L= 15-2°
Y =16-2°| L=
727 82>

Usw., usw, ...
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Mathematische Lese-Ecke — Lesetipps
zur Mathematik

Albrecht Beutelspacher: ,,Christian und die Zahlenkunstler*

Der Autor zahlreicher unterhaltsamer popularwissenschaftlicher Mathematikbicher und
Griunder des mathematischen Mitmachmuseums Mathematikum, Albrecht Beutelspa-
cher, wagt sich mit dem neu erschienenen Werk ,Christian und die Zahlenkinstler”
erstmals in die Sparte der Kinder- und Jugendbticher vor. Dieses Wagnis kann im
Grof3en und Ganzen als gelungen bezeichnet werden.

Der zwolfjahrige Christian hat Zoff mit seinen Eltern und seiner um zwei Jahre jingeren
Schwester. Um diesem zu entgehen, wird beschlossen, dass er zwei Wochen seiner
Sommerferien zusammen mit seiner Tante Ursula in Italien verbringen soll. Diese plant
jedoch keinen Strandurlaub, sondern will dort in einem abgelegenen Schloss an einer
Sommerschule Uber Mathematik teilnehmen.

Christian ist zunachst wenig begeistert, freundet sich jedoch im Schloss angekommen
mit den jungen italienischen Mathematikern Laura, Giorgio und Giovanni an, die ihn
neugierig auf das machen, worum es bei der Sommerschule geht: Das Knacken von
Codes.

Professor Primo, eine Koryphae auf dem Gebiet der Kryptographie, hatte angektindigt,
im Verlauf der zweiwdchigen Sommerschule ein Verfahren darzustellen, mit dem alle
Codes zu knacken seien. Verstandlicherweise waren daran nicht nur Mathematiker
interessiert, sondern auch diverse andere Menschen, darunter zwei seltsame altere
Manner in schwarzen Anzigen mit dunklen Sonnenbrillen. ..

Christian lernt in den zwei Wochen durch seine italienischen Freunde nicht nur span-
nende mathematische Zusammenhange, sondern Ursula erzahlt ihm auch den Grund,
warum sie Mathematikerin geworden ist: ,In der Mathematik kdnnen wir durch logische
Argumente herauskriegen, was richtig ist. Wir brauchen nicht zu streiten. Es gewinnt
nicht der, der starker ist. Sondern der, der Recht hat. Und wer Recht hat, das kbnnen
alle einsehen.”

Fazit: ,Christian und die Zahlenklnstler® ist ein ansprechendes, faszinierendes und
spannend zu lesendes mathematisches Kinder- und Jugendbuch. Einziger Wermuts-
tropfen ist der sehr abrupt und effektheischend hereinbrechende Schluss, der leider
etwas zu aufgesetzt wirkt.

Deshalb erhalt das Buch nur die Gesamtbeurteilung: gut © © ®

Angaben zum Buch:
Albrecht Beutelspacher: Christian und die Zahlenklnstler. Eine Reise in die wundersa-
me Welt der Mathematik. Beck 2005, ISBN 3-406-52708-6, geb. 176 Seiten, 14,90 €.

Art des Buches: Mathematisches Kinder- und Jugendbuch
Mathematisches Niveau: leicht verstandlich
Altersempfehlung: ab 12 Jahren

Martin Mattheis
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Die Seite fur den Computer-Fan

Ein Ziffernquadrat mit unglaublichen Primzahleigenschaften

Wenn man die Ziffern in nebenstehendem Quadrat

91133 horizontal von links nach rechts,

1/5/8|3 vertikal von oben nach unten,

7151219 diagonal von links oben nach rechts unten sowie
3191111 von rechts oben nach links unten

als vierziffrige Zahlen liest, dann sind diese 10 Zahlen samtlich Primzahlen.
Uberpriife dies mit deinem Computer!

Wenn man nun die vier Leserichtungen umkehrt, also von rechts nach links, von un-
ten nach oben, diagonal von unten nach oben liest, sind dann die neuen 10 Zahlen
ebenfalls samtlich Primzahlen? (gefunden H.F)

Losung der Computer-Aufgabe aus MONOID 81

169 als Quadratsumme

Untersuche mit Deinem Computer, fir welche natirlichen Zahlen n die Zahl 169 als
Summe von n Quadratzahlen darstellbar ist, wobei diese nicht verschieden zu sein
brauchen; tritt eine Quadratzahl in der Summe mehrfach auf, wird sie auch entspre-
chend mehrfach gezahlt.

(Noch ein Hinweis: Auch 1 gehort wegen 1 = 12 zu den Quadratzahlen.) (H.F)

Losung:
Auch ohne Computer findet man rasch Beispiele; soistfirn =1,2,3,4 und 5:

169 =132 =122 45> =12 + 42+ 32 =82+ 82+ 5> + 42 = 82 + 82 + 4% + 42 4 32
Klar ist auch fir n = 169 die Losung 169 = 1> +1%2 + ... + 12 mit 169 Einsen. GroRere
n kommen nicht in Betracht. Unmittelbar klar ist auch, dass es furn = 168 und n = 167
keine L6sung geben kann, wohl aber fur n = 166:

169 = 124+ 12+ ...+ 12 4+ 22 mit 165 Einsen.

FUr den verbleibenden Bereich 6 < n < 165 lohnt es sich, ein kleines Computer-
Programm zu schreiben, das entsprechende Darstellungen von 169 als Quadratsum-
men liefert. Das haben Simon Bats (Gymnasium Oberursel, Kl. 11), Christian Behrens
(Gymnasium am Romerkastell Alzey, KI. 9) und Stefanie Tiemann (Gymnasium Mari-
enberg Neuss, Kl. 11) getan. Dabei ergab sich, dass die einzigen Ausnahmefalle, fur
die es keine Darstellung von 169 als Summe von n Quadratzahlen gibt, die sieben
Falle n = 156,159,162,164, 165,167 und 168 sind.

Hinweis: Ihr kdnnt Eure LOsungen einschicken, denn auch hierbei gibt es Punk-
te zu ergattern. Allerdings musst Ihr bei der Verwendung eines Computeralgebra-
Systems oder eines eigenen Programms dies entsprechend dokumentieren durch
Einsenden der Programm-Datei (am besten als Anhang einer eMail an die
MONOID-Adresse: monoid@mathematik.uni-mainz.de).

Die Losungen werden jeweils im Gbernachsten Heft erscheinen, damit wir gegebe-
nenfalls auf interessante Losungen eingehen kénnen.
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LOosungen der Mathespielereien aus dem

MONOID 82
Drei Sailon fir Mathin ( Schisborfinnon dor KE. 5 - 7 )

Streichholzaufgabe

Lege Streichholzer so aneinander, dass
a) 10 Streichholzer 2 Quadrate,

b) 11 Streichholzer 3 Quadrate und

c) 12 Streichholzer 5 Quadrate ergeben. (H.F)
LOsung:
- g - g - g
' ' ' '
' ' ' '
' - - ' - - ' - -

Aufzugs-Problem

Im Erdgeschoss eines Wolkenkratzers steigen 12 Personen in den Aufzug nach oben.
In jedem Stockwerk halt der Aufzug. Dabei steigt mindestens ein Viertel, aber hochs-
tens ein Drittel aller mitfahrenden Personen aus; zugleich steigen so viele Personen
ein, wie die Nummer des Stockwerks angibt. (Ausnahme: das Erdgeschoss = Stock-
werk 0)

Gibt es ein Stockwerk, bei dem

a) maoglicher Weise genau so viele Personen aussteigen wie einsteigen?

b) mit Sicherheit sich erstmals mehr Leute im Lift befinden als im Erdgeschoss ein-
gestiegen sind? (H.F)

Losung:
Wir stellen die Veranderungen von Stockwerk zu Stockwerk der Anzahlen beteiligter
Personen tabellarisch dar.

Stockwerk |  Ankommende Aussteigende Einsteigende | Weiterfahrende
minimal maximal | minimal maximal minimal maximal

0 0 0 0 0 12 12 12
1 12 12 3 4 1 9 10
2 9 10 3 3 2 8 9

3 8 9 2 ©) ©) 8 10
4 8 10 2 3 4 9 12
5 9 12 3 4 5 10 14
6 10 14 3 4 6 12 17
7 12 17 3 5 7 )
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a) Im 3. Stock steigen moglicher Weise 3 Personen aus, und 3 Personen steigen
ein.

b) Im 7. Stock befinden sich mit mindestens 14 Personen erstmals mit Sicherheit
mehr Leute im Lift als im Erdgeschoss eingestiegen sind.

Logelei: Das Diebestrio

Die drei Diebe A, B, C werden nach einem Einbruch beim Verteilen der Beute ge-
fasst. Es ist bekannt, dass genau einer von ihnen der Tresorknacker, ein anderer der
Aufpasser und der dritte der Fahrer des Fluchtautos ist. Beim Verhor sagen sie nun
Ubereinstimmend aus:

(1) A ist der Fahrer.

(2) B ist nicht der Fahrer.

(3) C ist nicht der Tresorknacker.

(4) Leider ist nur eine einzige dieser drei Aussagen wahr.

Wer hat also bei dem Einbruch was getan? (H.F)

Losung:

(@) Annahme: (1) sei wahr. = (2) kann nicht auch wahr sein wegen (4). = (2) ist
falsch, d. h. B ist der Fahrer. Widerspruch zu (1)

(b) Annahme: (2) sei wahr. = (1) muss falsch sein wegen (4). Dann aber ist weder B
noch A der Fahrer. = C ist der Fahrer. = (3) ist wahr — aber (2) und
(3) kdnnen nicht beide wahr sein. Widerspruch: (2) ist falsch — B ist der
Fahrer.

Aus (a) folgt: (1) ist falsch; aus (b) folgt: (2) ist falsch. Somit ist (3) wahr nach Voraus-
setzung (4). = C ist der Aufpasser oder der Fahrer. Weil B der Fahrer ist, muss C der
Aufpasser und folglich A der Tresorknacker sein.

Ricardas Rechner

Ricarda hat einen Rechner, auf dem die vier Grundrechenarten (und sonst nichts) vor-
kommen. Alle vier Tasten sind nur mit einem * versehen. Ricarda rechnetaxaxaaxa.
Gibt es Zahlen a, fir die das Ergebnis immer gleich a ist, egal in welcher Reihenfolge

die vier Rechenarten +, —, - und : gedriickt werden? (gefunden WJB)
LOsung:
axaxaxaxa = a gilt offensichtlich fur alle a # 0, wenn + und —, — und +, - und :

oder : und - direkt hintereinander vorkommen. Wir brauchen also nur noch die anderen
Falle zu prifen, z.B.a+a-a —a : a = a. Auf dem Rechner heil3t das aber

(((a+a)-a)—a):a=(2a*—a):a=2a—1.

Die Gleichung 2a — 1 = a ist nur fir a = 1 richtig (und a = 1 10st offenbar auch alle
anderen der Gleichungen a xa xa x a xa = a).

9 Punkte und 9 Strecken

9 Punkte und 9 Strecken sollen so in die Ebene gezeichnet werden, dass gilt:

Jeder Punkt liegt auf drei dieser Strecken, und jede Strecke verlauft durch 3 dieser
Punkte.

Fertige eine Zeichnung an, in der diese Bedingungen erfllt sind. (H.F)

19 MONOID 83



Losung:
Es gibt drei wesentlich verschiedene Losungen. Wir geben zwei davon an:

Divisionsrest einer Quadratzahl
Wenn man das Quadrat einer natirlichen Zahl, die kein Vielfaches von 3 ist, durch 3
dividiert, dann ergibt sich stets der Rest 1. (H.F)

Losung:
Es sei z eine natirliche Zahl, die kein Vielfaches von 3 ist. Dann gilt: z = n -3 + 1 oder
z=mn-34 2, wobei n = 0 oder n eine natlrliche Zahl > 1 ist.

Sein = 0: Dannist z = 1 oder z = 2 und beide Male gilt die Behauptung.
Sein>1:Dannfolgtaus z=3-n+1bzw. z =3-n+ 2, dass

Z2=0Bn+1=9*+6n+1=3n*+2n)-3+1
bzw.
Z2=0Bn+2?2=9*+12n+4=3n*+4n+1)-3+1,

und in beiden Fallen ergibt die Division von z? durch 3 den Rest 1.

Winkel im Parallelogramm

In einem beliebigen Parallelogramm sei-
en die Innenwinkel bei A und bei B in
drei gleiche Teilwinkel zerlegt.

Berechne den Winkel PQR und zeige,
dass er doppelt so grol3 ist wie der Win-
kel ASB. (H.F)

LOsung:

Die Dri?telwinkel bei A [bei B] seien « [3]; der Winkel AQB sei y und der Winkel ASB
sei é.

Im Parallelogramm gilt: 2 - 3o +2 - 33 = 360°. Also ist « + 3 = 60°. ()

Im Dreieck ABQ gilt: « + 3+ ¥ = 180°. Mit (x) folgt: v = 120°; also ist auch der Winkel
PQR 120° grof3. Im Dreieck ABS gilt: 2ac + 23 + 6 = 180°. Somit ist mit (x): § = 60°.
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Neue Mathespielereien
Eime Suile fir Mathis | Schisborlinnen dor K25 - # )

Zahlenknobelei

— 35

— 36 Verteile die Zahlen 8,9, 10, ..., 16 so auf die 9 Quadrate der

37 Figur, dass die drei Zeilensummen 35, 36, 37 und zwei Spal-
tensummen 38 und 39 sind. (H.F)

|
39 38

Geburtstags-Logelei

Eine Person behauptet von sich: ,Vorgestern war ich noch 20 Jahre alt und im nachsten
Jahr werde ich schon 23 Jahre alt werden.” An welchem Tag hatte die Person Geburts-
tag, und an welchem Tage fand das Gesprach statt? (gefunden H.F)

Eine einfache Geschwindigkeitsbestimmung

Bei alteren Gleisanlagen sind
die Schienen nicht zusammen-
geschweil3t, so dass zwischen
ihnen Dehnungsfugen bleiben.
Wenn nun ein Zug uber ei-
ne solche Fuge fahrt, hort man
einen Klick. Wie lange musst
du bei 16,5 m langen Schie-
nen die Klicks zahlen, bis deren
Anzahl mit der Geschwindigkeit
des Zuges (in km/h) annéhernd

Ubereinstimmt? (H.F)
Eiswasser
£ Antje will in einer Literflasche Wasser zu Eis gefrieren lassen. Sie hat ge-

= lesen, dass 1kg Wasser bei Zimmertemperatur 1% mehr Platz braucht als
\ 11 und dass 1cm? Eis nur % g wiegt. Da sie diese Angaben nicht fir ganz
'- genau halt, will sie sicherheitshalber (damit die Flasche im Gefrierschrank
| nicht platzt) nur so viel Wasser einfillen, dass bei Richtigkeit dieser Anga-
BW"  ben nach dem Gefrieren 10 cm?® Platz bleiben sollte.

=

\ Wie viel Wasser fillt sie ein? (WJB)

Weitere Mathespielereien findet ihr auf der ndchsten Seite!
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Neue Mathespielereien
Eime Suile fir Mathis | Schisborlinnen dor K25 - # )

Die Fahrradtour

Mathis plant eine Fahrradtour: Von
A-Stadt aus will er zu den Dorfern
B,C, D, E fahren und dann nach A
zurlckkehren.

Wie viele verschiedene Touren gibt
es, wenn jede Verbindungsstral3e
hdchstens ein Mal benutzt und je-
des Dorf genau ein Mal besucht
wird? Welches ist die kirzeste
Tour? (H.F)

Bauklotze
Paulas kleiner Bruder hat aus vielen gleichen Holzwtirfeln ein Gebaude errichtet. Paula
zeichnet es von vorn, von links und von oben zweidimensional auf:

(links) | (rechts) (links) (rechts) (links) (rechts)

von vorne von links von oben
Wie viele Wirfel hat Paulas Bruder hochstens verbaut, wie viele mindestens? Be-
grunde! (C.H-A)

— Hinweis: Die Zeichnungen sind wirklich nur zweidimensional und
ohne Perspektive. Das links perspektivisch dargestellte 3-Wirfel-
Gebaude wirde Paula so zeichnen:

(links) H (rechts) (links) |(rechts) (links) H (rechts)

von vorne von links von oben

Ein an Diagonalen armer Korper
Kannst Du einen von regelmaldigen Vielecken begrenzten
Kdrper angeben, der nur eine einzige Raumdiagonale be-

Sitzt?
(Jeder Wiirfel zum Beispiel hat genau drei Raumdiagona-
len.) (H.F)

Bereits auf Seite 21 findet ihr Mathespielereien!
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Neue Aufgaben

KI. 8-13

Aufgabe 861. Wo steckt der Fehler?

Wir bezeichnen die nicht abbrechende Summe 1 4+ 10+ 100+ 1000 4+ ... mit S.

Danngilt S =1+10+100+1000+... =1+10(14+10+ 10041000+ ...) = 1+ 10S.
1

Aus 1+10S = S folgt 95 = —1, also S = —§ — und das ist offensichtlich falsch.

Wie erklarst du das? (H.F)

Aufgabe 862. Problem mit dem Alter

Sabine fragt ihren Onkel, wie alt seine drei Kinder sind. Er antwortet: ,Als Anna geboren
wurde, war Markus so alt wie Birgit bei seiner Geburt gewesen war. Multipliziert man
das Produkt aus dem Alter von Anna und dem von Markus mit dem Produkt aus dem
Alter der beiden Madchen, so erhalt man das Vierfache des Produkts aus den Altern
der beiden alteren Geschwister.” Sabine unterbricht ihn: ,Jetzt weild ich, wie alt Anna
ist.“ Der Onkel erzahlt weiter: ,Multiplizierst du das kleinste der drei Produkte mit der
Wurzel aus dem mittleren, so erhaltst du das grof3te Produkt.”

a) Wie alt ist Anna?
b) Wie alt sind die anderen Beiden? (WJB)

Aufgabe 863. Gleichschenkliges Trapez

D C Im gleichschenkligen Trapez ABCD sei P ein beliebiger Punkt
N1 auf der Strecke EF, EF || AB. Seine Abstande zu den Trapez-
E SL b r seiten AD und BC seien mit 2 und b bezeichnet.
r Zeige, dass die Summe a + b sich nicht &ndert, wenn P seine
A B Lage auf EF beliebig andert. (H.F)

Aufgabe 864. Spezielle pythagoreische Zahlentripel

Die pythagoreischen Zahlentripel (x, y, z) — also natirliche Zahlen x, y, z mit x> + y* =
z? — bieten vielfach Anlass zu mathematischen Erkundungen.

Nachdem nun geklart ist, dass es unendlich viele Tripel der Form (a,a + 1, ¢) gibt (Heft
79), kann man ebenso gut fragen:

Gibt es Tripel der Form (a,b,b + 1) ? Vielleicht sogar unendlich viele? Finde eine Glei-
chung, mit der sich diese Tripel darstellen lassen! (Christoph Sievert, Bornheim)

Aufgabe 865. Funktionsgraph

y

n+ M
Bestimme die Funktionsvorschrift des Graphen, den
man erhalt, wenn man mit einem Zirkel bei M einsticht
und einen Viertelkreis mit dem Radius r = n zeichnet.
(Christoph Karg,
Geschwister-Scholl-Gymnasium Ludwigshafen)

> x
0 n
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Aufgabe 866. Ein Zufall oder nicht?

1 1 1
5 <\/2005 2004 + 1 + \/2005 2006 + 1) = 2005 ?
Trifft die Gleichung zu? Wenn ja, warum? (H.F)

Aufgabe 867. *

a) Wie viele Dreiecke sind in

dieser Figur zu sehen? C
b) Kannst Du eine Anzahlfor-

mel fur den allgemeinen Fall

herleiten, wenn die Seiten AC

bzw. BC in n Teile unterteilt

sind?

(Christoph  Sievert, Born-

heim)

Hinweis: Das Abzahlen die-
ser Dreiecke — es sind ver-
mutlich mehr, als man auf den
ersten Blick erwarten wirde
— ist nicht besonders span-
nend; interessanter ist es,
einen systematischen Weg
zu finden, um diese Anzahl
relativ schnell zu ermitteln.

GeloOste Aufgaben aus dem MONOID 82

KI. 8-13

Aufgabe 854. Wageaufgabe

Von 12 gleich aussehenden Kugeln ist eine leichter oder schwerer als die tbrigen 11
Kugeln.

Finde durch dreimaliges Wiegen mit einer Balkenwaage heraus, welches die Kugel
mit anderem Gewicht ist, und sage, ob sie leichter oder schwerer ist als die anderen
Kugeln. (Christoph Sievert, Bornheim)

LOsung:
Wir teilen die Kugeln in drei Gruppen a 4 Kugeln und legen 8 Kugeln auf die Waage, 4
auf jede Seite.

Fall A: Gleichgewicht

Die Kugeln auf der Waage haben alle das selbe Gewicht; diese 8 Kugeln werden mit
¢ gekennzeichnet, die restlichen 4 Kugeln mit unbekanntem Gewicht — unter ihnen ist
die gesuchte Kugel — mit nq, ny, ns, ny.
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Nun legen wir ny, n,, n3 und eine mit ¢ gekennzeichnete Kugel auf die linke Seite der
Waage, 4 andere mit ¢ gekennzeichnete Kugeln auf die rechte Seite.

Fall AA: Gleichgewicht: n, muss die gesuchte Kugel sein. Dann wiegen wir 1, gegen
eine c-Kugel und sehen an der Waage, ob n, schwerer oder leichter ist.

Fall AB: rechts leichter: n; oder n, oder n; ist die gesuchte Kugel; sie ist schwerer. Nun
wiegen wir n; gegen n,. Ist die Waage im Gleichgewicht, so ist n; schwerer, ansonsten
n, bzw. ny.

Fall AC: rechts schwerer: n; oder n, oder n; ist die gesuchte Kugel; sie ist leichter. Wie
eben wiegen wir dann n; gegen n,. Bei Gleichgewicht ist n3 leichter, sonst n; bzw. n,.

Fall B: Ungleichgewicht

Die 4 Kugeln, die nicht gewogen wurden, haben das selbe Gewicht und werden mit ¢
gekennzeichnet, die 4 Kugeln, die auf der ,schwereren* Seite waren, mit sq, s, s3, S4
(sollte die gesuchte Kugel dabei sein, dann muss sie schwerer sein), die 4 ,leichteren®
Kugeln mit I, I, I3, I (sollte die gesuchte Kugel dabei sein, dann muss sie leichter
sein).

Nun legen wir drei c-Kugeln und s; auf die linke Seite der Waage, s,, s3, [; und [, auf
die rechte Seite.

Fall BA: Gleichgewicht: Die gesuchte Kugel muss s, oder I3 oder I, sein. Wir wiegen
dann I3 gegen I;. Bei Gleichgewicht ist s, schwerer, ansonsten ist I, bzw. 3 leichter.

Fall BB: rechts leichter: Die gesuchte Kugel muss s, oder [; oder I, sein. Jetzt wiegen
wir [; gegen [,. Bei Gleichgewicht ist s; schwerer, sonst [; bzw. [, leichter.

Fall BC: rechts schwerer: Die gesuchte Kugel muss s, oder s; sein. Dann wiegen wir
s> gegen sz und sehen an der Waage, ob s, oder s; schwerer ist.

Aufgabe 855. Zahlenratsel

1 Ersetze in den Angaben unten verschie-
dene Buchstaben durch verschiedene Zah-
2 3 len. Trage danach horizontal sowie schrag
von rechts oben nach links unten Zahlen
4 S ein, die so festgelegt sind:
Horizontal:
6 7
2/3  — s-(t)' +0
8 9 4/5 - s-o-w
10 11 6/7 — u- (045— v? — )
8/9 — t-(t'—t—t)+s
12 [13 14 |15 [16 [17 |18 10/11 — res-t-u'-w
12/18 — (Zeile 6/7)-s5T1-t-v
Vertikal:
112 — Swv Hinweis: Die den Buchstaben
3/13 - “. r,s,t,u,v,w entsprechenden Zah-
5/14  — s len sind (in anderer Reihenfolge)
7/15 = v —s-u-vts-i unmittelbar  aufeinander  folgende
9/16 — Spiegelzahl, bestehend aus Primzahlen. (H.F)
den Ziffern s, s%, s
11/17 — erste Primzahl >s-t-u
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Losung:

Aus 2/3 folgt t = 2 (denn ware t > 3, so 1
ware (#)" > (3%)° > 100). Aus 5/14 und 5| 3
s, v Primzahlen # 2 folgt: Nur 3%° und 523
sind 5-ziffrig. Also ist s = 3, v = 5 oder 9 715
s = 5, v = 3. Wegen 9/16 kommen nur
s = 3, v =5 in Frage. 4 11|93
Nun gilt z.B. fur 1/12: 3 ist 7-ziffrig und w
ist eine Primzahl — also muss w = 13 sein; 312 0 0 3
USW.
Insgesamt ergibt sich: t = 2,s = 3, v =5, 219142 9 4
u=7,r=11, w = 13. 3 3 9 6 3 30
Aufgabe 856. Parallelogramm-Zerlegung
D . In einem Parallelogramm seien zwei rechtwinklige Dreiecke
~D2 ~ D, und D, wie in der Figur links konstruiert.
Begriinde, dass eine solche Konstruktion stets moglich ist,
D, und zeige:
. Die Flachen von D; und D, sind zusammen halb so grof3
A B wie die Parallelogrammflache. (H.F)
LOsung:

Die Eckpunkte des Parallelogramms seien so mit A, B, C, D bezeichnet, dass die
Seiten AB und CD des Parallelogramms mindestens so lang sind wie die Seiten BC
und AD.

Dann schneiden sich die Halbkreise des Thales tlber AB und CD in einem Punkt M im
Innern des Parallelogramms. (Im Allgemeinen gibt es sogar zwei solche Schnittpunkte.
Damit diese jedoch tatsachlich im Innern des Parallelogramms liegen, muss eine ent-
sprechende Voraussetzung uber das GrofRenverhaltnis der Parallelogrammseiten und
die Winkel des Parallelogramms, also seine Gestalt, in die Aufgabenstellung aufge-
nommen werden.) Die Dreiecke D; = ABM und D, = CDM sind rechtwinklig.

Bezeichnet man die Héhen von D1, D, mit hy, h,, dann gilt:
Dy + |D2| = 3|AB|iy + 3|CD|hy = 3|AB|(ly + h2) und |[ABCD| = |AB|(hy + hy), S0
dass |D;| + |D,| = 3|ABCD| ist.

Aufgabe 857. Ein Flachenproblem

D 1 C

S
Im Einheitsquadrat mit Kreisbogen (siehe nebenste-

hende Figur) bestimme man die Lange s so, dass die B
beiden schraffierten Flachenstiicke gleichen Inhalt
haben. (gefunden Christoph Sievert, Bornheim)
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Losung:
Sind die beiden schraffierten Flachen gleich, so ist die Flache des Viertelkreises gleich
der Flache des Trapezes ABCD, also 7 = % Dannists = 7 —1~0,57.

Aufgabe 858. Die Klassensprecherwahl
Eine Klasse besteht aus w Madchen und m Jungen. Die Klassenstarke n = w + m liegt
zwischen 20 und 30.

a) Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, Klassensprecher/in und Stellver-
treter/in zu wahlen?

b) Bei wie vielen dieser Moglichkeiten sind Beide mannlich bzw. Beide weiblich?

c) Wenn wir wissen, dass es gleich viele Mdglichkeiten gibt, bei denen die beiden
Gewabhlten das gleiche Geschlecht haben wie Moglichkeiten mit ungleichem Ge-
schlecht, wie viele Kinder sind dann in der Klasse? (WJB)

Losung:

a) Fur Sprecher/in gibt es n Moglichkeiten, fur Vertreter/in dann nur noch n — 1,
insgesamt also n(n — 1) Moglichkeiten.

b) Mit der entsprechenden Begriindung: m(m — 1) bzw. w(w — 1) Mdglichkeiten.

n(n—1)

c) Die Halfte der Moglichkeiten —==—= ist wegen b)
mm—1)+ww—-1)=n-wnh-w-1)+w(w—1) = 2w?* — 2wn + n* — n.
Wir l6sen die quadratische Gleichung 2w? — 2wn +n? —n = ”22_” nach w auf

%:%(nj:\/ﬁ) Sowiem:n—w:%(nq:\/ﬁ).

Dies ist nur mdglich, wenn /1 eine ganze Zahl ist. Das einzige solche n zwischen
20 und 30 ist 25. Es ist dann m = 15, w = 10 oder m = 10, w = 15.

und erhalten w = 2 +

Aufgabe 859. Streckeniteration
a) An das Ende einer Strecke der Lange a; = 1 wird senk- 1

recht eine Strecke der Lange 1 angelegt. Ihr Ende wird mit dem
Ausgangspunkt verbunden und an das Ende dieser Verbindungs-
strecke wieder senkrecht eine Strecke der Lange 1 angelegt. Die-
ses Verfahren wird wiederholt. Wie lang ist die n-te Verbindung
zum Ausgangspunkt?

b) Ersetzt man den rechten Winkel durch einen kleineren Winkel
«, SO hat a,, einen Grenzwert a. Wie grol3 ist dieser? (WJB) m =1

LOsung:

a) Nach dem Satz des Pythagoras gilt a3, , = a2 + 1%, woraus sich 4} = 1, a} = 2,
a3 =3,...,d.h.a, = /n ergibt.

b) Nach dem Kosinussatz ist a2, , = a% + 1% — 2a, - 1 - cos(«). Falls a, den Grenzwert
a hat, so haben a2 und 42_, den Grenzwert 4*> und somit gilt 2> = a* + 1 — 2a cos(«).
Diese Gleichung hat die Losung a = m
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Aufgabe 860. Abstandsuntersuchung
ap < ap < ... < a, seien n voneinander verschiedene reelle Zahlen. Betrachte die
Summe ihrer Abstande von x, d.h.
A(x)=|m — x|+ a2 — x|+ ...+ |2, — x|
und die Summe der quadrierten Abstande
Q(x) = (a1 —x)?>+ (a2 —x)*+ ...+ (a, — x)?
a) Stelle fir n = 2,3 fest, fir welche Werte von x die Funktion A(x) ihren kleinsten
Wert annimmt.
b) n sei ungerade, n = 2m + 1. Fur welches x ist A(x) minimal?
c) n sei gerade, n = 2m. Fur welche x ist A(x) minimal?
d) Fir welches x hat Q(x) sein Minimum? (WJB)

LOsung:
G —x+a;—x>a,—a; fallsx <a
a)Firn=2ist A(x) =<a—x+x—a;=a,—a; fallsa; <x<a,
X—ay+x—ay>a,—a; fallsx >a,,
also ist A(x) minimal fur a; < x < a,.
(a3—x+a2—x+a1—x>a3—a1 furx < ay
G3—x+a—x+x—ay>a3—a; fura <x<a
Firn=3gillt A(x) =qa3—x+0+x—0a; =a3 —a firx =a,
3 —X+X—dm+x—ay >a3—a; fira, < x<a;

(X —a3+x—am+x—ay>a3—m far x > as,
d.h. A(x) ist minimal fir x = a5.

b) Liegt x zwischen a; und a;.,, so gibt es bei wachsendem x i Summanden a; — x,
die wachsen, und n — i fallende Summanden in A(x). Also fallt A(x) solange n —i > i
und wéchst, wenn n —i < i, d.h. A(x) fallt solange 2i < 2m + 1 und wachst, wenn
2i > 2m + 1. Der minimale Wert wird also erreicht, wenn x = a,,.

c) Fur gerades n = 2m ergibt sich entsprechend: fallendes A(x) solange 2i < 2m und
wachsendes, wenn 2i > 2m. Fir alle Werte x (miti = m) mita,, < x < a4, ist A(x)
minimal.

d) Q ist eine differenzierbare Funktion mit Ableitung
Qx)=-2(ay—x+a—x+...4+a,—x) = =2(ay +ax+ ... +a,) + 2nx. Diese hat
als einzige Nullstelle x = W und dort liegt ein Minimum vor.

Losung der Aufgabe aus dem Artikel
»Der kleine Carl Friedrich hat’s uns vorgemacht*

Es gibt 500000 = % -10° ungerade ganze Zahlen < 10°. Folglich gibt es % -10° Paare

11999 999; 3|999997;...,499 999|500 001 aus ungeraden Zahlen, von denen jedes die
Ziffernsumme 14 6 - 9 hat.

Somit ist % -10%- (14 6-9) = 13750000 die gesuchte Ziffernsumme. Entsprechend ist
% -10™ - (1 4+ m - 9) die Ziffernsumme aller ungeraden ganzen Zahlen < 10™.
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Wer forscht mit?
Geometrische Konstruktionen allein mit dem Zirkel

Bei elementaren geometrischen Konstruktionen gelten traditionell nur Zirkel und Lineal
als zulassige Arbeitsmittel. Wenn man sich aber die Beschrankung auferlegt, dass al-
lein der Zirkel erlaubt ist, dann sind viele Konstruktionen naturgemalf? verwickelter oder
sie sind gar nicht ausfuhrbar.

Beispiel: Man konstruiere eine Strecke, die drei Mal so lang ist wie eine gegebene
Strecke AB.
Mit Zirkel und Lineal sieht eine Losung etwa so aus:

8

oderso
A T

e
<
<

A r B r r
|AB| = r, x beliebig
g beliebiger Strahl durch A

Fur eine Konstruktion nur mit einem Zirkel ist zunachst eine Vereinbarung notig: Da
man Strecken und Geraden nicht mit einem Zirkel zeichnen kann, soll bei Nur-Zirkel-
Konstruktionen gelten, dass eine Strecke AB oder eine Gerade durch die Punkte A, B
konstruiert ist, wenn man A und B als Schnittpunkte von Kreisen festlegen kann.

Zuruck zum Beispiel: Mit dem Zirkel allein kdnnte die Verlangerung von AB mit |AB| =
r so beginnen:

Man zeichnet zunachst einen Kreis vom Radius r um den Punkt A der Ebene und auf
diesem konstruiert man die 6 Eckpunkte B,C, D, E, F, G eines regelmafigen Sechs-
ecks. Je zwei diametral gegenuberliegende Eckpunkte - etwa B und E - sind die Eck-
punkte einer Strecke der Lange 2r. Es ist nun gar nicht naheliegend, wie man weiter
konstruiert, um eine Strecke der Lange 3r zu erhalten. Der Leser versuche es selbst!

Und hier unsere Aufforderung: Untersuche, welche der sogenannten geometrischen
Grundkonstruktionen allein mit dem Zirkel ausfuhrbar sind. Dabei kdnnte man sich
zunachst z. B. mit Fragestellungen befassen wie dieser: Ist eine Strecke (ein Winkel)
konstruierbar, die f-mal so lang (der f-mal so grof3) wie eine gegebene Strecke (wie
ein gegebener Winkel) ist? Man sollte wohl mit ganzzahligen f beginnen. (H.F)

Eure Ergebnisse konnt Ihr bis zum 15. Februar 2006 an die MONOID-Redaktion ein-
senden. Im MONOID-Heft 85 werden wir diese veroffentlichen; aulRerdem erhaltet lhr
auch hierauf Punkte.
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Die Forscheraufgabe aus MONOID 79

Ziffern-Perioden

Wenn wir eine lange, lickenlose Kette der Potenzen von 2 hinschreiben, dann be-
obachten wir, dass die Einerziffern immer wieder der Reihe nach die Werte 2,4, 6, 8
annehmen. Man sagt: Die Einerziffern haben die Periode 2,4, 6,8 und die Lange der
Periode ist 4.

(a) Wiederholen sich auch die Zehnerziffern, die Hunderterziffern, die Tausenderzif-
fern periodisch? Wenn ja — wie lang ist dann die jeweilige Periode?

(b) Finde eine Formel, mit der man die Periodenlange fir die Ziffern auf der n-ten
Stelle von rechts bei den Zweierpotenzen angeben kann!

Behandle nun auch a) und b) fur die Potenzen von 5, sowie fiir die Quadratzahlen. (H.F.)

Mit dieser Aufgabe haben sich Florian Schweiger (Gymnasium Marktoberdorf, Kl. 7)
und Stefanie Tiemann (Gymnasium Marienberg Neuss, Kl. 11) erfolgreich auseinan-
dergesetzt. Da die Losung von Stefanie die ausfihrlichere ist, geben wir sie hier wie-
der. Auch mit dem ,Problem 2“ aus MONOID 75, das wir in MONOID 79 nochmals zur
Bearbeitung empfohlen haben, hat sich Stefanie Tiemann beschaftigt. Auf ihre Losung
gehen wir im nachsten Heft ein. Nun zu den Ziffern-Perioden von Stefanie Tiemann:

Potenzen von 2
a) Um die Periode der Zehnerziffern zu bestimmen, genlgt es, die letzten beiden
Ziffern der Potenzen von 2 zu betrachten. Es ergibt sich dabei folgende Kette:

02—-04—>08—>16 32 —>64—>28—+56—12 —>24 - 48 —+ 96 — 92 — 84 —

68 +36 »>72 +44 88 —+76 52 —+04 08— ...

Es qilt also 04 ﬂ 04. Die beiden letzten Ziffern wiederholen sich mit einer Peri-

odenlange von 20. Also wiederholen sich auch die Zehnerziffern mit einer Perioden-
lange von 20.

Hunderterziffern:
Hier gilt bei Betrachtung der letzten 3 Ziffern der 2er Potenzen: 008 19 008. Ent-

sprechend der 3 letzten Ziffern wiederholen sich die Hunderterziffern mit einer Peri-
odenlange von 100.

Tausenderziffern:
Hier gilt bei Betrachtung der letzten 4 Ziffern der 2er Potenzen: 0016 % 0016. Ent-

sprechend der 4 letzten Ziffern wiederholen sich die Tausenderziffern mit einer Peri-
odenlange von 500.

sn—1
b) Bei der n-ten Ziffer von rechts gilt: 2" @I on (modulo 10" betrachtet). Die Peri-

odenlange ist also 4 - 5",

Beweis:

Zunachst zeige ich folgende Aussage mittels vollstandiger Induktion tber 7:

Fur alle naturlichen Zahlen n gibt es nattrliche Zahlen mq, m,, mj3, ..., so dass gilt:
(1) 245" ) =m, -5" +1

Induktionsanfang (n = 1): 2(45) =24 =16 =3-5 +1
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Induktionsschritt (n — n + 1):
2(4.511) — (24,51171) 5

= (mn-5”+1 i |nach Induktionsvoraussetzung
= my-5"+5-mpy-5"+10-m>-5"+10-m2 -5 +5-m, -5" + 1
(mg-54"—1+m§-53"+2-m§-52"+2.m§-5"+mn)5-5”+1
Myy1 5" 41

mit m, 1 = m> -5 4+ mt .53 +2.m3 .52 + 2. m%.5" + m,

Mit Hilfe von (1) folgt nun: 2. 245" = 2" ., . 5" + 1 = m,, - 10" 4 2.
Damit ist gezeigt: Die Periodenlange der n-ten Ziffer von rechts ist 4 - 571,

Potenzen von 5

Die Betrachtung der letzten zwei Ziffern ergibt folgende Kette: 05 — 25 — 25 — ...
Es gilt also 25 @, 75, Die Periodenlange ist 1.

Die Betrachtung der letzten drei Ziffern ergibt folgende Kette: 005 — 025 — 125 —
625 — 125 — ... Es gilt also 125 — ) 125. Die Periodenlange ist 2.

Die Betrachtung der letzten vier Ziffern ergibt folgende Kette: 0005 — 0025 — 0125 —

0625 — 3125 — 5625 — 8125 — 0625 — ... Es qilt also 0625 — ®) 0625. Die Peri-
odenlange ist 4.
Allgemein gilt fur n > 1:

(2) 5" @7, (modulo 10" betrachtet).
Daraus folgt, dass die Periodenlange 2" 2 ist.

Beweis von (2):

57.527° 5" = 51 (527 1
= 51 (527 41 (52”‘3 1
— 5 (52”‘3 + 1) (52”‘4 +1

|3. Binomische Formel

527 1 |3. Binomische Formel

| N e ——
N

= 5 (52”+1 (52”+1 (52”‘5+1) (59 4+ 1) (5°— 1)

2.
_ 5. (52" Sy ) (52” 4+1) (52"‘5+1) (50+1)
= 5 (2
_ g () (22 52711 5041
= 2 2 e\ T2

Also ist 5" = 5" - 52" mod 10".
Quadratzahlen
Es gilt: (10 4+ n)? = 100 + 201 + n*> = 10(10 + 2n) + n>. Also ergibt sich fir die letzte
Ziffer eine Periodenlange von 10.
Weiter gilt fur m > 0 :

(5-10" +n)? = 25-10?" +10n - 10™ + n? = 10™*1(25 - 10" 4+ n) + n?
Daraus ergibt sich fur die (m + 1)-te Ziffer von hinten eine Periodenlédnge von 5 - 10™.
Also zusammenfassend:

. ) 10 far die letzte Ziffer
Periodenlange =

5.10™"! fur die m-te Ziffer von rechts, falls m > 1
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Der Umfangswinkelsatz
flr die Parabel

von Edzard Salow

Beim Kreis kann man den Umfangswinkelsatz in folgender Weise beschreiben:

Sind A, B zwei Punkte auf einem Kreis und C, D zwei weitere Kreispunkte, die auf dem
Kreis nicht von A und B getrennt werden, dann stimmen die GroR3en der Winkel ACB
und ADB uberein.

Ersetzt man hier den Kreis durch eine Parabel, so gilt diese Aussage nicht mehr. Es
gibt aber auch bei der Parabel merkwirdige Gemeinsamkeiten zwischen den Winkeln
ACB und ADB.

Wir sehen uns dazu die Parabel y = 0,2x? an. Mit kleinen Buchstaben 4,b,¢,d, ...

sollen die x-Werte der Punkte A, B, C, lg, auf2 der Parabel bezeichnet werden. Die
. . ,2a°—0,2

Steigung der Geraden AC ist dann % =0,2(a+c).

Entsprechend ist 0,2(b + ¢) die Steigung
von BC. Darum ist die Differenz der bei-
den Steigungen gleich 0,2(a — b), also
unabhangig von C. Fur die Winkel ACB
und ADB ist darum zwar die gewdhnliche
(man sagt: 'die euklidische’) Winkelgrol3e
nicht gleich. Man kann hier jedoch ein

nicht-euklidisches Winkelmalfd (kurz: NE- - A
WinkelmaR) einfuihren, fir das die MaRe \g\sg/
der beiden Winkel Ubereinstimmen. Der — L L
Wert des NE-Winkelmalf3es flur einen Um- - d b g @

fangswinkel tber dem Bogen AB soll die
Differenz 0,2(a — b) der Steigungen der Abb. 1. Die Umfangswinkel ACB und ADB

Schenkelgeraden sein.

Um zu beurteilen, welchen Wert die-
ses NE-Winkelmaf fiir die Geometrie
hat, sehen wir uns in dem Sehnendrei-
eck ABC der Parabel y = 0, 2x? Gera-
den an, die fir dieses Winkelmal3 die
Innenwinkel halbieren (Abb. 2). Beim
Winkel ACB ist dies die Gerade CE,
wobei E der Punkt auf der Parabel mit

dem x-Werte = —(a + b) ist.

V7

5(
Es stimmen die NE-MaRe der Win-
kel ACE und ECB uberein, namlich

0,2(a —e) und 0,2(e — b). Der Win- _ _ _ :
kel BAC wird durch die Gerade AF Abb 2. NE-Winkelhalbierende im Dreieck ABC

g

mit f = 1 b + ¢) halbiert, der Winkel
2

CBA durch die Gerade BG mit g = %(c+a). Die Geraden CE mit der Gleichung
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y=0,2(c+e)-x—0,2ce und AF mit der Gleichung y = 0,2(a+ f) - x — 0, 2af schnei-
den sich im Punkt W mit

ce—af  c-0,5(a+b)—a-0,5(b+c) 0,5-b-(c—a)

= = =b.
cte—a—f ¢+0,5(a+b)—a—0,50b+c) 0,5-(c—a)

Leider liegt W im Allgemeinen nicht auf BG. Schade!

Nun sollte man sich aber daran erinnern, dass es zu jedem Winkel noch eine zweite
Winkelhalbierende gibt, ndmlich die Halbierende des Nebenwinkels. Zu jedem Dreieck
gibt es also sechs Winkelhalbierende. Aus der euklidischen Geometrie weif3 man, dass
diese sechs Geraden ein Dreieck mit den zugehdrigen Hohen bilden.

In unserer Parabelgeometrie kann man nun zu einem Sehnendreieck ABC drei wei-
tere Winkelhalbierende einfuhren, die durch die Eckpunkte verlaufen und parallel zur
y-Achse sind. Dann geht durch den Schnittpunkt W der zwei Winkelhalbierenden AF
und BG auch noch eine dritte Winkelhalbierende. In dieser nicht-euklidischen Parabel-
geometrie kdnnte man nun eine neue Form von Orthogonalitat einfihren. Sie ist jedoch
etwas gewohnungsbedurftig. Denn die Parallelen zur y-Achse sind in dieser Geometrie
zu allen anderen Geraden ,orthogonal, also auch zu sich selbst!

Es gibt aber noch andere Methoden, ein Winkelmald so zu definieren, dass der Um-
fangswinkelsatz fir die Parabel y = 0,2x? gilt. Dazu brauchen wir eine MaRgerade g
und einen MaRpunkt P. Wir nehmen weitgehend willkurlich fiir ¢ die Gerade y = —0, 8.
Diese Maf3gerade und die Parabel bestimmen den Punkt P(0; —2,8). (Warum das so
ist, kann erst nach den folgenden Erlauterungen klar werden.) Wenn A, B, C Punkte der
Parabel sind, so wird der Winkel ACB bei C in folgender Weise gemessen: Bezeichnen
wir den Schnittpunkt der Geraden AC und ¢ mit Q und den von BC und ¢ mit R, dann
soll das NE-Winkelmal3 von ACB durch die euklidische Winkelgrof3e des Winkels QPR
gegeben sein.

N2
g ok 8,

SRS
"/:,/_>
4’;" \\“\

F
Abb 3. Der Winkel ACB wird mit Hilfe des Winkels QPR gemessen.

Sie kann also in Grad angegeben werden, wobei zu beachten ist, dass mit dem Geo-
Dreieck nicht am Scheitelpunkt C der Winkels ACB gemessen wird, sondern bei P.
Wenn AC zu g parallel ist nimmt man fir Q den 'unendlich fernen’ Punkt auf g. Das
bedeutet, dass die Gerade PQ durch eine Parallele zu g durch P ersetzt wird.
Merkwirdigerweise bleibt diese WinkelgroRe unverandert, wenn C bei festem A und
B auf der Parabel verschoben wird, obwohl sich natirlich die Lage von Q und R auf g
verandert. Das soll jetzt gezeigt werden.
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Die Sekante durch A und C hat die Gleichung y = 0,2(a + ¢)x — 0, 2ac. Sie schneidet

g im Punkt Q (—0, 8; a:;:i) . Wenn « (bzw./3 ) die euklidische WinkelgroRe des Win-
kels zwischen PQ (bzw. PR) und der y-Achse bezeichnet, ist tan(a) = % (bzw.
tan(f) = %). Die GroRe des Winkels QPR ist « — 3 . Mit dem Additionstheorem
fur den Tangens errechnet man:
tanax —tan 3 1
tan(a - §) = 1+tana-tan (tan o — tan §) 1+tanx-tan 3
_ (ac—4)(b+c)—(bce—4)(a+c) 4(a+c)(b+c)
2(a+c)(b+c) 4(a+c)(b+c)+ (ac —4)(bc — 4)

_ 2(abc + ac* — 4b — 4c — abc — be* + 4a + 4c¢)
~ 4ab + dac + 4bc + 4c? + abc? — 4ac — 4bc + 16
2(a—b)(c>+4) 2(a-—0D)

(ab+4)(c2+4)  ab+4 "

Dieser letzte Term enthalt ¢ nicht mehr. Damit ist der Peripheriewinkelsatz fir dieses
NE-Winkelmal3 bewiesen.

Um zu verstehen, weshalb zu der Mal3geraden y = —0,8 der MaR3punkt P(0; —2, 8)
benutzt wird, kdnnte man statt —2, 8 eine Variable einfihren und die Berechnung von
tan(a — 3) damit durchfiihren. Diese Variable musste dann so gewahlt werden, dass
im Ergebnis fur tan(a — 3) die Variable ¢ wegfallt.

Bei diesem zweiten NE-Winkelmal3 ist merkwlrdig, dass zwei verschiedene Geraden,
die durch einen Punkt Q auf der MaRgeraden g gehen, einen Winkel von 0° einschlie-
Ren. Darum werden Geraden, die sich auf ¢ schneiden, als nicht-euklidisch ’paral-
lel" angesehen. Noch in einer anderen Hinsicht unterscheidet sich dieses zweite NE-
Winkelmald vom ersten. Es gibt hier namlich einen von Null verschiedenen Wert des
Winkelmalfies, der bei Verdopplung den Wert Null ergibt. Denn 180°, also das Doppelte
von 90°, stimmt hier mit 0° Gberein, anders als in der gewohnlichen Winkelmessung.

Bei dem neuen Winkelmal3 haben Winkel mit der NE-Grol3e 90° ganz entsprechende
Eigenschaften wie rechte Winkel in der gewdhnlichen euklidischen Geometrie.

e o

: \_\f‘_/\\ T
J'QL\F?-/**”\' N

Abb 4. Die NE-Hohen in dem Dreieck ABC schneiden sich in H.
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Liegen die Punkte A,B,C auf der Parabel y = 0,2x* , so kann man in dem Seh-
nendreieck ABC Hohengeraden definieren, und es stellt sich heraus, dass die drei
Hohengeraden einen Punkt H gemeinsam haben. (Dabei ist die Bindung der Punkte
A, B und C an die Parabel eigentlich nicht notig.)

Bei dem Versuch, den Satz Uber den Schnitt von Mittelsenkrechten aus der euklidi-

schen Geometrie zu Ubertragen, gibt es das Problem, zu einer Strecke AC einen Punkt
T zu bestimmen, der dem Mittelpunkt der Strecke AC entspricht.

g N \</’”‘
o i - 2

Abb 5. Die NE-Mittelsenkrechten in dem Dreieck ABC schneiden sich in U.

Die Losung: Man wahlt T so zwischen A und C, dass flr den Schnittpunkt Q der
Messgeraden ¢ mit der Geraden AC gilt: % = % T wird der vierte harmonische
Punkt zu A, C, Q genannt (Abb. 5). Die 'Mittelsenkrechte’ von AC wird nun als Gerade ¢
durch T definiert, so dass der Wert des neuen NE-Winkelmal3es fur den durch AC und
t gebildeten Winkel 90° betragt. Die drei 'Mittelsenkrechten’ haben einen gemeinsamen
Punkt U.

Man kann mit dem vierten harmonischen Punkt auch ’'Seitenhalbierende’ definieren.
Sie haben einen Punkt S gemeinsam. Wie in der euklidischen Geometrie liegt S auf
der Geraden HU, die der Euler'schen Geraden entspricht. Die Winkelhalbierenden
machen fur das neue NE-Winkelmald ebenfalls keine Muhe. Auch hier gehen durch
jeden Eckpunkt eines Sehnendreiecks zwei Winkelhalbierende, die einen Winkel von
90° im Sinne des NE-Winkelmalies einschliel3en.

Wir sehen also, dass der Wortlaut der bekannten Séatze tber Dreiecke unverandert
bleibt, wenn man dem Winkelmal3 einen neuen Sinn gibt. Wir haben uns hier zwar auf
Sehnendreiecke auf der Parabel y = 0, 2x? konzentriert, fiir andere Parabeln lasst sich
das Verfahren aber analog durchfiihren.

Die Mal3gerade g, die die Winkelmessung festgelegt, kann die Parabel auch schneiden.
Die Messung mit Hilfe eines MalRpunktes P muss dann aber verandert werden. Es
sind namlich alle Geraden durch die beiden Schnittpunkte von ¢ mit der Parabel zu
sich selbst orthogonal! Es ist eine lohnende Aufgabe, sich hier klar zu machen, was
die NE-Orthogonalitat fir die anderen Geraden bedeutet. Die zugehorige Geometrie
wird Minkowski'sche Geometrie genannt. Sie ist die Geometrie, die der Einstein’'schen
Relativitatstheorie zugrunde liegt.
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Primzahlketten
und die
Vermutung von Hardy und Littlewood

von Hartwig Fuchs

Arithmetische Primzahlfolgen

In der Menge der natirlichen Zahlen sind die Primzahlen hdchst unregelmafig verteilt.
Und doch: Es gibt Beziehungen zwischen ihnen, die ihre gruppenweise Zusammenfas-
sung unter numerischen Gesichtspunkten moglich macht. Der Abstand von Primzahlen
ist so eine Beziehung!

In der Primzahlfolge (2,3,19,37,59, 61) haben die Folgenelemente ungleiche Abstan-
de, namlich der Reihe nach 1, 16, 18, 22, 2, wahrend sie in der Folge (5,11,17,23) alle
den gleichen Abstand 6 haben.

Es sei d eine naturliche Zahl > 1. Dann heil3t (p,p +d,p+24,...,p + nd),
n > 1, eine arithmetische Primzahlfolge, wenn p, p +4d, ..., p 4+ nd samtlich
Primzahlen sind.

Ketten aus Primzahlen vom Abstand 4

Eine sehr bekannte arithmetische Primzahlfolge ist (199, 199 + 210, 199 + 2 - 210, ...,
199 + 9 - 210) mit 10 Elementen. Sie ist maximal in dem Sinne: Es gibt keine Primzahl
< 199 oder > 199 + 9 - 210 = 2089, die von 199 oder von 2089 den Abstand 210 hat.

Essei(p,p+d,p+24,...,p+ (L —1)d) eine maximale arithmetische Prim-
zahlfolge, d > 1 und L > 2. Dann heil3t diese Primzahlfolge eine d-Kette; L
heil3t die Lange der d-Kette.

Beispiel: Die Folge (823,853, 883) ist eine 30-Kette der Lange 3.

Wir werden nun den Fragen nachgehen:
(F,) Fur welche Abstande d > 1 gibt es d-Ketten?

(F,) Gibt es unendlich viele oder nur endlich viele d-Ketten fur ein vorgegebenes d ?

Ein berithmter Satz von P. G. L. Dirichlet (1805-1859) besagt: Wenn zwei natlrliche
Zahlen a und d keinen gemeinsamen Teiler auf3er 1 besitzen, dann gibt es in der arith-
metischen Zahlenfolge (a,a +d,a + 24, ...) stets unendlich viele Primzahlen. Aus die-
sem Satz folgt zwar, dass die Abstéande der Primzahlenin (a,a+d,a+2d,...) allesamt
irgend welche Vielfache von d sind, er gibt aber leider nicht an, welche Vielfachen das
sind. Deshalb werden wir — um Antworten auf die Fragen (F, ), (F,) zu finden — konkrete
Falle von Abstanden d betrachten missen.

d=1
(1) Es gibt nur die eine 1-Kette (2, 3).
Denn fir jedes von (2, 3) verschiedene Primzahlpaar (p, p +d) ist p > 2.
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d=2

Eine 2-Kette der Lange L = 2 hat die Form (p, p + 2) — sie heif3t ein Primzahlzwilling.
Solche Zwillinge sind z.B. (3,5), (5,7), (11,13). Da man (vorlaufig?) keine Regel zur
Berechnung von Primzahlen kennt, hat man erst recht keine solche Regel zur Bestim-
mung von Primzahlzwillingen. Aber aus Primzahllisten und neuerdings unter Compu-
tereinsatz hat man so viele und so grof3e Zwillingspaare gefunden, dass damit (und mit
anderen Argumenten) die folgende Vermutung als Antwort fiir (F,) bei d = 2 gerecht-
fertigt erscheint:

(2) Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge (p,p +2), p > 3.

Ein Beweis oder die Widerlegung von (2) stellt eines der schwierigsten ungeldsten
Probleme der Zahlentheorie dar.

Dagegen konnte der Fall einer 2-Kette mit einer Lange L > 3 leicht vollstandig geklart
werden:

(3) Es gibt nur eine 2-Kette mit einer Lange L > 3, namlich (3,5,7).

Zum Nachweis von (3) nehmen wir an: (p, p + 2, p + 4) sei eine weitere, von (3,5,7)
verschiedene 2-Kette.

Dann ist p > 3 und eine der Zahlen p, p + 1, p + 2 ist ein Vielfaches von 3. Nach
Annahme sind p und p + 2 Primzahlen mit p > 3 — folglich ist p + 1 und daher auch
p+4 = (p+1)+3 jeweils ein Vielfaches von 3. Aber nach Annahme ist auch p + 4
eine Primzahl: Widerspruch! Die Annahme ist falsch.

Weil es daher keine 2-Kette (p, p + 2, p + 4) mit p > 3 gibt und weil die Kette (3,5,7)
maximal, also nicht ,verlangerbar ist, kann es auch keine 2-Ketten mit L = 4,5,6, ...
geben. Damit ist (3) gezeigt.

d > 3 und ungerade
Essei(p,p+4d,...,p+ (L—1)d) eine d-Kette mit ungeradem 4 > 3 und mit der Lange
L>2.

Fir jedes d gilt dann: Das erste Element der d-Kette ist gerade, weil sonst p + d gerade
und mithin keine Primzahl ware; somit ist nur p = 2 moglich. Dann aber hat die d-Kette
notwendiger Weise die Lange L = 2: Ware namlich L > 3, dann enthielte sie das
Element p 4 24, und wegen p = 2 ist p 4 2d keine Primzahl: Widerspruch!

Die fiir ein bestimmtes d einzig mdgliche d-Kette sieht daher so aus: (2,2 + d). Folglich
gilt:

(4) Es seid > 3 und ungerade. Nur wenn 2 + d eine Primzahl ist, dann gibt es fir d

eine und nur diese eine d-Kette (2,2 4 d).

Beispiele
d \ 3 5 7 9 1 13 --- 21 23 25 27
d-Kette \ (2,5) (2,7) — (2,11) (2,13) — --- (2,23) — — (2,29)

d > 4 und gerade

Bei den d-Ketten mit geradem d > 4 betreten wir ein weithin unbekanntes Terrain.
Bereits die Frage (F,;) ist unbeantwortet. Zwar kdnnen wir fur kleine Primzahlabstande
d schnell Beispiele mit geradem d > 4 angeben, etwa

4-Ketten: (3,7,11); (13,17); (19,23); (37,41); (43,47); ...
6-Ketten: (5,11,17,23,29); (7,13,19); (31,37,43); ...
8-Ketten: (3,11,19); (5,13); (23,31); (29,37); ...
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Mit wachsendem d wird es immer aufwandiger, zu d gehorige Ketten zu finden — wobei
erschwerend hinzukommt, dass man von vorneherein gar nicht weil3, ob es fir ein
bestimmtes d Uberhaupt eine d-Kette gibt. Aber selbst wenn man fir ein bestimmtes
gerades d > 4 viele d-Ketten angeben kann, stellt die Frage (F,) wohl die gleiche
Problematik wie die Vermutung (2) Gber 2-Ketten (=Primzahlzwillinge) dar und sie fihrt
auch in vergleichbar gro3e Schwierigkeiten, weshalb wir (F;) und (F,) nicht weiter
verfolgen — wir brechen somit an dieser Stelle ab mit einer leichten

Aufgabe:
(5) Die einzige 4-Kette mit einer Lange L > 3 ist (3,7,11). Zeige dies!
(L6sung siehe am Schluss!)

Primzahlketten der Lange L

Bei den bisherigen Betrachtungen haben wir Primzahlabstande d vorgegeben und ver-
sucht, fur diese d Antworten auf die Fragen (F;) und (F,) zu finden. Dabei haben wir
zwar die Félle d > 1 und d ungerade vollstandig aufgeklart — vgl. (1) und (4) —, aber
fur gerade d > 2 kdnnen wir nur zwei Teilergebnisse — vgl. (3) und (5) — vorweisen, so
dass die Félle d = 2,4, 6, ... im Wesentlichen ungel6st bleiben.

Wir andern nun unsere ,Blickrichtung“ und stellen die Lange L von maximalen arithme-
tischen Primzahlketten in den Vordergrund — wir sprechen kurz von Ketten der Lange
L. Fur Kkleine L ist es leicht, aus Primzahllisten Ketten der Lange L herauszulesen.

Beispiele
Vorgegebenes L Ketten der Lange L
L=3 (3,5,7) mitd = 2; (19,43,67) mitd = 24
L=4 (5,11,17,23) mitd = 6; (41,71,101,131) mitd = 30
L=5 (5,17,29,41,53) mitd = 12; (5,47,89,131,173) mitd = 42
L=6 (541,571,601, 631, 661,691) mitd = 30

Schon seit langem haben sich Mathematiker — etwa J. L. Lagrange (1736-1813) —
gefragt:

(F;) Welche Lange L kann eine Primzahlkette haben?

Aber sie sind Uber isolierte Einzelergebnisse wie z.B. die oben genannte 210-Kette
(199, ...,1994+9-210) der Lange L = 10 nicht hinaus gekommen. Um so erstaunlicher
ist die ,Antwort*, die G. H. Hardy* (1877-1947) zusammen mit J. E. Littlewood (1885-
1977) zu geben versuchten

(6) Die Vermutung von Hardy-Littlewood (1923):
Zu jeder natdrlichen Zahl L > 2 gibt es stets eine maximale arithmetische Prim-
zahlfolge aus L Gliedern (eine Kette der Lange L).

Wie mutig Hardys und Littlewoods Behauptung (6) war, mag man daraus ermessen,
dass es erst im letzten Jahrzehnt gelang, etwas langere Ketten aufzuspiren. So hat
P. A. Pritchard mit hohem Computeraufwand eine Kette (a,...,a + 18d4) der Lange
L =19 mita = 8297644387 und d = 4180566390 entdeckt. Spater (1993) fand
er zusammen mit Anderen sogar eine damals als Rekord geltende Kette der Lange
L =22.

*Nur S. Ramanujan (1887-1920) kann wohl Hardy den Rang des grof3ten Zahlentheoretikers im 20.
Jahrhundert streitig machen.
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Aber echte Fortschritte flir einen Beweis von (6) gab es zunachst nicht. Deshalb wandte
man sich einer moglicher Weise leichter zu beantwortenden Frage zu:

(F,) Gibt es zu einer vorgegebenen Zahl L > 2 unendlich viele oder endlich viele oder
gar keine Ketten der Lange L ?

Fur L = 2 lasst sich (F,) leicht entscheiden.

Jedes Primzahlpaar (2, p), p eine Primzahl > 3, ist eine d-Kette der Lange 2 mitd =
p — 2. Dazu ist nur zu zeigen, dass (2, p) maximal ist. Ware sie namlich verlangerbar zu
(2,p,q), dann musste nach Definition einer d-Kette gelten: g ist Primzahl und g = 2 +
2d =2+ +2(p —2) = 2p — 2; aber 2p — 2 ist keine Primzahl fur p > 3: Widerspruch!
Also gilt, da es unendlich viele Primzahlen p > 3 gibt:

(7) Es gibt unendlich viele Ketten der Lange L = 2, namlich (2, p) mit Primzahlen

p = 3.

Sei L =3.
J. van der Corput (1890-1970) hat 1939 die Frage (F,) fir L = 3 beantwortet, indem er
bewies:

(8) Es gibt unendlich viele Ketten der Lange L = 3.

Sein Beweis von (8) enthalt allerdings keinen Hinweis auf ein Verfahren, mit dem man
diese Ketten finden kdnnte.

L>4

Nach 1939 ist man tber 60 Jahre lang bei der Frage (F.) und erst recht bei (F;) keinen
wesentlichen Schritt weiter gekommen. Vor Kurzem nun machten sich die beiden jun-
gen Mathematiker Ben Green aus Kanada und Terence Tao aus den USA daran, die
Arbeit van der Corputs fortzusetzen und (F,) fur L = 4 zu entscheiden.

Sie entwickelten dazu eine Methode, die sich im Laufe ihrer Untersuchungen Uber-
raschender Weise als so machtig und flexibel herausstellte, dass sie mit ihr weitaus
mehr beweisen konnten, als sie urspriinglich vorhatten. Sie fanden heraus, dass es
nicht nur fr L = 4, sondern fir jedes L > 2 jeweils unendlich viele Ketten der Lange L
gibt!

Damit ist (F,) fur jedes gegebene L > 2 entschieden und zugleich ist (F;) beantwortet
— Letzteres bedeutet, dass die Richtigkeit der Vermutung von Hardy-Littlewood nach-
gewiesen ist.

Leider ist der Beweis von Green und Tao nicht konstruktiv, d.h. er gibt nicht an, wie man
Ketten der Lange L tatsachlich findet — flr Zahlenttftler mit Computer er6ffnet sich eine
unermessliche Spielwiese!

Losung der Aufgabe — vgl. (5)

Annahme: Neben (3,7,11) gibt es eine weitere 4-Kette (p, p +4,p + 8, ...) der Lange
L > 3. p ist kein Vielfaches von 3, da p eine Primzahl > 3 sein muss.

Waére p + 1 ein Vielfaches von 3, dann wére p +4 = (p + 1) + 3 ein Vielfaches von 3,
also ware p + 4 keine Primzahl: Widerspruch!

Waére p + 2 ein Vielfaches von 3, dann wére auch p +8 = (p + 2) + 6 ein Vielfaches
von 3, also ware jetzt p 4+ 8 keine Primzahl: Widerspruch!

Ware p + 3 ein Vielfaches von 3, dann wére auch p ein Vielfaches von 3: Widerspruch!
Die Annahme ist somit falsch.

Folglich gibt es nur die eine 4-Kette (3,7,11) der Lange 3.
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Rubrik der Loser und Loserinnen
(Stand: einschliel3lich Heft 81)

Die Klassenangaben beziehen sich auf das Schuljahr 2004/05.

Elisabeth-Langgéasser-Gymnasium Alzey:

Kl. 5: Teresa Hahn 41, Bula Hauch 6, Elisabeth Kopf 21, Patricia Petry 4, Kevin Schmitt
12, Anne Vorherr 13;

Kl. 6: Martin Achenbach 19, Emma Braininger 10, Luisa Dorrhofer 4, Annika Flick 15,
Ramona Friedrich 10, Eduard Hauck 6, Larissa Hyar 5, Peter Machemer 10, Marina
Matchlakowa 10, Alexander Maus 15, Philipp Mayer 38, Ann-Kristin Muller 4, Patrick
Schnell 6, Raphael Wetzel 8;

Kl. 7: Jonathan Peters 56, Lisa Simon 53, Julia Zech 49;

Kl. 8: Keno Krewer 6, Sabine OR3walt 4; KI. 9: Patricia Kastner 52, Johannes Merz 15;
Kl. 10: Markus Bassermann 21; Kl. 13: Manuel Ross 12.

Karolinen-Gymnasium Frankenthal:

Kl. 6: Lena Baum 39, Daniel Draper 34, Melissa Lutsch 10, Monja Reinmuth 26, Ann-
Christin Ruhland 28, Désirée Schalk 74, Johanna Stimm 26, Christoph Wippel 12;

Kl. 8: Silvana-Maria Clotan 68, Felix Liebrich 70, Richard Nixdorf 9, Martin Reinhardt
73, Jessica Tischbierek 25, Bettina Zimmermann 11.

Leibniz-Gymnasium Ostringen (Betreuender Lehrer Klaus Ronellenfitsch):
Kl. 8: Thomas Geil3 51.

Alexandria, Deutsche Schule der Borromaerinnen (Betreuende Lehrer: Marie-
Claire Farag, Rudolf Werner):

Kl. 6: Ossama Bassant 12, Dina Hamdy 8, Ahmed Malak 11, Nada Mohamed 11,
Sherif Nariman 3, Hossam Rana 11, Hossny Salma 5, Hassan Shaimaa 10, Amira
Wael 12, Mohamed Youmna 7,

Kl. 7: Youmna Awadalla 5, Sarah Magdy 6.

Altotting, Konig-Karlmann Gymnasium: Kl. 9: Amelie Hittner 18.

Alzey, Gymnasium am Romerkastell:
Kl. 9: Christian Behrens 71, Martin Alexander Lange 51.

Bad Homburg: KI. 10: Laura Biroth 34.
Beselich, Grundschule: KI. 3: Marc Dinges 4.
Darmstadt, Eleonorenschule: Kl. 11: Moritz Egert 39.

Eiterfeld, Lichtbergschule (Betreuender Lehrer Wolfgang Jakob):
Kl. 6: Marius Falkenhahn 15, Anna-Lena Herrmann 6, Theresa lIsert 5, Alexander
Moller 6; KI. 7: Sabine Sauer 15, Angela Schmelz 9, Luisa Schmelz 2.

Eltville, Gymnasium (Betreuender Lehrer Markus Dillmann):
KIl. 5: Maruis Holderrieth 10; KI. 7: Daniel Mayer 38, Hagen Sdngen 38;
Kl. 9: Ralf Jung 45.

Enger, Widukind-Gymnasium:

Kl. 5: Moritz Aschemeyer 13, Jan-Henrik Branding 32, Lennart Dross 2, Nils Gartner 2,
Florian Junklewitz 12, Christoph Lindemeier 5, Lena Militschke 14, Lisa Sophia Nigbur
2, Nicklas Reetz 2, Wilhelm Reger 5, Philipp Ruter 9, Niklas Rutz 4, Erik Saharge 7,
Tobias Schlegel 8.
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Eutin, Johann-Heinrich-VoR-Gymnasium: KIl. 13: Lars Imsdahl 14.

Hadamar, Furst-Johann-Ludwig-Gesamtschule (Betreuende Lehrerin Frau Irm-
trud Niederle):

Christoph Daum 4;

Kl. 5: Marius Burkhardt 9, Julian Roth 8, Philipp Wenzel 15;

Kl. 6: Kai Roth 26, Isabell Schardt 7;

Kl. 7: Corinna Dinges 50, Hannah Meilinger 48, Tatjana Mendt 4, Katharina Schmidt 9,
Andreas Weimer 63;

Kl. 8: Johannes Weimer 42.

Halberstadt, Martineum: KI. 8: Robert Hesse 52.
Halle, Georg-Cantor-Gymnasium: KI. 8: Christoph Tietz 44.

Kairo, Deutsche Schule der Borromaerinnen (Betreuende Lehrer: Gerd Weber,
Christoph Straub):

Kl. 7: Caroline Amin 4, Alia’a Ahmed Doma 69, Karin Emil 72, Marina Magdy 24, Heba
Mandouh 42, Marina Morad 72, Sandra Waguih 21, Sylvia Zekry 18;

Kl. 9: Sherine Ali 6, Marina Ashraf 24, Alia el Bolock 38, Mariam Emad 29, Salma
Mariam Ismail 57, Nadia Abou Shady 46, Marwa Talal 49;

Kl. 10: Lauren Emil 19, Nadine Gouda 22, Miriam Morad 21, Iman Tarek 17.

Kaiserslautern, Burggymnasium:

Kl. 10: Eduard Bierich 5, Kerstin Bonfico 15, Simon Gockel 6, Irina Herdt 9, Matthias
Reis 5, Jonathan Zorner 7;

Kl. 12: Annika Radau 2.

Kusel, Gymnasium: Kl. 5: Marco Gebauer 6.
Laufen, Rottmayr-Gymnasium: Kl. 10: Maximilian Muhlbacher 39.

Ludwigshafen, Geschwister Scholl-Gymnasium:

Kl. 8: Thu Giang Nguyen 5; KI. 9: Katharina Kober 52; KIl. 10: Christoph Karg 28;
Kl. 11: Claudia Mack 24, Judith Reinhardt 10, Adriana Spalwisz 3;

KIl. 12: Ulrich Koffler 6.

Magdeburg, Werner-von-Simens-Gymnasium: Kl. 10: Sebastian Schulz 18.

Mainz, Frauenlob-Gymnasium (Betreuender Lehrer Herr Mattheis):
Kl. 9: llja Fragin 24, Niklaas Baudet von Gersdorff 21, Jennifer Grof3 22, Sabrina Grof3
22, Cordula Rohde 22.

Mainz-Kostheim, Krautgartenschule: KI. 4: Dorothea Winkelvo(3 24.

Mannheim, Peter-Petersen-Gymnasium (Betreuender Lehrer Herr Wittekindt):
Kl. 7: Stefanie Griinwald 51, Katharina Irmscher 51;
Kl. 9: Maike Backer 18, Natalie Geil3 12, Michaela Schuster 17.

Marktoberdorf, Gymnasium: KI. 7: Florian Schweiger 110.
Munchen, Gisela-Gymnasium: Kl. 10: Bernhard Saumweber 8.
Munchen, Rupprecht-Gymnasium: Sigurd Vogler 2.

Neuss, Gymnasium Marienberg (Betreuende Lehrerin Frau Cordula Langkamp):
Kl. 6: Jennifer Elster 5, Katharina Hartmann 21, Julia Hennig 2, Kirsten Hubert 13,
Marelina Kaules 6, Vivien Kohlhaas 51, Louisa Korbmacher 6, Lea Krause 6, Nora
Mollner 45, Felicitas Pinder 9, Hannah Rohmann 6;
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Kl. 7: Madeline Kohlhaas 65; KI. 9: Daniela Leinsinger 5, Miriam Menzel 84;
Kl. 10: Annika Kohlhaas 64; KI. 11: Stefanie Tiemann 96.

Neustadt a. d. W., Kurfurst-Ruprecht-Gymnasium: Kl. 9: Martin Johlinger 16.
NuUrnberg: Marion Heublein 7.

Oberursel, Gymnasium (Betreuende Lehrer/in Frau Beitlich, Frau Elze und Herr
Mollenhauer):

Kl. 5: Markus Bauch 7, Jan Biersack 4, Aline Endrel3 23, Veronika Finke 6, Patricia
Gierga 5, Romy Kaestner 5, Luisa Regina Keuscher 7, Philipp Krosion 9, Eveline Lipp
10, Gesa Musiol 22, Clara Nigratschka 10, Marie Oster 6, Heike Weber 12;

Kl. 6: Hannah Braun 29, Philipp Kalte 20, Jonas Kdhler 14, Sabrina Kopp 30, Lars
Thiel 12;

Kl. 7: Martin Gral3ler 16, Larissa Habbel 47, Patricia Limpert 13, Franziska Metzler 8,
Sarah Rosengarten 48, Katrin Schlemm 15, Viktoria Schreiber 8, Sophia Waldvogel
43, Valentin Walther 33;

KIl. 8: Annkatrin Weber 49; KI. 9: Marie Jargeleit und Alicia Schwammborn 2;

Kl. 10: Sebastian Eckart 14; KI. 11: Simon Bats 22.

Otterberg, Freie Waldorfschule: Kl. 7: Malte Meyn 68.

Pfinztal, Ludwig-Marum-Gymnasium (Betreuender Lehrer Herr Pfeifle):
Kl. 8: Finn Lanzendorfer 4; KI. 9: Jiska Classen 4;
KIl. 10: Benjamin Bechtle 6, Fabian Lanzendorfer 4, Robin Roth 21.

Remagen, Gymnasium Nonnenwerth (Betreuender Lehrer Herr Meixner):

Kl. 5: Verena Bauch 14, Marian Becker 4, Sandro Birkenhof 3, Barbara Biicker 16,
Carmen Engels 15, David Feiler 46, Sarah Geildler 13, Lena Graf 5, Neal Graham
11, Jana Klaes 24, Sebastian Kramer 11, Nikola Lubbering 13, Maria Pohl 1, Lisa
Rohrwasser 4, Alina Schafer 17, Anna Schilling 9, Fabian Strang 14, Pia Wegmann 11,
Selina Weich 17, Korbinian Wester 21, Nadia Wester 17;

Kl. 8: Keven Runge 3.

Siegburg, Anno-Gymnasium (Betreuende Lehrerin Frau Hachtel):
Kl. 12: Jan B. Boscheinen 25.

Speyer, Kolleg (Betreuende Lehrerin Frau Hanna Johlinger):
Sergej Betcher (Bruder von Olga Betcher, 11. Kl.) 8;
KIl. 11: Viktor Eberhardt 6.

Stendal, Winckelmann-Gymnasium:
Kl. 6: Alexander Rettkowski 73; KI. 7: Sina Bronkalla 19;
KI. 10: Tobias Grunwald 10.

St. Goarshausen, Wilhelm-Hofmann-Gymnasium: KI. 8: Julia Koch 23.
Tegernsee, Gymnasium: KI. 10: Juliane Oberwieser 4.
Weiterstadt, Albrecht-Durer-Schule: KI. 11: Artjom Zern 21.

Winnweiler, Wilhelm-Erb-Gymnasium (Betreuender Lehrer Herr Kuntz):
Kl. 5: Kira Bayer 5, Joel Jung 20, Emily Linn 56, Lukas Scheid 7;

Kl. 7: Sophie Schéafer 1, Philipp Thau 5; KI. 9: Julia Jung 23, Sarah Trobs 32;
Kl. 12: Verena Pragert 46.

Wittlich, Peter-Wust-Gymnasium: KI. 9: Charlotte Capitain 48.
Worms, Eleonoren-Gymnasium: KI. 8: Moritz Maurer 17.
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Mitteilungen von Herausgeber und Redaktion

Zum neuen Schuljahr 2005/2006 kann die MONOID-Redaktion wieder viele neue Abon-
nenten begrifRen. Allen, die sich so dem Club der MONOIDaner angeschlossen haben,
winschen wir gute Unterhaltung bei der Lektlre der Artikel und viel Erfolg beim Lésen
der Aufgaben! Die Bedingungen fur das Einsenden der Losungen stehen auf der zwei-
ten Umschlagseite.

Aber auch denjenigen Leserinnen und Lesern, die MONOID weiterhin die Treue halten,
sei dafir gedankt und ebenfalls viel Erfolg gewiinscht! Besonderen Dank spricht die
Redaktion den fleiRigen Einsendern von Aufgabenvorschlagen und neuen Artikeln aus.
FiUr jeden Aufgabenvorschlag, den Ihr Euch selbst ausgedacht habt, gibt es vorweg
einen Punkt und wird die Aufgabe in MONOID gestellt, gibt’s fir die mit eingesandte
Losung auch die entsprechende Punktezahl.

Als neue Autoren stellen sich in diesem Heft vor: Herr Markus Dillmann, Mathe-Lehrer
am Gymnasium in Eltville und bereits Mitglied in der Redaktion (Markus_Dillmann@
gmx . de), die Schulerin Marion Heublein vom Gymnasium Stein (marionheublein®
web.de) und Herr Dr. Edzard Salow aus Bremen (Edzard-Salow@gmx . de).

Auch in der Redaktion gab es Veranderungen: Herr Dr. Hans-Jurgen Schuh, Profes-
sor fur Mathematik in unserem Institut (Spezialgebiet: Stochastik) und schon friher
Autor von Beitragen fir MONOID, wirkt nun auch in der Redaktion mit, und Frau Dr.
Cynthia Hog-Angeloni tbernimmt ab diesem Heft von Herrn Jens Mandavid das Zu-
sammenstellen der Beitrage und das Layout. Herrn Mandavid danken wir herzlich fir
seine umsichtige und sorgféaltige Arbeit an den MONOID-Heften und deren Versen-
dung.

Ekkehard Kroll

Kurz vor Redaktionsschluss erreicht uns die traurige Nachricht, dass OStR Martin
Mettler in der Nacht vom 10. auf den 11. September 2005 nach langer schwerer
Krankheit in seinem Wohnsitz in Carlsberg verstorben ist. Unsere Anteilnahme
gilt seiner Familie.

Eine Wirdigung der Verdienste von Martin Mettler um MONOID folgt im nachsten
MONOID-Hetft. Die Redaktion

Die Redaktion

Leitung: Dr. Ekkehard Kroll, Stdring 106, 55128 Mainz

Mitglieder: Prof. Wolfgang J. Buhler Ph. D., Markus Dillmann, Dr. Hartwig
Fuchs, Arthur Kopps, Wolfgang Kraft, Helmut Ramser, Prof. Dr. Hans-Jirgen
Schuh, Prof. Dr. Duco van Straten, Dr. Siegfried Weber

Ehrenmitglied: Martin Mettler

Weitere Mitarbeiter: Dr. Valentin Blomer, Martin Mattheis, Dr. Volker Priebe
Monoidaner: Markus Bassermann, Gregor Dschung, Johannes Fiebig, Patricia
Kastner, Felix Liebrich, Johannes Merz, Manuel Ross und Rebecca Zimmer
Zusammenstellung und Layout: Dr. Cynthia Hog-Angeloni, Jens Mandavid
Internet: Oliver Labs
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