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Liebe Le(0)serin, lieber Le(d)ser!

Die neuen Aufgaben warten auf Losungen. Nur Mut, auch wenn

- du in Mathe keine ,Eins* hast! Die Aufgaben sind so gestaltet,
dass du zur Losung nicht unbedingt den Mathe-Stoff der Schule brauchst. Vielmehr
wird das Losen mancher Aufgabe viel mathematische Fantasie und selbststandiges
Denken von dir fordern, aber auch Zahigkeit, Willen und Ausdauer.

Wichtig: Auch wer nur eine Aufgabe oder Teile einzelner Aufgaben losen kann,
sollte teilnehmen; der Gewinn eines Preises ist dennoch nicht ausgeschlossen.

Fur Schuler/innen der Klassen 5-7 sind in erster Linie die ,Mathespielereien” vorge-
sehen; auch Schiler/innen der Klassen 8 und 9 dirfen hier mitmachen, aber nur auf der
Basis der halben Punktzahl. Denkt bei euren Lésungen daran, auch den Losungsweg
abzugeben! Alle Schuler/innen, insbesondere aber jene der Klassen 8-13, kdnnen
Losungen (mit Losungsweg!) zu den NEUEN AUFGABEN und zur ,Seite fur den
Computer-Fan“ abgeben. (Beitrage zu verschiedenen Rubriken bitte auf verschiede-
nen Blattern.) Abgabe-(Einsende-) Termin fur Losungen ist der

Zuschriften bitte an folgende Anschrift: 15.05.2007.
Johannes Gutenberg-Universitat Tel.: 06131/3926107
Institut fur Mathematik Fax: 06131/3924389

MONOID-Redaktion . ) ] . .
D-55099 Mainz e-Mail: monoid@mathematik.uni-mainz.de

Im ELG Alzey kdnnen Losungen und Zuschriften im MONOID-Kasten oder direkt an
Herrn Kraft abgegeben werden, im KG Frankenthal direkt an Herrn Kopps.

Ferner gibt es in folgenden Schulen betreuende Lehrer/innen, denen ihr eure Lésungen
geben kénnt: Herrn Ronellenfitsch im Leibniz-Gymnasium Ostringen, Herrn Witte-
kindt in Mannheim, Herrn Jakob in der Lichtbergschule in Eiterfeld, Frau Langkamp
im Gymnasium Marienberg in Neuss, Herrn Kuntz im Wilhelm-Erb-Gymnasium Winn-
weiler, Herrn Meixner im Gymnasium Nonnenwerth, Herrn Mattheis im Frauenlob-
Gymnasium Mainz, Frau Beitlich und Frau Elze im Gymnasium Oberursel, Frau Nie-
derle in der F-J-L-Gesamtschule Hadamar und Herrn Dillmann im Gymnasium Elt-
ville.

Die Namen Aller, die richtige Losungen eingereicht haben, werden im MONOID in der
RUBRIK DER LOSER und auf der MONOID-Homepage im Internet erscheinen.

Wir bitten auch um neue Aufgaben, die du selbst erstellt hast, um sie in den Rubri-
ken ,Mathespielereien“ und ,Neue Aufgaben® zu verdffentlichen. Diese Aufgaben sol-
len aber nicht aus Lehrblchern oder Aufgabensammlungen enthommen sein, sondern
deiner eigenen Fantasie entspringen. Wirde es dich nicht einmal reizen, eine Aufgabe
zu stellen, deren Losung vorerst nur du kennst?

Am Jahresende werden rund 50 Preise an die flei3igsten Mitarbeiter vergeben. Seit
1993 gibt es noch einen besonderen Preis: das Goldene M.

AulRer der Medaille mit dem Goldenen M gibt es einen beacht-
lichen Geldbetrag fur die beste Mitarbeit bei MONOID und bei
anderen mathematischen Aktivitaten, namlich: Losungen zu den
.Neuen Aufgaben® und den ,Mathespielereien*, Beitrage zur ,Sei-
te fur den Computer-Fan“, Artikel schreiben, Erstellen von neu-
en Aufgaben, Tippen von Texten fir den MONOID, Teilnahme an
Wettbewerben, etc.

Und nun wiinschen wir euch viel Erfolg bei eurer Mitarbeit! Die Redaktion
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Das Wegenetz eines Hamsters

Von Hartwig Fuchs

Das Problem
Der unterirdische Bau eines Hamsters besitzt finf Ausgange. Jeden dieser Ausgange
will der Hamster nun mit jedem anderen durch einen oberirdisch verlaufenden Weg so
verbinden, dass

(1) auf keinem Weg ein dritter Ausgang liegt,

(2) die Wege sich nicht kreuzen.
Kann der Hamster ein Wegenetz so anlegen, dass die Bedingungen (1) und (2) erfullt
sind?
Die Antwort auf diese Frage wollen wir mit einem Umweg Uber einen schonen Satz von
Leonhard Euler (1707-1783) herleiten.

Landkarten w1

In der Ebene seien Punkte gegeben und Lini- G,
en (Wege), durch welche Punktepaare so mitein-
ander verbunden sind, dass auf keiner der Ver-
bindungslinien ein dritter der gegebenen Punkte
liegt. Das Liniennetz sei zudem so beschaffen,
dass man von jedem Punkt zu jedem anderen
lAngs zusammengesetzter Wege gelangen kann. Wy We

Eine so aus Punkten und Wegen gebildete Figur

heil3t eine Landkarte. Die von zusammengesetz- Eine Landkarte mit

ten Wegen umschlossenen ebenen Bereiche so- g\F/’\;Jnkten
wie auch deren AuRRenbereich nennen wir Gebie- egen
4 Gebieten

te.

Der Satz von Euler
Die Anzahlen p, w und g von Punkten, Wegen und Gebieten in einer beliebigen Land-
karte sind nicht unabhangig voneinander. Vielmehr besteht zwischen ihnen ein einfa-
cher Zusammenhang, den Leonhard Euler als erster entdeckt und bewiesen hat:
(3) Einen Landkarte weise p Punkte, p > 1, w Wege und g Gebiete auf.
Danngilt: g+p=w+2
Beweis durch vollstandige Induktion nach der Anzahl w der Wege.
1. Esseiw =0,1 oder 2.

° U‘W@

w=0 w=1 w=2 w=2

Fir w = 0 ist p = 1 nach Voraussetzung, also g = 1. Firw = 1ist p = 2 und
dannist ¢ = 1. Flir w = 2 ist die Landkarte von einem der obenstehenden Typen
mitp =3 und g =1odermitp =g = 2.
In allen Fallen gilt (3).
Bemerkung: Als Induktionanfang hatte der Nachweis von (3) flr nur einen der
Werte w = 0, 1,2 genugt.

2. Wir treffen nun die Induktionsannahme, (3) sei bereits bewiesen fur Landkarten
mit0,1,2,...,w — 1 Wegen.
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3. Wir zeigen: Aus der Induktionsannahme folgt, dass (3) fur eine beliebige Land-
karte mit w Wegen gilt.
Zwei Falle sind maoglich:

a)

b)

Zu jedem Punktepaar gibt es nur eine aus Wegen zusammengesetzte Ver-
bindung.

Beispiel: Eine Landkarte mit jeweils

P
nur einer Verbindung zwischen zwei
w; Punkten; z. B. gibt es zwischen P und
(4) Q nur die zusammengesetzte Verbin-
w» dung W1WLW3.

w3 . . .

In einer solchen Karte gibt es nur ein
Q Gebiet (g = 1).

Gabe es namlich zwei oder mehr Gebiete, dann Gy
mussten von mindestens einem Punkt zwei Verbindun- | 5,
gen zu einem anderen Punkt ausgehen.

Unter den p Punkten der Karte befindet sich ferner mindestens ein Punkt P,
der nur zum Weg w; gehdort. Wir streichen nun diesen Punkt P und den
zu ihm fuhrenden Weg aus der Karte. Die neue Karte enthalt dann p —1
Punkte, w — 1 Wege, 1 Gebiet. Fir sie gilt daher nach Induktionsannahme:
¢+ (p—1) = (w—1)+ 2. Dann aber gilt ¢+ p = w + 2 fur die Karte mit
dem Punkt P.

In der Landkarte gibt es ein Punktepaar, zwischen denen es zwei verschie-
dene aus Wegen zusammengesetzte Verbindungen gibt — vgl. P und Q im
Bild.

Wy
P ws
Beispiel: Eine Landkarte mit zwei Ver-
(5) bindungen W1WHrW3 und WsW4W3 ZWi-
W schen den Punkten P und Q.
3
Q

Entfernen wir aus einer dieser Verbindungen einen Weg — z. B. den Weg w,
in Bild (5) — dann verliert die Karte dadurch einen Weg und zusatzlich auch
ein Gebiet. Die neue Karte enthalt somit p Punkte, w — 1 Wege und g — 1
Gebiete; fur sie gilt nach Induktionsannahme: (¢ —1)+p = (w—1) + 2.
Dann aber ist ¢ + p = w + 2 fur die Karte mit w Wegen.

Losung des Problems des Hamsters

(6)

Beispiel: Eine Landkarte, in der jeder Weg zwi-
schen den Ausgangen des Hamsterbaus die Be-
dingungen (1) und (2) erfullt — mit einer Ausnah-
me: Wie auch der Weg von A; nach Aj; gelegt
wird, stets verletzt er die Bedingung (1) oder (2)!
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Seine vielen erfolgslosen Versuche, ein kreuzungsfreies Wegenetz anzulegen — einer
davon ist in Bild (6) zu sehen — haben den Hamster an den Rand der Verzweiflung
getrieben. Und dabei hatte er sich den ganzen Frust sparen kdnnen — hatte er nur den
Satz von Euler gekannt! Denn dann hatte er unschwer herausgefunden, dass qilt:

(7) Unter den Bedingungen (1) und (2) ist ein Wegenetz mit 5 Punkten nicht maglich.

Zur Begrindung von (7) treffen wir die

Annahme: Das Wegenetz ist doch maglich.

An jedem Ausgang beginnen nach Voraussetzung 4 Wege; beachtet man, dass ein
Weg von P nach Q zugleich einen Weg von Q nach P darstellt, dann enthalt die Land-
karte mit dem Wegenetz des Hamsters mit seinen 5 Punkten (Ausgangen) insgesamt
w=>5-4- % = 10 Wege. Mit (3) und p = 5 folgt dann, dass die Karte 7 Gebiete besitzt
(g=7).

Da es von einem Ausgang zu einem anderen keine zwei Wege gibt, besteht der Rand
eines jeden Gebiets aus mindestens 3 Wegen — und da jeder Weg zum Rand zweier
Gebiete gehort, gilt fir die Anzahl w der Wege im Wegenetz: g -3 - % < w; also auch

g < %w Mit ¢ = 7 und w = 10 folgt daraus 7 < % - 10, ein Widerspruch! Damit ist die
Annahme widerlegt — es gilt die Behauptung (7).

Zum Leben und Einfluss Leonhard Eulers
(1707-1783)

Von David E. Rowe

Vor genau 300 Jahren wurde Leonhard Euler, der pro-
duktivste Mathematiker aller Zeiten, am 15. April 1707 in
Basel geboren. Dieser Ort und diese Zeit waren beson-
ders gunstig fur ein einheimisches mathematisches Ge-
nie, denn Basel war die Heimatstadt der berihmten Ma-
thematikerfamilie Bernoulli, mit der Eulers Vater gewisse
Kontakte hielt. Hinzu kam, dass Euler die Welt im Zeit-
alter der anbrechenden Aufklarung erblickte — einer Zeit,
in der den mathematischen Wissenschaften eine zentra-
le Rolle zukam. Auch die lokalen Verhaltnisse stimmten:
Eulers Mutter Margaretha, die Tochter des Basler Spital-
pfarrers J. H. Brucker, gehorte einer gebildeten Familie
an. Im April 1706 heiratete sie Paul Euler, der damals
als Pfarrer am Baseler Waisenhaus wirkte. IThr Mann war
nicht nur fleiBig, sondern auch mathematisch begabt; er
hatte sogar wahrend seines Theologiestudiums eine Dis-
sertation unter der Leitung von Jakob Bernoulli geschrie-
ben.

Das Geburtshaus ihres ersten Kindes wird vermutlich fir immer unbekannt bleiben,
denn die junge Familie zog nur ein Jahr nach Leonhards Geburt nach Riehen um, ei-
nem kleinen Dorf etwa funf Kilometer von Basel entfernt. In dieser frommen Umgebung
wuchs der Knabe zusammen mit seinen zwei Schwestern auf. Zu Hause brachte ihm
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sein Vater Mathematik bei, und mit sechs Jahren wurde er in die Lateinschule nach
Basel geschickt, wo er bei seiner Gromutter mtterlicherseits wohnte. Damals wa-
ren die Schulen in der Schweiz eher riickstandig, zumal die Einflisse von Padagogen
wie Pestalozzi erst spater kamen. Mathematik stand gar nicht im Lehrplan der Baseler
Lateinschule, aber Leonhards Vater engagierte einen Privatlehrer fir seinen Sohn. Die-
ser Johann Burkhardt war gleich wie er ein Theologe mit leidenschaftlichem Interesse
fur die Mathematik. Dank seiner Hilfe konnte der Junge 1720 im Alter von 13 Jahren
die Universitat Basel besuchen, wo er auf Wunsch seines Vaters natlrlich Theologie
studieren sollte.

Wahrend sich Leonhard mit dem Erlernen von Altgriechisch und Hebraisch miihte, be-
suchte er nebenbei die Pflichtvorlesungen des Baseler Mathematikprofessors Johann
Bernoulli, des damals fihrenden Mathematikers Europas. Es handelte sich um Vorle-
sungen fur Anfanger, die der Meister taglich um 2 Uhr las, und zwar Uber Geometrie,
theoretische wie auch praktische Arithmetik, hohere Geometrie mit Anwendungen und
Astronomie. Euler fand dies alles sehr reizend, aber viel zu wenig. Vor allem wollte er
den privaten Vorlesungen Johann Bernoullis beiwohnen, die der Meister nur fir einen
kleineren Kreis von Auserwahlten hielt. Damals war die neue Analysis immer noch eine
Art Geheimkunst, die nur langsam Verbreitung fand. Auch an den Spitzenuniversitaten
wie Halle und Goéttingen wurde die Analysis nicht unterrichtet, da die hohere Mathe-
matik fast ausschlie3lich an den fihrenden Akademien betrieben wurde. Die privaten
Vorlesungen Johann Bernoullis stellten insofern eine in ganz Europa fast einzigartige
Einrichtung dar. Sie zogen eine Reihe von begabten und zugleich ehrgeizigen jungen
Mannern nach Basel, das zu dieser Zeit als Hort der Forschungsmathematiker des 18.
Jahrhunderts galt. Zu Bernoullis Schilern zahlten Samuel Konig, I’'Hospital, Maupertu-
is, Clairaut und Gabriel Cramer, um nur die Bedeutendsten zu nennen.

Der sechzigjahrige Bernoulli winkte zunachst ab, aber er empfahl Euler mathematische
Werke zum Studium und lud ihn sonnabends ein, um Fragen zu stellen. Dadurch lernte
Euler seine zwei alteren Sohne, Nikolaus und Daniel, kennen. Der jungste Sohn, Jo-
hannes II, war ein Kommilitone Eulers und deswegen schon friiher mit ihm bekannt.
Zusammen bekamen alle vier Aufgaben von Johann Bernoulli, der bald merkte, es
handelte sich bei Leonhard um ein aul3erordentliches Talent. Johann Bernoulli war
alles Andere als eine grol3zugige Personlichkeit, aber seine Bewunderung fur Euler
nahm mit den Jahren nur zu, wie sich an den verschiedenen Briefanreden erkennen
lasst, die er Uber die Jahre hinweg verwendete. Schon 1729 adressiert er an Euler
als ,Dem hochberihmten und gelehrten Mann“ (nattrlich lateinisch), dann 1737 ,Dem
hochberiihmten und weitaus scharfsinnigsten Mathematiker* und endlich 1745 ,Dem
unvergleichlichen L. Euler, dem Firsten unter den Mathematikern®.

Eulers weitere mathematische Karriere spielte sich an zwei weiteren Orten in drei Zeit-
abschnitten ab. Seine unaufhaltsame Produktivitat entfaltete sich an den Akademien in
St. Petersburg und Berlin zeitlich eingeteilt wie folgt:

e St. Petersburg (1727 — 1741)

e Berlin (1741 — 1766)

e St. Petersburg (1766 — 1783)

Mit zwanzig verlie3 Euler Basel fur immer und Ubersiedelte nach St. Petersburg, wo
er 1730 zum Professor fur Physik ernannt wurde. Drei Jahre spater folgte er Daniel
Bernoulli als Professor fur Mathematik. Im gleichen Jahr heiratete er Katharina Gsell.
Aus dieser Ehe gingen dreizehn Kinder hervor, von denen aber nur funf, drei Séhne
und zwei Tochter, ihre Eltern tberlebten.
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In dieser Phase kommt der gewaltige Forscher voll zum Vorschein. Er veroffentlichte
Arbeiten Uber Analysis und Zahlentheorie, aber auch in vielen angewandten Gebieten
wie Astronomie, Kartographie, Optik und Schiffsbau. Er machte beriihmte Entdeckun-
gen, wie z.B. die Formel

e =cosx+isinx

und l6ste das Konigsberger Brickenproblem. Selbst die Musiktheorie wurde von Euler
in einem Hauptwerk, das Tentamen, und mehreren Abhandlungen eingehend analy-
siert.

SCHWELZERIGUHE MNATION AL BAMEK
UNALA GV IZHA,

BANCA

Schon 1738 verlor Euler sein rechtes Auge, was seine rastlose Arbeit gar nicht beein-
flusste. Er rechnete einfach weiter. Drei Jahre spater wurde Euler vom preul3ischen
Kdnig Friedrich II. nach Berlin geholt, wo er 1744 zum Direktor der mathematischen
Klasse an der Akademie ernannt wurde. Trotz vielfaltiger Verpflichtungen fand er im-
mer die Zeit, mathematischen Abhandlungen zu verfassen. Schon im selben Jahr
verQOffentlichte er eine erste zusammenfassende Darstellung der Variationsrechnung.
Noch bedeutender fiir die Mathematikgeschichte ist sein Lehrbuch von 1748, das zwei-
teilige Introductio in analysin infinitorum (Einfihrung in die Analysis des Unendlichen).

Im gewissen Sinne beginnt die moderne Analysis mit diesem Werk, in dem Euler den
Funktionsbegriff zum ersten Mal als Grundlage fir die Theorie einfuhrt. Eine Funktion
ist allerdings nach Euler als eine explizite Formel zu verstehen, die gegebenenfalls ei-
ne mehrdeutige Zuordnung zuldsst. Die heutige Definition von einer Funktion als eine
beliebige, aber eindeutige Zuordnung zwischen gegebenen Zahlbereichen findet man
erst bei P. L. Dirichlet etwa neunzig Jahre spater. Eulers Einfiihrung in die Analysis des
Unendlichen besteht aus zwei Teilen. Im ersten zeigt er, wie man Funktionen umfor-
men, zerlegen und in unendliche Reihen entwickeln kann. Danach kommt der weniger
bekannte zweite Teil, in dem die Geometrie von Kurven zweiter und dritter Ordnung
(also Kegelschnitte und Kubiken) samt ihren Tangenten, Normalen, Krimmungen und
Singularitaten behandelt wird.

Dieser Zugang zur Analysis war hochst originell, aber Euler folgte dabei einem klaren
didaktischen Konzept, wie man direkt aus dem Vorwort entnehmen kann. Dort schreibt
er:

.per grolte Teil der Schwierigkeiten, mit denen gewohnlich die Jinger der
mathematischen Wissenschaft bei der Erlernung der Analysis des Unend-
lichen zu kampfen haben, hat nach meiner Erfahrung darin seinen Grund,
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dass man sich bereits an jene hohere Kunst heranwagt, bevor man noch
recht die niedere Algebra sich angeeignet hat. Dies hat zur Folge, nicht
nur, dass sich von dem Begriffe des Unendlichen ganz verkehrte Ansichten
herausbilden. Nun setzt zwar die Analysis des Unendlichen nicht gerade
eine vollkommene Kenntnis der niederen Algebra und aller ihrer bisher ge-
fundenen Kunstgriffe voraus; indessen gibt es in letzterer doch so manche
Fragen, deren grindliche Beantwortung den Anfanger auf jene hohere Wis-
senschaft vorzubereiten geeignet ist, und die trotzdem in den gewdhnlichen
Lehrbichern der Algebra entweder ganz und gar tbergangen oder doch
nur obenhin behandelt werden. Was ich in dem vorliegenden Werke zusam-
mengestellt habe, dirfte dem erwahnten Mangel, wie ich glaube, vollstandig
abzuhelfen im Stande sein. Denn ich habe nicht nur das, was die Analy-
sis des Unendlichen durchaus voraussetzen muss, zwar weitlaufiger aber
strenger, als dies gewohnlich geschieht, zu begrinden gesucht, sondern
auch viele Fragen erledigt, durch welche der Leser mit dem Begriff des Un-
endlichen allméhlich und, ohne es selbst zu merken, vertraut wird. Uberdies
habe ich, um die groBe Ubereinstimmung der beide Wege leichter erkennt-
lich zu machen, mehrere Gegenstande, die man sonst in der Analysis des
Unendlichen zu behandeln pflegt, nach den Regeln untersucht, welche die
niedere Algebra an die Hand gibt.”

Der amerikanische Mathematikhistoriker Carl Boyer gab folgende Einschatzung von
der Bedeutung dieses Klassikers:

.1he Introductio of Euler is referred to frequently by historians, but its si-
gnificance generally is underestimated. The book is probably the most in-
fluential textbook of modern times. It is the work which made the function
concept basic in mathematics. It popularized the definition of logarithms
as exponents and the definitions of the trigonometric functions as ratios.
It crystallized the distinction between algebraic and transcendental functi-
ons and between elementary and higher functions. It developed the use of
polar coordinates and of the parametric representation of curves. Many of
our commonplace notations are derived from it. In a word, the Introductio
did for elementary analysis what the Elements of Euclid did for geometry.
It is, moreover, one of the earliest textbooks on college level mathematics
which a modern student can study with ease and enjoyment, with few of
the anachronisms which perplex and annoy the reader of many a classical
treatise.”

Euler schrieb einen zweiten Klassiker wahrend dieser Berliner Periode, aber nicht als
Mathematiker sondern als Naturphilosoph. Es handelte sich um seine Briefe an eine
deutsche Prinzessin, bestehend aus 234 Briefen, die er zwischen 1760 - 1762 an die
15-jahrige Tochter von Friedrich Heinrich, dem Markgrafen von Brandenburg-Schwedt,
gerichtet hat. Erst nach seiner Riickkehr nach Petersburg wurden sie vero6ffentlicht und
dann mehrmals. Um 1800 konnte man Eulers Briefe an eine deutsche Prinzessin in
acht Sprachen lesen: Russisch, Deutsch, Hollandisch, Schwedisch, Italienisch, Eng-
lisch, Spanisch und Danisch. Sie wurden von berihmten Gelehrten wie Voltaire, Goe-
the und Kant zitiert und gelangten zum Ansehen als eines der wichtigsten naturphi-
losophischen Werke der Aufklarungszeit. Eulers erste zwanzig Jahre in Berlin waren
durch allerlei ehrgeizige Plane fur die Akademie gekennzeichnet. Der franzésische Ma-
thematiker Pierre-Louis Moreau de Maupertuis, der damalige Prasident der Akademie,
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wollte diese Institution im gro3en Stil aufbauen und Friedrich Il. schien voll hinter ihm zu
stehen. Nachdem Maupertuis 1759 durch einen von Voltaire angeheizten Skandal sein
Amt aufgab, stand der verdienstvolle Euler bereit, aufzuriicken. Der Konig schatzte
jedoch Eulers Verdienste nicht besonders hoch ein, und es kam langsam zu einem
Zerwurfnis zwischen ihnen. Die Prasidentschaft blieb unbesetzt, und Euler fing schon
1762 an, den Weg zuriick nach St. Petersburg zu planen. Die Verhandlungen dau-
erten lange an, aber im Februar 1766 reichte er sein Abschiedsgesuch bei Friedrich
ein. Friedrich zdgerte, gab aber endlich nach: Euler erhielt die Erlaubnis, wieder nach
Russland zu gehen. Als seinen Nachfolger konnte Friedrich Il. Joseph Louis Lagrange
gewinnen und damit den mathematischen Ruhm seiner Akademie aufrechterhalten.

Als Euler Ende Juli in Petersburg eintraf, wurde
er sehr grof3ziigig von Zarin Katherina Il. emp-
fangen. Trotz seines hohen Alters blieb er auch
wahrend dieser letzen Schaffensphase unglaublich
produktiv. 1768 veroffentlichte er seine dreibandige
Abhandlung zur Integralrechnung, und zwei Jahre
spater brachte er einen dritten Klassiker heraus,
seine Vollstandige Anleitung zur Algebra. Noch- LEONHARD EULER 1707 -1783
mals zeigte Euler seine Begabung als Didaktiker,
der moglichst allgemein verstandlich sein Thema
darlegte.

Um dies zu prifen, diktierte er das Werk einem ungebildeten Schneidergesellen, der
angeblich doch genug davon verstanden hat, um schwierige algebraische Aufgaben
l6sen zu konnen. Eulers Algebra stellt tatsachlich eine einmalige Leistung dar, denn er
bewegt sich ganz langsam von den einfachsten arithmetischen Eigenschaften bis hin
zur Spitze der damaligen Gleichungstheorie. Lagrange schenkte dem Lehrbuch Eulers
sein Lob, indem er das Buch mit einigen bedeutenden Zusatzen versah. Naturlich wur-
de auch dieses Buch in alle fihrenden Fremdsprachen Ubersetzt, und es steht allein
als einziger mathematischen Band in Reclams Universal-Bibliothek.

Aber nicht alles verlief gliicklich fur Euler in St. Petersburg. 1771 erblindete er vollends,
und im gleichen Jahr ging sein Haus in Flammen auf. Nichts davon konnte ihn in sei-
ner wissenschaftlichen Arbeit aufhalten. Mit Unterstitzung seiner Gehilfen diktierte er
immer weiter. In den letzten acht Jahren seines Lebens verfasste er nicht weniger als
270 Arbeiten, deren Inhalte er sicherlich lange zuvor ausgedacht hatte. Als er am 18.
September 1783 an einem Schlaganfall starb, hinterlie3 er 866 Blicher und Abhand-
lungen, viele von dauerhafter Bedeutung fir die Mathematikgeschichte. Natirlich gab
es auch andere sehr produktive Zeitgenossen, aber Euler allein hatte etwa ein Drittel
aller Beitrage zur Mathematik, theoretischen Physik und Mechanik zwischen 1726 und
1800 geschrieben! Die Basler Edition seiner Opera Omnia umfasst 74 Bande. Man
nimmt an, dass er dies nur leisten konnte, weil er ein unglaublich gutes Gedachtnis
und ein ungeheuer grol3es Konzentrationsvermogen besal3. Das muss wohl der Fall
gewesen sein, aber das Geheimnis seiner Schaffenskraft wird damit sicherlich kaum
erklart. Euler ahnelt einem gewaltigen Naturwunder, woriiber man nur staunen kann.
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Ein Blick hinter die Kulissen:
Das enthullte Alter

Von Hartwig Fuchs

Ein Magier behauptet, er konne die Gedanken seiner Zuschauer nicht nur lesen, son-
dern sogar auch lenken.

,Zum Beweis" fordert er einen Zuschauer auf, sich eine natirliche zweiziffrige Zahl Z
zu denken — die er seinen Nachbarn, nicht aber ihm mitteilen dirfe. Mit der Zahl Z soll
er dann folgende Rechnung ausfihren:

e Z wird mit 50 multipliziert;
e zum Produkt wird 988 addiert;
e die Summe wird verdoppelt;

e hat der Zuschauer in diesem Jahr schon Geburtstag gehabt, so addiert er 31,
wenn nicht, dann addiert er 30;

e schlie3lich subtrahiert er sein Geburtsjahr.

Nachdem der Zuschauer seine Rechnung beendet hat, verkiindet der Magier sieges-
sicher:

Die beiden letzten Ziffern des Ergebnisses geben das Alter des Zuschauers (in ganzen
Jahren) an; die beiden ersten Ziffern bilden die gedachte Zahl Z.

Probiere es selber aus: Der Trick des Magiers klappt!

Sein Experiment sei ihm nur deshalb gelungen — behauptet der Magier — weil er das
Alter des Zuschauers aus dessen Gedanken erraten und ihn danach dazu bringen
konnte, die vom Magier fur dieses Alter passende Zahl Z zu wahlen.

Verhalt es sich tatsachlich so?

Sehen wir uns die Rechnung genauer an. Es sei G das Geburtsjahr des Zuschau-
ers, und der habe in diesem Jahr schon seinen Geburtstag gefeiert. Dann lautet die
Rechnung:

(Z-50+988)-2+31—G = Z-100 + (2007 — G)

Die Zahl Z - 100 + (2007 — G) ist vierziffrig; ihre beiden letzten Ziffern, die man aus
2007 — G erhalt, geben das Alter des Zuschauers an und die beiden ersten Ziffern, die
sich aus Z - 100 ergeben, bilden die vom Zuschauer gewahlte Zahl Z.

Falls der Zuschauer in diesem Jahr noch keinen Geburtstag gehabt hat, rechnet man
so:

(Z-50+988)-2+30—G = Z-100 + (2006 — G)

Aus 2006 — G erhalt man das Alter des Zuschauers und aus Z - 100 die von ihm ge-
dachte Zahl Z.
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Mathematische Lese-Ecke
— Lesetipps zur Mathematik —

Von Martin Mattheis

Kjarta Poskitt: ,,Mathe voll logisch*.

~Wie unterscheidet man einen Mathematiker von einem richtigen Menschen?" Die Ant-
wort darauf erfahrst du in dem Taschenbuch ,Mathe voll logisch* von Kjartan Poskitt.
Dazu lernst du auferdem noch, dass einige der coolsten Typen der letzten 5000 Jahre
Mathematiker waren: ,Im alten Griechenland war Mathematik so beliebt wie bei uns
heute Popmusik oder Ful3ball. Es herrschte ein heil3er Wettbewerb um den Beweis
und die Entwicklung grundlegender Theorien. Um 550 v. Chr. wurde Thales, ein Oli-
venOlmagnat, zum Superstar, als er ein paar absolute Grundlagen schuf. Heil3t das,
er war ein Langweiler? Uberhaupt nicht: Um eine seiner Entdeckungen zu feiern, ging
er los und opferte den Gottern einen Bullen! Woflr das arme Tier sein Leben verlor,
konnt lhr in dem in der Reihe ,Wahnsinns Wissen® des Loewe Verlag erschienenen
Buch selbst nachlesen.

AulRer Thag, dem Mathemagier, der auf der Burg Rechenstein hilft, eine entfihrte Prin-
zessin zu befreien, trifft der Leser auf die Grundrechenarten, Bakterienwachstum und
grol3e Zahlen, ROmische Zahlen, das Dezimalsystem, Blodsinn aus dem Taschenrech-
ner, Zeitraume, Primzahlen, Winkel, Zauberquadraten, Mathemagie und Symmetrien.
Eine von Mathematik nicht immer begeisterte Schulerin der 9. Klasse kam zu folgender
Beurteilung des Buches:

»50 macht lernen Spal3! Dieses fantastische Buch vermittelt mit so viel Witz und Span-
nung Wissen, das Jugendliche und Kinder anspricht. Meist liegt man dank der vielen
Cartoons flach vor Lachen, aber wer denkt, dass er ein simples Biichlein vor sich hat,
der irrt, denn ob man es glaubt oder nicht, die Fakten, die in diese Cartoons eingelas-
sen sind, entsprechen der Wahrheit. So behélt man dieses Wissen gerne fir sich.”

Fazit: ,Mathe voll logisch* von Kjartan Poskitt ist in einer vor allem fur jingere Schuler
sehr ansprechenden Weise geschrieben. Durch kurze Geschichten werden einige der
spannendsten Themen der Mathematik vorgestellt und diese zusatzlich durch witzige
Cartoons veranschaulicht. Von der Aufmachung her richtet sich das Buch vor allem an
jungere Schiiler, die behandelten Themen Ubersteigen jedoch gelegentlich den Hori-
zont der 5. und 6. Klasse, weswegen es nur die Gesamtbeurteilung ,gut* © © erhalt.

Angaben zum Buch: Poskitt, Kjartan: Mathe voll logisch; Loewe,
1998, ISBN 3-7855-3304-7, TB, 144 Seiten, 7,50 €

Art des Buches: Mathematischer Roman
Mathematisches Niveau: leicht verstandlich
Altersempfehlung: ab 11 Jahren
Gesamtbeurteilung: gut © ©
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Hattest Du es gewusst:
Die Winkeldreiteilung des Achimedes

Von Hartwig Fuchs

Aus der Mathematik der griechischen Antike sind uns drei beriihmte geometrische Auf-
gaben Uberliefert, deren Losungen in endlich vielen Schritten allein mit einem Zirkel
und einem (unmarkierten) Lineal konstruiert werden sollen.

Die Quadratur eines Kreises: Es ist ein zu einem gegebenen Kreis flachengleiches
Quadrat zu konstruieren.

Die Verdopplung eines Wiurfels: Es ist ein Wirfel zu konstruieren, dessen Volumen
doppelt so grol3 ist wie das Volumen eines gegebenen Wiirfels.

Die Trisektion eines Winkels: Ein beliebiger Winkel soll in drei gleich gro3e (kongru-
ente) Teilwinkel zerlegt werden.

Von allen drei Aufgaben weil3 man seit dem 19. Jahrhundert, dass sie unter Beschran-
kung auf Zirkel und Lineal als alleinigen Konstruktionsinstrumenten nicht losbar sind.

Fur die Trisektion eines beliebigen Winkels hat aber bereits Archimedes (um 287-
212 v. Chr.) die folgende konstruktive Losung beschrieben:

Gegeben sei der Winkel <(s1,s,) = a.

1. Zeichne einen beliebigen Halbkreis H um den Scheitelpunkt M des Winkels; sei

A:=HnN 51. L

2. Wahle nun auf H den Punkt B so, dass |AM| = |BC| ist.
Dann gilt:
AMBA und AMBC sind gleichschenklig; also ist <MAB = <ABM = y und <CMB =
<BCM = 3. Wegen é = 180° — 2y folgt damit « + 6 + 3 = a+ (180° — 2y) + 3 = 180°,
also 2y = a+ Bund B+ B+ (180° —y) = 180°, sodass y = 23. Aus a + 3 = 2y =
2 - 23 folgt, dass a« = 33 und mithin g = %oc ist.
Mit der archimedischen Konstruktion erhalt man also zu einem beliebigen Winkel «,
0° < & < 180°, den Drittelwinkel Za.
Dies Ergebnis steht nicht im Widerspruch zu der oben angegebenen Tatsache, dass
ein beliebiger Winkel nicht mit Zirkel und Lineal dreiteilbar ist. Das hat den folgenden

Grund: Zu der oben mit 2. bezeichneten Konstruktion reichen Zirkel und Lineal allein
nicht aus!
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In obiger Figur sei der Radius des Halbkreises » = 1. Von A und B fallen wir die Lote
auf MC. Mit den Bezeichnungen der Figur gilt dann nach dem Strahlensatz:

x+1_v-|—t
1t

—_— i 2 4,2 2 4,2 (AV
also t = . Fernerist (x +1)* = u’ + (v + t)* = u* + (v + )7,

also x?(x + 1)* = u?x* + (vx + v)? und daher
xt 4227 + (1 — u? — 0*)x* — 20*x — v* = 0.

Damit die Strecke x als Losung dieser Gleichung allein mit Zirkel und Lineal konstruier-
bar ist, muss sie entweder eine rationale Zahl oder eine Quadratwurzel aus einer ratio-
nalen Zahl oder eine rationale Kombination aus rationalen Zahlen und Quadratwurzeln
aus solchen Kombinationen sein. Das ist fur ein beliebiges u und damit einen beliebi-
gen Winkel « nicht zu erwarten. Die archimedische Winkeldreiteilung erfordert somit
mehr oder andere Konstruktionselemente als nur Zirkel und Lineal (vgl. MONOID-Heft
Nr. 82, S. 14).

Diese der Algebra entnommene Argumentation wird dort auch noch folgendermal3en
durchgefiihrt: Gabe es ein allgemeines Konstruktionsverfahren fur die Winkeldreitei-
lung, misste es insbesondere bei einem Winkel « = 60° funktionieren, also 3 = 20°
konstruierbar sein. Dann misste auch die Strecke |MC| = 2t = 2cos f = 2 cos(20°)
konstruierbar sein, fur die sich mit Hilfe trigonometrischer Umformungen die Gleichung
(2t)°> — 3(2t) — 1 = 0 herleiten lasst. Daraus lasst sich algebraisch beweisen, dass
dann die Gleichung x* — 3x — 1 = 0 eine rationale Lésung % mit teilerfremdem Zahler
m € 7Z und Nenner n € N haben musste, was unmaglich ist; denn nach Multiplikation
mit 1> folgte m>® — 3mn? — n® = 0. Hieran ist zu sehen, dass m und n wegen ihrer Tei-
lerfremdheit keine Primteiler haben konnten, also m = £1 und n = 1 sein misste, was
unmittelbar zum Widerspruch fuhrt.

Es gibt immer wieder Hobby-Mathematiker, die sich nicht damit abfinden wollen, dass
mit Hilfe algebraischer Methoden eine geometrische Konstruktion als unmdglich nach-
gewiesen ist und die unverdrossen geometrische Konstruktionsversuche bei mathe-
matischen Instituten einreichen. Der Hinweis auf den langst erbrachten algebraischen
Beweis der Unmadglichkeit wird nicht gerne oder tberhaupt nicht angenommen, wie
folgende kleine Szene zeigt, die einer wahren Begebenheit nachgestellt ist. In dem
dargestellten Fall ist der abgewiesene Winkeldreiteiler bis vor das Gericht gegangen:
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Gerichtsszene
(nach einer wahren Begebenheit, entworfen von E. K.)

Personen: Richter Paragraphus
Klager Zirkulosius, ein Mathematik-Amateur
Angeklagter Dr. Algebraikus, ein Mathematik-Professor
Ort der Handlung: Gerichtssaal

Richter: Klager, tragen Sie Ihr Begehren vor!

Klager: Hohes Gericht! Ich habe in nachtelanger Schweif3arbeit endlich ein allgemei-
nes Verfahren gefunden, nach dem man allein mit Zirkel und Lineal einen beliebi-
gen Winkel in drei gleiche Teile zerlegen kann. Hier (dabei schwenkt er eine dicke
Broschire mit vielen verwirrenden Zeichnungen durch die Luft) habe ich alles fein
sauberlich aufgeschrieben und bewiesen. (Halt inne und blattert in seinem Opus.)

Richter: Klager, fahren Sie fort!

Kldger: Ich habe dieses wichtige Ergebnis beim Mathematischen Institut der Univer-
sitat in Unihausen eingereicht mit der Bitte um wohlwollende Prifung.

Richter: Und wurde diese lhnen zuteil?

Kliager: Nein! Das ist ja das Emporende! Dieser Herr (dabei deutet er auf Prof. Dr.

Algebraikus) behauptet, ich kdnnte das Problem der Winkeldreiteilung garnicht
geldst haben, weil schon lange algebraisch bewiesen sei, dass dies unmaoglich
sei. Man bedenke algebraisch bewiesen! Wo es doch ein geometrisches Problem
ist, wie schon jeder Laie unschwer feststellen kann! (Bei diesen Satzen gerat
Zirkulosius immer mehr in Erregung.)
Ich glaube, dass der Professor — bei allem Respekt — meine Arbeit Uberhaupt
nicht gelesen hat. Jedenfalls hat er nicht gezeigt, wo sie einen Fehler enthalt, und
wenn alles stmmt, dann habe ich eben ein neues Verfahren zur Winkeldreiteilung
gefunden, und diese ganzen Algebraiker haben sich eben geirrt! Die sollen doch
bei ihrer Algebra bleiben und sich nicht in die Geometrie mischen! Sagt nicht
schon Volkesmund: ,Schuster bleib bei deinem Leisten!? (Bei diesen Satzen ist
Zirkulosius immer lauter geworden.)

Richter: Klager, mafigen Sie sich!

Kldger: Ach, da soll man sich nicht aufregen! Da investiert man so viel Muhe, glaubt
der Wissenschaft einen grof3en Dienst zu tun, indem man ein altes Problem |3st,
und dann kommt ein so genannter Fachvertreter daher, guckt sich das nicht ein-
mal richtig an und behauptet dann noch in seinem Schreiben (Zirkulosius halt ein
Blatt hoch), ich hatte bestenfalls eine gute Naherungslosung gefunden. (Betont
verachtlich:) Naherungslosung! Wo soll denn meine Arbeit ungenau sein?

Richter: Herr Zirkulosius, Uberlassen Sie bitte dem Gericht das Schreiben von Profes-
sor Algebraikus als Beweisstiick!

Kliger: Bitte! (Ubergibt das Schreiben.)

Richter: (Richter Paragraphus uberfliegt das Schreiben und nickt bedéachtig. Er wendet
sich dann Prof. Dr. Algebraikus zu, der bisher teils interessiert, teils belustigt zu-
gehort hat.) Angeklagter, Sie haben die Ausfuhrungen des Klagers gehort. Was
haben Sie zu erwidern?
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Angeklagter: Hohes Gericht! In der Tat ist die so genannte Winkeltrisektion, also die
Teilung eines beliebigen Winkels in drei gleiche Teile allein mit Zirkel und Line-
al als technische Hilfsmittel, ein altes ungeldstes geometrisches Problem. Aber
schliellich ist es ein mathematisches Problem, und die Einteilung der mathema-
tischen Disziplinen ist mehr vom jeweiligen Gegenstand her bestimmt denn von
den Methoden. Warum sollte also ein geometrisches Problem nicht mit algebrai-
schen Methoden angegangen werden? Schlief3lich setzt man in der Geometrie
auch analytische Vorgehensweisen ein; ich erinnere hier nur an die Differential-
geometrie, wo...

Richter: Professor, bitte zur Sache!

Angeklagter: Was nun die Winkeltrisektion betrifft, so kann man in jedem guten Alge-
brabuch im Anschluss an die Galois-Theorie...

Richter: Wie bitte?!

Angeklagter: Die Galois-Theorie ist eine algebraische Theorie, welche die Theorie
der Korpererweiterungen in Zusammenhang bringt mit der Gruppentheorie und
ihren Namen zu Ehren des franzdsischen Mathematikers Evariste Galois erhalten
hat, der von 1811 bis 1832 lebte und in einem Abschiedsbrief vor dem Duell am
30. Mai 1832 noch die Grundzuge seiner Theorie zur Losung algebraischer Glei-
chungen angedeutet hat. Als Anwendung ihrer Ergebnisse gestattet die Galois-
Theorie unter anderem Aussagen Uber die Losbarkeit bzw. Unldsbarkeit von Glei-
chungen, aber eben auch Uber die Konstruierbarkeit bzw. Nichtkonstruierbarkeit
reeller Zahlen. Danach muss eine reelle Zahl, wenn sie als Streckenlange mit Zir-
kel und Lineal konstruierbar sein soll, einem Erweiterungskorper des Korpers ©Q
der rationalen Zahlen angehoren, dessen Grad Uber (Q eine Zweierpotenz sein
muss.

Richter: Das klingt alles sehr komplizert.

Angeklagter: Ganz einfach ist es auch nicht. Darum habe ich Herrn Zirkularius auch
in meinem Schreiben, wie Sie feststellen kdnnen, eine Auswahl von Algebra-
Lehrbichern angegeben, mit deren Hilfe er sich selbst kundig machen kann. Auf
jeden Fall kann er dort nachlesen, dass gewisse geometrische Probleme wie
die Quadratur des Kreises, die Kubusverdopplung und die Trisektion des Win-
kels unldsbar sind. Daraus ergibt sich, dass seine Losung bestenfalls nur eine
N&herungslosung sein kann.

Klager: (Aufgebracht) Aber wo soll denn, bitteschon, der Fehler sein? Ohne Nachweis
eines Fehlers akzeptiere ich nicht, dass meine eingereichte Losung zur Winkeld-
reiteilung falsch sein soll — nur weil in irgendsoeiner Theorie von einem Galois
steht, dass das nicht gehen soll! Vielleicht enthalt diese Theore einen Denkfeh-
ler, und ich habe hier den praktischen Gegenbeweis!

Richter: Angeklagter, haben Sie Ihren Ausfiihrungen noch etwas hinzuzufigen?

Angeklagter: Nein. Ich kann nur wiederholen, dass wegen des allgemeinen Unmog-
lichkeitsbeweises, an dem auch kein ernstzunehmender Mathematiker zweifelt,
die von Herrn Zirkulosius eingereichte Winkeltrisektion einen Fehler enthalten
muss.

Richter: Ich komme damit zum Urteil. Ich bitte die Herren, sich zu erheben. (Alle ste-
hen auf.)
Im Namen des Volkes!
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Der Angeklagte Professor Dr. Algebraikus wird hiermit verurteilt, die vom Klager
Zirkularius eingereichte Arbeit zur Winkeldreiteilung nach wissenschaftlichen Ge-
sichtspunkten auf ihre Richtigkeit hin zu tGberprifen und im Falle der Unrichtigkeit
dem Klager den Fehler nachzuweisen.

Zur Begrundung:

Es ist dem Klager nicht zuzumuten, dass seine geometrische Arbeit mit dem
Hinweis auf ein Resultat aus einer ganz andersartigen, namlich algebraischen
Theorie, die ihm nicht gelaufig ist, und deren Resultate demzufolge fir ihn nicht
nachvollziehbar sind, als fehlerhaft abgetan wird.

Gegen das Urteil kann binnen eines Monats in der nachsthdheren Instanz Beru-
fung eingelegt werden. Die Verhandlung ist geschlossen.

Die ,,besondere* Aufgabe
Das Drei-Punkte-Problem

Von Hartwig Fuchs

Das Problem

n Punkte (n > 4), die nicht alle auf einer einzigen Ge-
raden liegen dirfen, sollen so in die Ebene gezeichnet
werden, dass gilt:

Man kann jeden Punkt mit jedem anderen Punkt der-
art verbinden, dass jede Gerade durch mindestens
drei der n Punkte lauft.

Dieses auf den ersten Blick einfache Problem widerstand jahrzehntelang den Lésungs-
versuchen der Mathematiker — bis dann ein unerwartet elementarer Weg gefunden
wurde, auf dem man ihm zu Leibe riicken konnte.

Losung der Aufgabe

Es sei M eine Menge von n Punkten, n > 4, die beliebig in der Ebene verteilt seien
— jedoch so, dass sie nicht alle auf einer Geraden liegen. Ferner sei G die Menge
derjenigen Geraden, die einen Punkt aus M mit mindestens einem anderen Punkt aus
M verbinden.

Jeder Punkt aus M hat einen Abstand # 0 von jeder derjenigen Geraden aus G, auf
denen er nicht selbst liegt. Unter diesen Abstanden gibt es einen kleinsten — er sei d.
Dann gilt also:

(%) Es gibt einen Punkt P € M und eine Gerade g € G so, dass P diesen Minimalab-
stand d # 0 eines Punktes von einer Geraden hat.

Nach Voraussetzung verbindet die Gerade ¢ mindestens zwei Punkte Q und R aus M.
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Annahme: Auf g liege aul3er Q und R noch ein dritter Punkt S aus M.

Vs

PR

1. Fall: S liege au3erhalb der Strecke QR. Nach Voraus-
setzung gibt es dann eine Gerade & in G, die P und S
verbindet. Fir den Abstand e des Punktes R von h gilt
dann (vergleiche nebenstehendes Bild): e < 4.

R liegt also naher bei h als P bei g. Das widerspricht (x),
so dass der Punkt S nicht aul3erhalb der Strecke QR lie-
gen kann.

2. Fall: S liege innerhalb der Strecke QR.

Es gibt dann eine Gerade & in GG, welche P und R ver-
bindet, wobei fir den Abstand e des Punktes S von der
Geraden h wieder e < d gilt — woraus man schliel3t, dass
S nicht innerhalb der Strecke QR liegen kann.

Aus diesen beiden widerlegten Annahmen folgt: Es gibt den Punkt S nicht. Also enthalt
G eine Gerade g, auf der keine drei Punkte aus M liegen. Damit hat sich unerwarteter
Weise herausgestellt, dass das Drei-Punkte-Problem keine Lésung besitzt!

Mathis machen mathematische Entdeckungen

Wir nennen die drei folgenden Rechenvorschriften einen Algorithmus:

(1) Wabhle eine bliebige ganze Zahl Z > 10 aus lauter verschiedenen Ziffern.
(2) Bilde durch Umstellung der Ziffern von Z alle tberhaupt mdglichen neuen Zah-

len.

(Dabei diurfen auch Zahlen mit fihrenden Ziffern 0 entstehen, z. B. Z = 601 —
016,061, 106,160, 160, 610.)

(3) Addiere Z und alle zugehoérigen neuen Zahlen auf und dividiere die Summe
durch die Quersumme von Z.

Untersuche nun Fragen wie:

Gibt es Gesetzmalfigkeiten bei Anwendung des Algorithmus?
Ist (3) stets ganzzahlig ausfuhrbar?
Hinweis: Untersuche zunachst zweiziffrige, dann dreiziffrige,... Zahlen Z. (H.F)

Hinweis:

Eure Entdeckungen konnt Ihr bis zum 31. August 2007 an die MONOID-Redaktion
einsenden. Im tbernachsten Heft werden wir Eure Ergebnisse veroffentlichen; au-
Berdem werden sie bewertet.
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Die Seite fur den Computer-Fan

Auf Primzahlensuche

Die Zahl 23 + 32 = 17 ist eine Primzahl. Lassen sich in der Menge der Potenzsummen
m" + n™ mit natlrlichen Zahlen m und n weitere Primzahlen finden?

Untersuche etwa die Bereiche 2 < m < 11,1 < n < 1000. (nach H.F)

LAésung der Computer-Aufgaben aus Monoid 87

Wahr oder falsch?

Jede ungerade natirliche Zahl n > 1 ist als Summe aus einer Primzahl p und dem
Doppelten einer Quadratzahl t?, ¢ > 0, darstellbar, also: n = p+2 - t* furn = 3,5,7, ...
(gefunden: H.F)

LOsung:
Die Behauptung ist falsch.

Mit einem C++-Programm hat Christian Behrens vom Gymnasium am Romerkastell
Alzey herausgefunden, dass 5777 die erste Zahl ist, bei der die Behauptung falsch
wird.

Florian Schweiger vom Gymnasium Marktoberdorf hat mit einem Programm in Visual
Basic fur alle ungeraden Zahlen bis 19 999 alle existierenden Darstellungen der gefor-
derten Art berechnen lassen, wofir sein Programm etwa eine Viertelstunde bendtigte.
Dabei zeigte sich, dass die Zahlen 5777 und 5993 die einzigen unterhalb 20 000 sind,
die keine Darstellung der geforderten Art besitzen.

Auch das C++-Programm von Martin Reinhardt vom Karolinen-Gymnasium Franken-
thal stobert die Zahlen 5777 und 5993 als Gegenbeispiele auf, wenn man n nur hoch
genug ansetzt.

Hinweis des Aufgabenstellers Hartig Fuchs: Die Zahlen 5777 und 5993 sind die einzi-
gen (!) Zahlen unterhalb 120 000, durch die die Behauptung widerlegt wird, da sie eine
solche Darstellung nicht besitzen; bleibt die Frage, wie es oberhalb 120 000 aussieht.

Hinweis: |hr konnt Eure Losungen auch bis zum 15. Mai 2007 einschicken,
denn auch hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Allerdings musst lhr bei der
Verwendung eines Computeralgebra-Systems oder eines eigenen Programms
dies entsprechend dokumentieren durch Einsenden der Programm-Datei (am Be-
sten als Anhang einer e-Mail an die MONOID-Adresse: monoid@mathematik.
uni-mainz.de).

Die Losungen werden jeweils im Gibernéchsten Heft erscheinen, damit wir gegebe-
nenfalls auf interessante Losungen eingehen kénnen.
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LOosungen der Mathespielereien aus dem

MONOID 88
Drei Sailon fir Mathin ( Schisborfinnon dor KE. 5 - 7 )

Der Pendler

Frau Kramer kommt taglich um 14 Uhr zum Bahnhof, um ihren Sohn abzuholen und ihn
nach Hause zu fahren. Eines Tages endet die Schule friiher und so kommt der Sohn
ausnahmsweise eine Stunde friher an; mangels eines Handys beginnt er zu Ful3 nach
Hause zu gehen. Glicklicherweise wird er unterwegs von seiner Mutter aufgelesen.
Sie kommen so 20 Minuten friher nach Hause als Ublich. Wie lange ging der Sohn,
bevor er seine Mutter traf?

LOsung:

Der Sohn wird taglich um 14 Uhr abgeholt. Diesmal kam er bereits eine Stunde friher,
also um 13 Uhr, am Bahnhof an. Da er einen Teil des Weges gelaufen war, ersparte
er seiner Mutter insgesamt 20 Minuten (weil sie zuhause 20 Minuten friiher ankamen).
Die 20 Minuten Ersparnis bedeuten 10 Minuten fir jede Richtung. Also traf der Sohn
seine Mutter 10 Minuten vor 14 Uhr, also um 13:50 Uhr. Daher muss der Sohn von 13
Uhr bis 13:50 Uhr immerhin bereits 50 Minuten zu Ful unterwegs gewesen sein.

Wer lugt denn da?

Lewis Caroll, Autor berihmter Kinderbtcher wie etwa Alice im Wunderland, war auch
Mathematikprofessor in Oxford. Seine besondere Liebe galt den Denksportaufgaben.
Hier eine Kostprobe:

Alice behauptet, dass Betsy lligt. Betsy sagt, dass Cynthia ligt und Cynthia behauptet,
dass Alice und Betsy ligen. Wer lugt und wer sagt die Wahrheit?

Losung:

Wir untersuchen die beiden Annahmen

1. Annahme: Alice (A) sagt die Wahrheit;

2. Annahme: A liigt.

Im Falle der 1. Annahme sagt A die Wahrheit.
Demnach muss dann Betsy (B) ligen. Das heil3t aber, dass Cynthia (C) die
Wahrheit sagen muss. Diese behauptet aber, dass A und B liigen. Dies ist

aber ein WIDERSPRUCH zur Annahme, dass A die Wahrheit sagt.
Im Falle der 2. Annahme llgt A.

Dies bedeutet, dass B nicht lugt, sondern die Wahrheit sagt. Folglich ltigt
C. Dies heil3t aber, dass A und B nicht beide ligen. Nach Annahme lugt A,

also muss B die Wahrheit sagen (und C ligen).
Resultat:

Betsy sagt die Wahrheit, wahrend Alice und Cynthia ligen.

Wahr oder falsch?
In der unendlichen Zahlenfolge 9,98,987,...987654321,9876543219,98765432198, . ..
kommen keine Primzahlen vor. Trifft das zu oder nicht? (H.F)

Losung:
Alle Zahlen der Folge mit einer geraden Einerziffer oder mit der Einerziffer 5 sind keine
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Primzahlen. Alle Zahlen mit der Einerziffer 9,7,3 oder 1 haben eine durch 3 teilbare
Quersumme und sind deshalb selbst durch 3 teilbar. Dies folgt daraus, dass jede der
Zahlen 9,987,9876543 und 987654321 eine durch 3 teilbare Quersumme hat.

2006
Bestimme firn = 2,3,4,5,6,7,8,9 jeweils die letzte Ziffer der Zahlen »#2°° und 2006".
(WJB)

Losung:

Die letzten Ziffern der Potenzen von 2 sind 2,4,8,6,2,4, ..., wiederholen sich also je-
weils alle vier Schritte. 22°° hat also die gleiche Endziffer wie 22006-2004 — 4

Die letzten Ziffern der Potenzen von 3 sind 3,9,7,1, 3, .. .. Hier ergibt sich entsprechend
fur 329% die Endziffer 9. Mit der gleichen Methode findet man fuir 4 die 6, fur 5 die 5, fur
6 die 6, fur 7 die 9, fur 8 die 4 und fur 9 die Endziffer 1.

Da 2006 die Endziffer 6 hat, ergibt dies auch Endziffer 6 fir 2006".

In einer Fischzucht

In einer Fischzucht gibt es ein quaderférmiges Becken von 43 m Lange und 14 m Breite,
in dem das Wasser 2 m hoch steht und in dem sich hochstens 1200 (punktformige)
Wasserflohe befinden.

Begriinde: Zu jedem beliebig gewahlten Zeitpunkt gibt es mindestens 4 wurfelféormige
Bereiche von 1 m Kantenlange im Becken, in welchen sich keine Wasserflohe aufhal-
ten. (H.F)

LOsung:

Man denke sich das Wasservolumen des Beckens eingeteilt in 43 - 14 - 2 = 1204 Was-
serwirfel von der Kantenlange 1 m. Wenn sich in keinem Wirfel mehr als ein Was-
serfloh aufhélt, dann sind von hdchstens 1200 Wasserflohen auch nur héchstens 1200
Wiirfel besetzt. Es gibt also mindestens 4 Wirfel ohne Wasserflohe.

Kubikzahlen

Die Summen 13 4 23 + 33, 23 + 3% + 43, 3% + 43 4 53 sind durch 3 ohne Rest teilbar.
Gilt die Verallgemeinerung:

Die Summe von 3 aufeinander folgenden Kubikzahlen ist stets durch 3 teilbar? (H.F)

Losung:
P+ m+1P+n+2P° =nP+ > +3n*+3n+1)+ (n®+6n*>+12n+8) = 3n® +
912 + 151 + 9 und die letzte Summe ist fir jede ganze Zahl durch 3 teilbar.

Ein Zahlenkarussell
Jemand wahlt eine beliebige Zahl # 0 als Startzahl — z.B. 10 — und eine zweite belie-
bige Zahl als Operationszahl — z.B. 13. Er rechnet dann mit 10 und 13 so:

+13 *13 +1

-13 213 -13
10 23 299 —— 286 —— 22 23 —10

Anfangszahl und Endzahl stimmen Uberein! — Zufall?
Oder stimmen Anfangszahl und Endzahl stets tiberein, wie auch immer man die Start-
zahl und die Operationszahl wahlt? (H.F)
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Losung:
Sei die Startzahl x und die Operationszahl y. Dann ist

((x+y)y=—y)y+l-y=G+y-+l-y=x

Neue Mathespielereien
Zurei Sviden fiir- Mathis ( Schisborlinmon dor K25 - 7 )

Abfahrtszeiten .
Vier Busse A, B, C, D verlassen um 6.00 Uhr morgens

gleichzeitig den Busbahnhof, um ihre jeweiligen Rund-
kurse abzufahren. Die Zeit zwischen zwei Abfahrten
eines Busses betragt jeweils A: 30 min, B: 36 min,
C: 40 min, D: 60 min. Die Busse fahren taglich bis
spatestens 24.00 Uhr.

Gibt es im Laufe des Tages mehr als eine Abfahrtszeit,
zu der alle Busse gleichzeitig losfahren? (H.F)

Auf einem weit entfernten Planeten...
leben Wesen verschiedener Arten. Die Forscher vermuten:

1. Alle Qurz sind Klhx.
2. Alle Jfxs sind Mnbw.
3. Alle Qurz sind Jfxs.

4. Khix sind die Lebewesen, die
Xarq, aber keine Mnbw sind.

5. Ptdc sind nur die, die Klhx, aber
nicht Qurz sind.

6. Alle Ptdc sind Hnk.

7. Alle Mnbw sind Xarg.

Einem Forscher fallt auf: Die Vermutung 4. kann nicht stimmen, wenn alle anderen
zutreffen. — Warum?
(Connor Rdéhricht, Klasse 8, Gymnasium Hochrad, Hamburg)

Magisches Quadrat

r s

Zeige: Die vier Zahlen r,s,t,u bilden nur dann ein magi-
sches Quadrat, wenn sie alle gleich sind. (H.F)

t u

Weitere Mathespielereien findet ihr auf der nachsten Seite!
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Neue Mathespielereien
Zurei Suidon fiir- Mathis ( Schisborlinmon dor K25 - 7 )

Grolvater, Vater und Kind

Mathis sagt zu Mette: ,Das Alter meines Grof3vaters G, meines Vaters V und meines
Bruders B — jeweils in ganzen Jahren — hat das Produkt 31500 und das Produkt des
Alters meines Grol3vaters und meines Vaters ist das 140-fache des Alters meines Bru-
ders. Wie alt sind mein GrofR3vater, Vater und Bruder?"

Darauf Mette nach kurzer Uberlegung: ,Mit diesen Informationen kann ich nur das Alter
deines Bruders berechnen.”

Mathis nun zu Mette: ,Mein Grol3vater ist keine 30 Jahre &lter als mein Vater. Also frage

ich noch einmal: Wie alt sind mein Grol3vater, Vater und Bruder?* (H.F)
Teiler

Es sei z eine Zahl, deren letzte beiden Ziffern 26 sind. Zeige, dass sich z?> — z durch
50, aber nicht durch 100 teilen lasst. (WJB)

Dreiecke im Quadrat o
Im Quadrat ABCD ist ein Punkt P so fest-

D P C gelegt, dass die Winkel <PDC und <DCP

\/@\/ beide 15° sind.

SN Dann ist das Dreieck ABP gleichseitig.
// '\ Du siehst es! Kannst du es auch beweisen?
K (H.F)
/! N Tipp: Konstruiere (iber der Strecke AB
) Y ein gleichseitiges Dreieck ABQ und zeige
’ ) dann, dass die Punkte Q und P identisch
A B sein missen.

Eine sichere Sache

In einem Behalter befinden sich Kugeln, die nur durch ihre Farbe unterscheidbar sind
und zwar: 2 rote, 3 schwarze, 5 blaue, 6 griine und 11 gelbe Kugeln.

Mathis soll nun mit verbundenen Augen so viele Kugeln aus dem Behéalter nehmen,
dass sich darunter mit Sicherheit 5 Kugeln von gleicher Farbe befinden. Wie viele Ku-
geln muss Mathis dazu mindestens aus dem Behélter herausholen? (H.F)

Bereits auf Seite 21 findet ihr Mathespielereien!
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Neue Aufgaben

KI. 8-13

Aufgabe 904. Eine Konstruktion nur mit dem Lineal

In der Ebene sei ein Kreis K mitsamt einem Durchmesser AB und ein Punkt C gege-
ben, welcher

a) aul3erhalb

b) innerhalb

der von K bestimmten Kreisscheibe liegt.

Konstruiere dann unter alleiniger Verwendung eines nicht markierten Lineals die Hohe
h des Dreiecks ABC, die auf AB senkrecht ist. (H.F)

D C

Aufgabe 905.
Gesucht ist die Flache des
gleichschenkligen Dreiecks
CPQ in der Abbildung. Die
Seitenlange des Quadrats sei a.

(WJB) P

A o) B

Aufgabe 906. Eine krummlinig begrenzte Flache
In der Ebene sei ein Kreis K mit Radius r gezeichnet.

Zwei weitere Kreise K;, K, — beide mit dem Ra-
dius %r — seien so gezeichnet, dass sie keinen
Punkt gemeinsam haben, aber beide den Kreis
K schneiden.

Wie grol3 ist dann die graue Flache innerhalb von
K im Vergleich zu der Gesamtflache der beiden
schraffierten Gebiete auf3erhalb von K?  (H.F)

Aufgabe 907.

Aus den Ziffern a,b,c mit a+b<10 und c+1<10 bilde die Zahlen

z = ababa(a + b)b,y = 1(c+1)(c + 1)(c + 1)c sowie x = ab derart, dass z/x* = v.
(WJB)

Aufgabe 908.

Es gilt 32 + 42 = 52, 52 + 122 = 132, 72 + 24% = 25%. Die ungeraden Zahlen 3, 5, 7
kommen also in pythagoreischen Tripeln vor. Gilt das fir alle ungeraden Zahlen (aul3er
der Zahl 1), oder gilt es nur fur Primzahlen? (WJB)
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Aufgabe 909.

Es sei m eine natirliche Zahl. Wir suchen eine naturliche Zahl n mit folgenden Eigen-
schaften:

(1) n? + n und n? — n haben die gleiche Endziffer.

(2) n? — nist durch m teilbar.

(3) Alle ziffern von n sind gleich.

Lose dazu folgende Teilaufgaben:

a) Fur m = 3 finde eine solche Zahl n.

b) Gib alle Zahlen n mit diesen Eigenschaften an fur m = 3.
c) Gib fur m = 11 alle solchen Zahlen an.

d) Gib fir m = 7 alle solchen Zahlen an.

e) Lose die Aufgabe fir m = 6

(WJB)

Aufgabe 910. Eine Teilbarkeitsregel
Beweise, dass fur n > 1 gilt: 3 ist ein Teiler von 2" 4 1, falls n ungerade ist;
3 ist kein Teiler von 2" + 1, falls n gerade ist. (H.F)

GelOste Aufgaben aus dem MONOID 88

KI. 8-13

Aufgabe 897. Der 100. Geburtstag

Der Uberlieferung nach soll ein Mathematiker an seinem 100. Geburtstag verkiindet
haben: ,Im Jahre x> war ich genau x Jahre alt.”

Daraufhin stellte einer der geladenen Geburtstagsgéaste nach einigem Uberlegen fest:
Jjch werde meinen 100. Geburtstag in y® + 2z Jahren feiern kdnnen, wobei y # z ist
Leider verstarb dieser Gast bereits im Jahre 1580.

Wie alt war der Gast zum Zeitpunkt der Geburtstagsfeier und wann wurde der Mathe-
matiker geboren? (Miriam Menzel, Klasse 11, Gymnasium Marienberg Neuss)

Losung:
Die Geburtstagsfeier muss zwischen den Jahren 1481 und 1579 stattgefunden haben,
da der Gast andernfalls nicht von seinem 100. Geburtstag sprechen konnte oder die-
sen vor seinem Tod erlebt hatte. Demnach liegt das Geburtsjahr des Mathematikers
zwischen 1381 und 1479.
Wir vergleichen nun:

x| x? | Geburtsjahr

37 | 372 =1369 | 1369 — 37 = 1332

38 | 382 = 1444 | 1444 — 38 = 1406

39 | 392 = 1521 | 1521 — 39 = 1482
Allein x = 38 ist also mdglich, der Mathematiker wurde also 1406 geboren und die
Geburtstagsfeier findet 1506 statt.
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Da der Wert > + z* unter 100 liegen muss, gibt es nur folgende Mdglichkeiten hierfur:
12+23=9,13+3%=28,13+43 = 65,234+ 3% =35, 2% + 4% = 72 oder 3> + 4°> = 91.
Waren es nur noch 72 oder weniger Jahre bis zum 100. Geburtstag des Gastes, so
wirde er diesen noch erleben (da 1506 + 72 = 1578 < 1580 ist), folglich wirde der
Gast erst in 91 Jahren seinen 100. Geburtstag feiern kdnnen und ist daher neun Jahre
alt.

Aufgabe 898.
Fur welche natirlichen Zahlen n ist die Summe der ersten 2n Zahlen durch n teilbar,
fur welche sogar durch 2#, fir welche durch 3n?

(H.F)
LOsung:
1+24...+2n= % n(2n + 1) ist immer durch # teilbar, aber nie durch 2n,
da 2n + 1 ungerade ist. Durch 3# ist die Summe genau dann teilbar, wenn 2n + 1 durch

3teilbarist,d.h.firn =3k—-2,k=1,2,...

Aufgabe 899.
Claudia und Daniela werfen einen Spielwirfel dreimal. Die Augenzahlen nennen wir
x, y und z. Ist das Produkt u - v gerade, so gewinnt Claudia, sonst Daniela. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit P gewinnt Daniela, wenn

a) u=x,v=10y+z

b) u=x,v=y+z

u=x+y v=y+2z?

d) Lose die Aufgabe, wenn Daniela dann gewinnt, wenn u + v ungerade ist. (WJB)

Losung:
Daniela gewinnt, wenn u und v beide ungerade sind.

a) u, v ungerade heif3t x, z ungerade. P = P(x ungerade) - P(z ungerade)) = % : %

b) P(u ungerade) = 1

1
1

P(y + z ungerade) = P(
1 1,1 1_1

=3 3t32=3% P=

¢) u und v sind ungerade,

und y ungerade, d.h. P =

d)

Nl'_\ E I\)l)—\@

a) und c) Es muss X ungerade, z gerade sein oder x gerade, z ungerade

1
P=33+33=3

b) u+v = x4+ y + z ist ungerade, wenn von x, y, z alle ungerade sind oder eines

davon ungerade, die anderen beiden gerade, also P = 4 - % . % . % =

N|—

Aufgabe 900.
In ein rechtwinkliges Dreieck mit Ecken (0]0), (1]|0) und (0|b) sei ein Rechteck so einbe-
schrieben, dass eine seiner Seiten auf der Hypotenuse liegt und die gegentuberliegenden
Ecken auf den Koordinatenachsen. Wie muss man die Ecke (x|0) wéhlen, damit
a) seine Flache F(x) maximal wird?
b) sein Umfang U(x) maximal wird?

(WJB)
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Losung:

? Wir betrachten das kleine Dreieck mit Sei-
ten x,y = bx und s; = cx (Ahnlichkeit mit
dem groRRen Dreieck), wobei ¢ = v/1+ b?
die Hypotenuse des grofRen Dreiecks ist.
h sei im gro3en, g im kleinen Dreieck die
Hohe Uber der Hypotenuse, F und G die
Flachen. Dann ist F = %hc = %b bzw. g =
xh. Deshalb ist die zweite Rechteckseite
so,=h—g=(1—-x)h= (1—x)%.

(e
=
—_

cx(1—x)b

a) F(x) =515, = = x(1 — x)b mit Ableitung F'(x) = b(1 — 2x). F'(x) = 0 &

C
) = % = g die halbe Flache des Dreiecks.

b) U(x) = 2(s1 +55) = 2 (cx +501- x)) =2 (% + Cz‘bx). Wegen c2 > 1 > b wéchst

1 .
x = 5. Dortist F(

N[—

c

U von U(0) = 2% = 2h bis U(1) = 2¢, was jeweils den ausgearteten Rechtecken

mit s; = 0 bzw. s, = 0 entspricht.

Bemerkung: Die Aufgabe ist auch ohne Differentialrechnung l6sbar (Scheitel einer Pa-
rabel).

Aufgabe 901. Ein Zaun um drei Kreise
Drei Kreise mit dem gleichen Radius r sind so in die Ebene gezeichnet, dass je zwei
dieser Kreise den dritten bertihren. Um diese drei Kreise sei ein ,Seil* straff gespannt.

Begrinde, dass fur die Lange L des ,Seiles’ und den Umfang U eines jeden der drei
Kreise gilt:
1,954U < L < 1,955 U.

(H.F)

LOsung:

An der Figur Uberlegt man sich,
dass das Dreieck, dessen Eck-
punkte die Kreismittelpunkte sind,
gleichseitig ist. Damit folgt: Der
Kreissektor mit dem Mittelpunkts-
winkel 120° ist ein Drittelkreis.
Weiter gilt: Die drei Vierecke tber
den Dreiecksseiten sind kongruen-
te Rechtecke. Damit lasst sich L
bestimmen:

L=3-(r+r)+34% =3.2r+

Wegen 2r = % ist dann

-3 —(3
L==U+U=(3+1)U.
Mit 2 +1 = 1,954929... folgt die

Behauptung.
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Aufgabe 902. — Durch ein Versehen wurde die Aufgabe 898 leider zweimal gestellt.

Aufgabe 903.x Abstand eines Punktes von Vierecks-Eckpunkten
In einem konvexen Viereck V hat jede Seite eine Lange < L. Zeige, dass dann fur jeden
beliebigen Punkt P im Innern von V die Entfernung zu mindestens einem Eckpunkt

< 3List (H.F)

Losung:
Die Ecken des Vierecks seien A, B,C,D. Danniist |AB| < L,...,|DA| < L.
Annahme: Es gibt einen Punkt P im Innern von V, dessen Entfernung von jedem Eck-
punkt > %L ist.
Verbinde diesen Punkt P mit A, mit B, mit C und mit D. Es entstehen dann vier Drei-
ecke.
1. Eines der vier Dreiecke habe bei P einen Innenwinkel von 90°, z. B. AABP.
P Dann ist nach Pythagoras: |AP|*> + |PB|> = |ABJ%.
Weil nach Annahme |AP| > %L und |PB| > %L ist, gilt:

|AB> > (3L)>+ (3L)? = 121 und daher ist |AB| > L

im Widerspruch zur Voraussetzung. Die Annahme ist
also falsch = es gilt die Behauptung.

A B

2. Keines der vier Dreiecke habe bei P einen Innenwinkel von 90°. Dann gibt es ein
Dreieck, z.B. AABP, bei dem dieser Winkel > 90° ist. (Waren namlich alle vier Winkel
bei P < 90°, dann ware ihre Summe < 360°!)

P Das Dreieck A ABP zerlege man in das rechtwink-
lige Dreieck AQP und das Dreieck QBP. Dann gilt:
|AQ|*> = |AP|* + |PQJ?. Weil nun |AB| > |AQ]| und
|PB| > |PQ| ist, folgt mit der Annahme:

A B |AB|> > |AP]?+ |PB* > L7 also |AB| > L. Die-
Q ser Widerspruch zeigt, dass auch jetzt die Behaup-
tung zutrifft.

Bemerkung: In der Behauptung kann man den Term < %L ersetzen durch > L.

S

Uberlege selbst, welche Abanderungen dafiir in obigem Beweis notwendig sind.

¢ ¢ ¢ ¢

_Das entscheidende Kriterium ist Schonheit;
fur hassliche Mathematik ist auf dieser Welt kein
bestandiger Platz.”

Godfrey Harold Hardy
*07.02.1877 in Cranleigh, 101.12.1947 in Cambridge;
britischer Mathematiker, Arbeitsgebiete Zahlentheorie und Analysis
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Wer forscht mit?
Ein Fermat-Problem

Der groRe Pierre de Fermat (1601 — 1665) hat behauptet,
er besitze einen Beweis flr die folgende Aussage:

(F) Es gibt nur zwei nattirliche Zahlen m und #, fur die gilt:
Die Quadratzahl m? und die Kubikzahl n® haben den
Abstand 2.

Fermat hat ein Zahlenpaar (m?, n*) angegeben, fur das die-

se Aussage zutrifft. Sein Beweis fur die Eindeutigkeit ist uns

jedoch nicht Gberliefert.

Untersuche dieses Fermat-Problem und mogliche Verallge-
meinerungen (andere Abstande, andere Potenzen,...).

.' - e ¥ Ly
¥ & Prerre de Fermat

Hinweis: Schon die Wiederentdeckung des Fermat-Paares (m?,n*) und der Nachweis,
dass es keine weiteren Paare gibt, stellen ein schones Ergebnis dar. (H.F)

Hinweis: Eure Ergebnisse konnt lhr bis zum 31. August 2007 an die MONOID-
Redaktion einsenden. Im uUbernachsten Heft werden wir diese veroffentlichen; au-
Rerdem erhaltet Ihr auch hierauf Punkte.

Ein Nachtrag zur Forscheraufgabe aus MONOID 85: ,Regelmalige n-Ecke mit Gitter-
punkten®.

Auch Thomas GeiR, Leibniz-Gymnasium Ostringen, gibt fiir das Quadrat ein konkretes
Beispiel durch Vorgabe ganzzahliger Eckpunkt-Koordinaten an und zeigt dann durch
Widerspruchsbeweis, dass die Eckpunkte bei einem regelmalligen 3-, 6- bzw. 8-Eck
nicht samtlich Gitterpunkte sein kdnnen.

Packalgorithmen fur Kreise

Von Elmar Schomer

Gegeben sei eine Menge von n Kreisen Cy, Gy, ..., C, mit radius(C;) = r; =i furl <
i < n. Man ordne die Kreise so an, dass sie in einen umschlieRenden Kreis U mit
moglichst kleinem Radius R passen.
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FUr wenige Kreise (n < 6) kann man den optimalen Radius R noch leicht von Hand
bestimmen, indem man sich alle denkbaren relativen Lagen der beteiligten Kreise an-
schaut. Bereits fir n > 7 ist eine optimale Packung nicht mehr so leicht zu finden, denn
mit wachsender Kreisanzahl steigt die Zahl der mdéglichen relativen Anordnungen sehr
stark an. Zur Zeit ist kein praktikabler Algorithmus bekannt, der fir eine gegebene
Kreisanzahl n die bestmogliche Kreispackung berechnen kdnnte. Wir wollen dennoch
versuchen, eine heuristische Methode zu entwickeln, mit deren Hilfe man gute Packun-
gen erzeugen kann, auch wenn wir ihre Optimalitat nicht garantieren konnen.

Wir wollen das Kreispackungsproblem zuné&chst als
ein kontinuierliches Optimierungsproblem mit Ne-
benbedingungen formulieren. Dazu verwenden wir
folgende Bezeichnungen: (x;, y;) seien die karte-
sischen Koordinaten des Mittelpunktes von C;, r;
sei der zugehorige Radius und mit d;; bezeich-
nen wir den Abstand der Mittelpunkte der bei-
den Kreise C; und C;. Eine Kreispackung ist dann
dij = \/(xi—x]-)2+(yi—y;)2 eindeutig durch die Angabe _der 2n Koordlnaten
X1,Y1,X2,Y2,...,Xn, Y, beschrieben. Eine Anord-
) nung bezeichnen wir als zulassig, wenn sich keine
= keine Uberlappung Kreise Uberlappen, d.h. wenn d;; > r; + r; fur alle
1<i<j<n
Wenn wir den Mittelpunkt des Hullkreises U in den Ursprung legen, kdnnen wir fur eine
vorgegebene Anordnung der Kreise den Radius R berechnen:

R(xllyl/'..,xn/yn) = max{m+yi

Durch Variation der Koordinaten x1, y1, . .., X4, ¥, versuchen wir nun, R(x1, y1, ..., Xu, Yn)
zu minimieren. Dabei muss die Zulassigkeit der Packung gewahrleistet werden.

di]' > +7;

1§i§n}

Minimiere R(x1,Y1, .-, Xn, Yn)
unter den Nebendingungen, dass
di]' > rl-—l—r]-f[]rallel Sl(]g n.

Wir kbnnen auch eine alternative Formulierung dieses Optimierungsproblems ange-
ben, die ohne Nebenbedingungen auskommt. Dazu betrachten wir eine beliebige Pa-
ckung P = (x1,y1,..., %4, ¥u). Wenn P nicht zulassig ist, kdnnen wir die Koordinaten
der Mittelpunkte mit einem Skalierungsfaktor s > 1 multiplizieren, so dass fur alle paar-
weisen Abstande der Kreismittelpunkte gilt: s - d;; > r; +r;. Wenn P bereits zulassig ist,
konnen wir die Kreismittelpunkte auf den Ursprung hin schrumpfen lassen (0 < s < 1),
um dadurch den Hullradius zu verringern. Deshalb bestimmen wir den kleinsten Ska-
lierungsfaktor Z, flr den die Packung P zul&ssig ist:

Z = min{s|sd;j>r+rjfurallel <i < j<n}

_ rit
= maX F

ij
Das Optimierungsproblem ohne Nebenbedingungen lautet somit:

1§i<j§n}

Minimiere  R(X1, Y1, -, Xu, Yu)

:max{Z-\/x?—l—y?-kri
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Wir sind nun in der Lage, den Radius R des Hillkreises als Funktion der Mittelpunkt-
skoordinaten x1, 1, ..., x,, y, auszudriicken. Als nachsten Schritt wollen wir diese Ko-
ordinaten gezielt so verandern, dass R - wenn mdoglich - abnimmt. Dazu verwenden
wir ein einfaches Abstiegsverfahren. Wir untersuchen, wie R sich verandert, wenn wir
x; bzw. y; leicht variieren. Dazu berechnen wir fiir ein sehr kleines ¢ die folgenden
Differenzenquotienten:

1
up = —(R(...,x,Yi,-..) —R(...,xi+¢&y;...))

[

vi = —(R(...,x,vi,...)) = R(...,x;,yi+¢,...)

(02}

u; ist ein Mal} dafur, wie stark R fallt, wenn wir x; um eine Einheit erhdhen. Deshalb
werden wir x; proportional zu u; erhdhen. Diese Vorgehensweise ist ganz allgemein als
Methode des steilsten Abstiegs bekannt. Wir wahlen eine geeignete Schrittweite ¢ und
berechnen die neuen Koordinaten

(X, vy, xn, ) = (a+tu,yr+H o, ., X+, Yo+ E0,)

Diesen Prozess wiederholen wir solange R(x}, v, ..., x,, v,) < R(x1,Y1,--., Xn, Yn).

Leider fuhrt uns die Methode des
steilsten Abstiegs nur zu einem lo-
kalen Minimum. Wenn wir beispiels-
weise mit der Packung P’ starten,
gelangen wir in das lokale Minimum
P,. Wenn wir dagegen in P; star-
ten, finden wir das globale Minimum
P, P, P,. (Der Einfachheit halber ist der

(X1, Y1, Xn, Yn) 2n-dimensionale Suchraum hier ein-

dimensional dargestellt.)

Wir wollen uns nun noch ein weiteres Verfahren anschauen, mit dessen Hilfe wir ei-
ne vorgegebene Packung P lokal optimieren kdnnen. Dazu stellen wir uns die Kreise
Cy,Cy,...,C, als starre Korper vor, die wir in der Ebene gegeneinander verschieben
konnen. Wenn bei der Verschiebung von Kreisen Kontakte auftreten, sollen sogenann-
te Kontaktkrafte eine gegenseitige Durchdringung verhindern.

Eine einfache Moglichkeit das Kontaktverhalten hinreichend genau zu simulieren, be-
steht darin, eine leichte kurzzeitige Durchdringung von Kreisen zuzulassen. Wir fihren
zunachst eine paarweise Betrachtung durch: Wenn sich zwei Kreise C; und C; tber-
lappen (d;; < r; +r;), korrigieren wir ihre Lage dadurch, dass wir eine ,Kraft* in Rich-
tung der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte wirken lassen. Die minimalen Verschiebun-
gen (Ax;j, Ay;;) und (Axj;, Ayj), die notwendig sind, um die Kreise wieder zu trennen,
lassen sich leicht berechnen (siehe folgende Skizze).
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dij<ri+r; = Kollision

1’i+1’j—di]' Xi—Xj

Axij = —— dy A X' = xi+ Axij, X' = x4 Axi
ritri—dij yi—y; ' =vyi+ Ay, yi' =yt Ay;i
Avij=""73 g, = A YEE Y S I = 3 A

Wenn wir eine unzulassige Packung aus mehreren Kreisen vorliegen haben, berech-
nen wir alle paarweisen Korrekturverschiebungen und summieren diese zu einer Ge-
samtverschiebung fur jeden der beteiligten Kreise.

Firalle Kreise Cmit1 <i<n
xi' = Xi, ]/i' =Y
Fur alle Paare (i,j) mit1 <i< j<mn
Wenn d;; < r;i+r;j
xi' =x' +Axi;,  xf =x/+ Ax;
i =Y+ Ay, Y=y + Ay
Furalle Kreise Cmit1 <i<n
X = xi, Yi= ]/z"
Diesen Prozess wiederholen wir solange, bis alle gegenseitigen Uberlappungen eine

hinreichend kleine Toleranzschwelle unterschreiten. Die folgenden beiden Abbildungen
zeigen, wie sich die obige Situation aus vier Kreisen weiterentwickelt.

*%

Dieses Prinzip der Kontaktsimulation kénnen wir benutzen, um zu versuchen, eine
vorgegebene Packung P zu verbessern. Zu diesem Zweck ermitteln wir einen Kreis
C;, der den Hullkreis berthrt. Wir schubsen ihn ein kleines Stiick in Richtung des Ur-
sprungs und sorgen durch die Kontaktsimulation daftr, dass die entstehende Packung
Uberlappungsfrei bleibt. Wenn wir diesen Prozess immer mit den ,aufl3enliegenden”
Kreisen wiederholen, wird die Ausgangspackung dadurch komprimiert und damit ei-
nem lokalen Minimum zugefthrt.
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Sowohl die Methode des steilsten Abstiegs als auch die Kontaktsimulation sind le-
diglich in der Lage, lokale Minima zu erreichen. (Dabei wird die relative Lage sich
berihrender Kreise zueinander in der Regel nur wenig verandert.) Da die zu optimie-
rende Funktion R(xi,y1,..., %, y») jedoch eine ungeheuere Zahl solcher lokaler Mi-
nima aufweist, und die Dimensionalitat des Suchraumes mit der Kreisanzahl wachst,
hat man nur eine kleine Chance, das globale Minimum zu finden, wenn man von einer
zufalligen Konfiguration startet. Aus dem Forschungsgebiet der stochastischen Opti-
mierung sind jedoch eine Vielzahl von Techniken bekannt, um die Erfolgsquote bei der
Suche nach dem globalen Optimum zu steigern. (Dazu zé&hlen zum Beispiel: Simula-
ted Annealing, Threshold Accepting, Genetische Algorithmen, etc.) Diese Techniken
haben gemeinsam, dass sie sich des Zufalls bedienen, um eine gegebene Packung
P zu verandern. Wir wollen kurz erlautern, wie man durch wiederholte zufallige Ver-
tauschungen von zwei Kreisen eine deutliche Verbesserung der Packqualitat erzielen
kann. Dazu wahlen wir zuféllig zwei &hnlich groBe Kreise C; und C; mit |i — j| < 2, tau-
schen ihre Mittelpunktskoordinaten und Uberfiihren die so entstandene Packung (mit-
tels der Methode des steilsten Abstiegs oder der Kontaktsimulation) in einen zulassigen
Zustand, der einem lokalen Minimum entspricht. Wenn wir uns dadurch verschlechtern,
verwerfen wir diese Veranderung und versuchen unser Gluck erneut. Wenn eine Ver-
besserung des Hillradius eintritt, akzeptieren wir diese Veranderung und wiederholen
den Vorgang.

Die nebenstehende Abbildung zeigt die zur
Zeit beste bekannte Anordnung von 26
Kreisen mit den Radien 1,2,...,26. Der
Radius des umschlieBenden Kreises be-
tragt 85.07640122. Diese Packung wurde
im Verlauf eines internationalen Wettbe-
werbs [1] von Studenten der Uni Mainz
mit den zuvor beschriebenen Methoden er-
zeugt. Im Rahmen des Wettbewerbs sollten
die besten Packungen furn = 1,2,...,50
ermittelt werden. Der Sieger [2] des Wett-
bewerbs war eine italienische Forscher-
gruppe, die zuvor schon sehr gute Ergeb-
nisse fur das Packen gleich grof3er Kreise
erzielt hatte.

Die vorgestellten Packalgorithmen wurden im Rahmen eines studentischen Projektes
am Institut fur Informatik der Johannes Gutenberg-Universitat Mainz entwickelt. Mit-
gewirkt haben: Tobias Baumann, Gosta Kroll, Pavel Metelitsyn, René Pickardt, Phil-
ipp Roos, Dr. Johannes Schneider und Kai Werth. Ein Demo-Programm in Java zum
Packen von Kreisen (in kreisformige und quadratische Containern) findet man unter
www.staff.uni-mainz.de/schoemer/PackIt/PackIt.html.

Literatur:

[1] Al Zimmermann: Al Zimmerman’s Circle Packing Contest. in: Al Zimmerman’s Pro-
gramming Contests, http://www.recmath.org/contest/CirclePacking/index.php,
2005

[2] B. Addis and M. Locatelli and F. Schoen: Efficiently packing unequal disks in a circle:
a computational approach which exploits the continuous and combinatorial structure of
the problem, Optimization Online, 1343, 2006
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Figuren mit konstanter Breite

Von Edzard Salow

Unter der Breite einer geometrischen Fi-
gur versteht man den Abstand von zwel
parallelen Geraden, welche die Figur auf
gegeniber liegenden Seiten berlhren, so
dass die Figur dazwischen liegt. Im Allge-
meinen ist diese Breite von der Richtung
der Parallelen abhangig. Figuren mit kon-
stanter Breite sind dadurch ausgezeichnet,
dass die Breite in jeder Richtung gleich
ist. Sie sind also Uberall gleich dick. Man
kann dann ein Quadrat so um die Fi-
gur herum drehen, dass stets jede Qua-
dratseite berthrt wird. Kreise haben diese
Eigenschaft, aber auch das so genannte
Reuleaux-Dreieck (sprich: Rdlo) in Abb.1,
das sich aus drei Kreisbogen zum Mittel-
punktswinkel 60° zusammensetzt, die die
Punkte A, B und C verbinden. Technische
Verwendung hat es im Wankel-Motor ge- Abb. 1
funden.

Um weitere Beispiele zu finden, sehen wir uns das Konstruktionsprinzip des Reuleaux-
Dreiecks genauer an. Wir stellen uns vor, dass ein Pfeil, Zeichenpfeil genannt, sich
uber die Zeichenflache bewegen kann und mit Stiften an beiden Enden eine Spur
zeichnet. Die Richtung des Pfeils wird durch die Gro3e « eines Winkels beschrieben,
der zwischen dem Pfeil und irgendeiner horizontalen Strecke liegt (siehe Pfeil A'B’ in
Abb. 1). Wir nennen « Richtungswinkel. Die Anfangsstellung von unserem Zeichen-
pfeil soll AB sein. Dann ist sein Richtungswinkel also 0°. Er dreht sich dann um 60°
gegen den Uhrzeigersinn, wobei B der Drehpunkt ist, also bei der Drehung fest bleibt.
Danach hat der Zeichenpfeil den Bogen AC gezeichnet, seine Endpunkte liegen bei C
und B, und sein Richtungswinkel betragt 60°. Weiter dreht er sich um C bis zum Rich-
tungswinkel 120° und zeichnet den Bogen BA. Schlie3lich dreht er sich um A bis zum
Richtungswinkel 180° und zeichnet den Bogen CB.

Wir wollen diesen Vorgang durch eine Funktion f beschreiben, die sowohl die Rich-
tungswinkel als auch die Lage der Drehpunkte erfasst. Dazu denken wir uns auf dem
Zeichenpfeil einen Mal3stab befestigt, der am Ende die Zahl —1 zeigt, in der Mitte des
Pfeils 0 und an der Spitze 1. Der Definitionsbereich von f ist die Menge der Winkel-
groBen zwischen 0° und 180°. Fir jeden Richtungswinkel « ist f(«) die Zahl, die auf
dem Mal3stab dort steht, wo sich bei diesem Richtungswinkel « gerade der Drehpunkt
befindet. Wir nennen die Werte von f Drehpunkt-Parameter und f selbst Drehpunkt-
Funktion. Fur das Reuleaux-Dreieck ist dann
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1 fir0° < a < 60°
fla) ={ =1 fiir60° < a < 120°
1 fir 120° < o < 180°

Man kann nun versuchen, diese Funk-
tion zu variieren. Wir setzen willkirlich
z. B.

—-0,5 fur0° < a<40°
fla) = 0,5 fir40° < a < 130°
—0,75 fur130° < a < 180°

Mit der Freeware GeoGebra (Www.
geogebra. at) haben wir dazu das Bild
in Abb. 2 gezeichnet.

Es zeigt, dass bei der Wahl von f offenbar etwas schief gelaufen ist. Die Breite ist
zwar z. B. zwischen a = 40° und « = 130° wegen der festen Lange des Zeichenpfeils
konstant. Damit die Breite aber Uiberall gleich ist, misste eigentlich B”” mit A und B mit
A" zusammenfallen, was hier offenbar nicht der Fall ist.

An Hand der Drehung um D, sollen nun Bedingungen gefunden werden, unter denen
B"" auf A fallt. Wir fihren ein Koordinatensystem ein, bei dem auf der x- und der y-
Achse der gleiche Mal3stab verwandt wird wie auf dem Zeichenpfeil. Der Radius des
Kreisbogens B'B” betragt 1 — 0,5 = 0, 5, die Differenz der x-Werte von B’ und D, also
0,5 - cos40°. Fur B"” und D, ist die Differenz 0,5 - cos 130°. Die Differenz der x-Werte
von B” und B’ betragt darum

Abb. 2

0,5-c0s130°—0,5-cos40° = 0,5 - (cos 130° — cos 40°).

Dies ist eine negative Zahl, da B" eine kleinere x-Koordinate hat als B’. Fiihrt man diese
Uberlegung auch fiir die anderen Drehungen durch, so erhalt man die Differenz der x-
Werte von B"” und B, namlich (1 — (—=0,5))(cos 40° — cos0°) + (1 — 0,5)(cos 130° —
cos40°) + (1 — (—0,75))(cos 180° — cos 130°).
d] far 0° <a<m
Verallgemeinert man f zu f(a) = ¢ d, firog <a<ay mit Zahlen dy, dy, d3 zwi-
d; firo, < o < 180°
schen —1 und 1, so erhalt man

(1 —dy)(cosay —cos0°%) + (1 —dy)(cos ap — cos ay) + (1 — d3)(cos 180° — cos o).

Wenn man in diesem Ausdruck die linken Klammern auflost und cos0° = 1 und
cos 180° = —1 bedenkt, ergibt sich daraus —2 — Ax mit

Ax = di(cos g — cos 0°) + da(cos ay — cos a) + d(cos 180° — cos ap).

Die Differenz der x-Werte von B und A ist gleich —2. Darum fallt B genau dann mit A
zusammen, wenn Ax gleich 0 ist.

Sieht man sich statt der x-Werte die y-Werte an, so folgt, dass ein entsprechender
Wert

Ay = di(sin oy — sin 0°) + da(sin ap — sin ) + d3(sin 180° — sin o).
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gleich 0 sein muss. Fir a; = 40° und a, = 130° fuhrt dies zum Gleichungssystem

(cos40° — 1)d; + (cos 130° — cos 40°)d, + (—1 — cos 130°)d; = 0
sin40° - d; + (sin 130° — sin40°)d, —sin130° - d3 = 0

Es hat eine Losung d; = —1, d, = 0,364
und d; = —0,781. Abb. 3 zeigt das Er-
gebnis.

Unser Verfahren lasst sich fur beliebige
Anzahlen n von Drehpunkten verallge-
meinern. Es gilt

Satz 1: Eine Drehpunkt-Funktion mit
n Werten d; zwischen —1 und 1 und ei-
ner wachsenden Folge von Winkeln «;
mit oy = 0° und «, = 180° ergibt ge-
nau dann eine Figur mit konstanter Brei-
te, wenn Ax = 0 und Ay = 0 gelten.

Abb. 3

Die Umfangslange der Figur in Abb. 3 zeigt eine Besonderheit, die sie mit allen Figuren
mit konstanter Breite gemeinsam hat.

Wir sehen die Bogen B'B” und A’A” an. In dem MalRstab unseres Zeichenpfeils ha-

ben sie die Langen (1 — da)(az — o) 7505 bzw. (1 +dy) (a2 — 1) 785 Ihre Summe ist

demnach 2(a, — ocl)#go, also unabhangig vom Drehpunkt-Parameter. Die Summation

Uber alle Bogen ergibt 27r. Die Umfangslange der Figur stimmt also mit der eines gleich
dicken Kreises Uberein.

Das Konstruktionsverfahren des Reuleaux-
Dreiecks soll nun noch in einer ande-
ren Hinsicht verallgemeinert werden. In
Abb. 4 muss man sich den Zeichenpfeil
als Stab vorstellen, den auf seiner lin-
ken Seite ein Kreiszylinder in D; berihrt.
Der Zeichenpfeil wird jetzt nicht um D,
gedreht, sondern am Kreiszylinder abge-
rollt ohne zu rutschen. Die von den Enden
aufgezeichneten Kurven sind dann keine
Kreisbdgen, denn die Krummung des Bo-
gens BB’ nimmt zu und die von AA’ ab.
Man nennt die Kurven Evolventen. Bei die-
sem Vorgang wechselt der Drehpunkt nicht
wie bisher sprunghaft von D, nach D,, son-
dern in einem gleichmaRigen Ubergang. In
Abb. 4 ist die Strecke D}D, stets genauso
lang wie der Kreisbogen D, D;,.

Abb. 4
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Die Drehpunkt-Funktion f hat hier nicht nur endlich viele Werte. Denn bei diesem Ab-
rollvorgang wachst f(«) proportional mit der Zunahme des Richtungswinkels « an. Um
zu erreichen, dass f(«) bei wachsendem « abnimmt, muss man den Kreiszylinder auf
der rechten Seite des Zeichenpfeils ansetzen.

Die Evolvente ist fir die Konstruktion von Figuren mit konstanter Breite geeignet, well
sie folgende wichtige Eigenschaft mit dem Kreisbogen gemeinsam hat: Der Zeichen-
pfeil istin A’ und B’ stets senkrecht zur Kurve gerichtet.

Das ist eine notwendige Bedingung bei allen Figuren mit konstanter Breite. Die Figur
mit konstanter Breite in Abb. 5 setzt sich aus sechs Evolventenbdgen zusammen, die
durch Abrollen des Zeichenpfeils an drei Kreisbdgen zum Mittelpunktswinkel 60° ent-
stehen. Der Zeichenpfeil hat die gleiche Lange wie die Kreisbdgen. Die zugehorige
Drehpunkt-Funktion zeigt Abb. 6.
?\
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Abb. 5 Abb. 6

Wir wollen zum Schluss der Frage nachgehen, inwieweit es moglich ist, irgendeine
Funktion f vorzugeben und dazu eine Figur mit konstanter Breite zu finden.

Nehmen wir z. B. die Funktion f(«) = sin(3«) , deren Graph dem in Abb. 6 &hnelt. Wir
wissen jetzt zunadchst nicht, an welcher Kurve der Zeichenpfeil abrollen soll. Darum
brauchen wir ein neues Verfahren.

Wir starten mit einem nach rechts gerichteten Zeichenpfeil, dessen Drehpunkt in der
Mitte liegt, weil der Drehpunktparameter f(0°) = sin0° = 0 ist. Den Pfeil drehen wir
um einen sehr kleinen Winkel Ax , z. B. um Aa = 1°. Da der Richtungswinkel jetzt
geandert ist, hat der Drehpunktparameter jetzt den Wert f(1°) = sin(3°) = 0,0523.
Der Drehpunkt muss in den zugehorigen Punkt auf dem Zeichenpfeil verrtickt werden.
Um diesen neuen Drehpunkt drehen wir erneut um Aax = 1° und verschieben dann
den Drehpunkt in die Stelle, die zu f(2°) = sin(6°) = 0,1045 gehort, usw.

Bei diesem Verfahren hat man eigentlich eine andere Funktion als f benutzt, namlich
die Funktion f;(«) = sin(3 - int(«)), wobei int(«) die nachstkleinere ganze Zahl zu «
ist. Der dadurch gemachte Fehler wird aber beliebig klein, wenn man den Drehwinkel
Awx genugend verkleinert.
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Ein Computerprogramm liefert zu f(«) =
sin(3«) die in Abb. 7 gezeigte Figur mit
konstanter Breite. Sie sieht der Figur in
Abb. 5 sehr &hnlich, hat aber doch beson-
dere Eigenschaften. Die eingezeichneten
Strecken geben die Lage des Zeichenpfeils
in Abstanden von jeweils 5° wieder. Bemer-
kenswert ist, dass jeder Schnittpunkt von
zwei dieser Strecken noch auf genau einer
dritten liegt. Bei der Figur von Abb. 5 gibt
es diese Besonderheit nicht.

Die Drehpunktkurve in Abb. 7 ahnelt nur
oberflachlich den Kreisbégen in Abb. 5.

Abb. 7

Man kann sie auf andere Art als in Abb. 7
folgendermal3en erzeugen (Abb. 8): Im
Innern eines Kreiszylinders rollt ein Rad
ab. Ein Markierungspunkt P auf dem
Rand des Rades bewegt sich dann auf
einer Kurve, die Zykloide genannt wird.
Wenn der Radius des Rades % vom In-
nenradius des Zylinders betragt, dann
erhalt man die Drehpunktkurve von Abb.
7. Diese spezielle Zykloide wird Steiner-
Zykloide genannt, nach dem schwei-
zer Mathematiker Jakob Steiner (1796-
1863). Bei ihr liegt auch der Gegenpunkt
Q von P auf der Kurve. Das ist deshalb
bemerkenswert, weil der Abstand von P
und Q in jeder Stellung des Rades gleich
ist. Die Gerade PQ ist Tangente der Zy-
kloide. Der Zeichenpfeil in Abb. 7 ist %-
mal so lang wie die Strecke PQ.

Abb. 8

Welche Eigenschaften muss nun die Drehpunkt-Funktion f haben, damit eine Figur mit
konstanter Breite entsteht? Die Funktionswerte mussen sicherlich zwischen —1 und 1
liegen. Bei einer endlichen Wertemenge mussen aber nach Satz 1 auch Ax = 0 und
Ay = 0 sein. Wenn man folglich den Funktionsterm f(«) durch z. B. f(int(«)) ersetzt,
muss diese Bedingung zumindest nahezu erfillt sein; und wenn man den Drehwinkel
Ao weiter verkleinert, missen Ax und Ay gegen 0 gehen. Ax und Ay sind Summen
von Produkten aus Funktionswerten f(«) und jeweils einer Differenz von cos- bzw. sin-
Werten. Wenn diese Summen fir Aax gegen 0 einen Grenzwert haben, bezeichnet man

sie mit [ f(a)d cos & bzw. [ f(a)d sin . Wie in der Integralrechnung tiblich, haben wir
0 0
dabei WinkelgrofRen im Bogenmalf3 bestimmt. In anderer Form lassen sich die Integrale

auch durch [ —f(a)sina da und [ f(«)cosa da angeben.
0 0
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Satz 2: Eine stetige Drehpunkt-Funktion f mit Werten zwischen —1 und 1 ergibt genau
dann eine Figur mit konstanter Breite, wenn gilt:

/nf((x)sin(x da =0 und jf((x)cos(x doa = 0.

Mitteilungen von Herausgeber und Redaktion

e Herausgeber und Redaktion begruf3en herzlich alle neuen Leserinnen und Le-
ser, die mit dem Kalenderjahr 2007 den Weg zu Monoid gefunden haben. Bitte daran
denken, den Abo-Beitrag (falls noch nicht geschehen) rechtzeitig auf das MONOID-
Konto Nr. 505948 018 bei der Mainzer Volksbank (BLZ 551 900 00) zu tberweisen!

e MONOID erhalten ab diesem Heft auch 54 Preistrager aus der ersten Runde des
Landeswettbewerbs Mathematik in Baden-Wurttemberg, die hiermit ebenfalls herz-
lich begriif3t seien.

e 2007 ist das ,,Euler-Jahr“: Am 15. April jahrt sich zum 300. Mal der Geburtstag
des groRen Mathematikers Leonhard Euler, dessen Leben und mathematisches Wir-
ken Prof. David E. Rowe, Ph.D., in seinem Beitrag vorstellt (rowe@mathematik.
uni-mainz.de).

e Im Heft 88 behandelte Prof. Dr. EImar Schomer (schoemer@informatik.uni-
mainz.de) das Problem der Berechnung des kleinsten Kreises, der eine Anzahl ge-
gebener Kreise einschliel3t. Der Frage, wie man diese Kreise optimal packt, damit sie
in einen kleinstmdglichen Kreis passen, geht er in seinem Beitrag Packalgorithmen flr
Kreise in diesem Heft nach. — Auch Dr. Edzard Salow (Edzard-Salow@gmx . de) ist
den MONOID-Leser(inne)n langst kein Unbekannter mehr. In seinem Beitrag Figuren
mit konstanter Breite in diesem Heft behandelt er so genannte Gleichdicks, die im Ma-
thematikum in GielRen sowie in der Ausstellung Mathematik be-greifen in der Funktion
von Radern zu bestaunen sind.

e Malwettbewerb: Kalender von Kindern mit Behinderung

Fur Kinder im Alter von vier bis 14 Jahren, die ein korperliches Handicap haben und
gerne malen, veranstaltet der Bundesverband Selbsthilfe Korperbehinderter (BSK) e.V.
wieder einen Malwettbewerb. Das Thema in diesem Jahr lautet: ,Mein gro3ter Wunsch®.
Das Bild muss im DIN A4 Hochformat gemalt sein, mdglichst nicht mit Holzbuntstiften
und auch keine Collagen. Unter allen Einsendungen verlost der BSK e.V. drei wert-
volle Sachpreise. Eine Jury wahlt die zwolf Monatsbilder und das Titelbild aus. Der
Kalender wird im Oktober 2007 in einer Auflage von ca. 20000 Exemplaren bundes-
weit verbreitet. Alle Bilder und die Gewinner der Verlosung werden ab Juli 2007 auf
der Seite www.bsk-ev.org veroffentlicht. Einsendungen an: BSK e.V., Altkrauthei-
mer Stral3e 20, 74238 Krautheim. Einsendeschluss ist der 25. April 2007. Weitere In-
fos unter der Email-Adresse: galerie@bsk-ev.org oder telefonisch unter: 06294 -
4281-12.

Ekkehard Kroll
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Bilder der MONOID-Preistrager 2006

Die Preise 2006 wurden am 25. November 2006 im Elisabeth-Langgasser-Gymnasium
Alzey vergeben. Wegen des nahen Redaktionsschlusses des Heftes 88 war es uns
leider nicht moglich, in diesem von der Feier zu berichten. Nun moéchten wir euch ein
paar Impressionen zeigen, aufgenommen von unserem Leser Gregor Angeloni.

Die anwesenden Preistrager des 1. Preises
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Aus nachvollziehbaren Griinden ist es den Schilerinnen der Deutschen Schule der
Baromaerinnen in Kairo nicht moglich gewesen, an der Feier in Alzey teilzunehmen.
Daher wurde an dieser Schule eine eigene Feier durchgefihrt. Freundlicherweise wur-
den uns auch Fotos zur Veroffentlichung bereitgestellt.

Die erfolgreichen Teilnehmerinnen 2006
mit ihrem Lehrer Herrn Straub

...und wahrend einer NiIfahrf

Diese und weitere Fotos gibt es auch zu sehen auf unserer Internetseite
www.mathematik.uni-mainz.de/monoid.

Wir gratulieren nochmals allen Preistragern.

Auch dieses Jahr gibt es wieder viele Preise zu gewinnen. Dazu winschen wir Euch
viel Erfolg und natirlich viel SpalR beim Losen der Aufgaben!
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Rubrik der Loser und Loserinnen
(Stand neu nach Heft 87)

Elisabeth-Langgasser-Gymnasium Alzey:

Kl. 5: Laura Tabea Galkowski 10, Anne Hofmacher 2, Philipp Langer 9, Julia Scher-
ner 7, Jakob Waldmann 6;

Kl. 6: Lara Bergjohann 6, Andreas Pitsch 5, Freya Roth 8;

Kl. 7: Elisabeth Kopf 10, Kevin Schmitt 10, Anne Vorherr 8;

Kl. 8: Alexander Gerharz 10, Philipp Mayer 9;

Kl. 10: Janina Braun 4.

Karolinen-Gymnasium Frankenthal:
KI. 9: Lena Baum 18, Désirée Schalk 12;
KI. 10: Felix Liebrich 29, Martin Reinhardt 34.

Alexandria, Deutsche Schule der Borromaerinnen (Betreuende Lehrer: Marie-
Claire Farag, Rudolf Werner):
Kl. 6: Samia Mohamed 3; KI. 8: Ossama Basent 22.

Alzey, Gymnasium am Romerkastell:
Kl. 10: Lennart Adam 25, Julia Muller 22;
KIl. 11: Christian Behrens 30, Martin Alexander Lange 17.

Bad Bergzabern, Alfred-Grasser-Gymnasium:
Kl. 7: Max Broda 7, David Wander 8.

Bad Homburg, Humboldtschule: Kl. 12: Laura Biroth 25.

Bad Homburg, Kaiserin-Friedrich-Gymnasium: KI. 8: Gregor Angeloni 8.

Bad Neuenahr-Ahrweiler, Peter-Joerres-Gymnasium: Kl. 6: Frank Schindler 19.
Erlangen, Freie Waldorfschule Erlangen: Kl. 9: Malte Meyn 21.

Hadamar, Furst-Johann-Ludwig-Gesamtschule (Betreuende Lehrerin Frau Irm-
trud Niederle):

Kl. 5: Mustafa Albay 3, Maurice Paul Arbelt 10, Marc Dinges 9, Benedikt Franz 17,
Isabell Holzer 3, Elena Mdller 6, Felix Rohde 3, Aylin Yildiz 3;

Kl. 7: Marius Burkardt 7, Rolf Niedenthal 9, Florian Orschel 7, Julian Roth 7, Monja
Schitz 8, Philipp Wenzel 11,

Kl. 8: Lara Czarnetzki 6, Kai Roth 5.

Hamburg, Gymasium Hochrad: Kl. 8: Connor Rohricht 14.

Kaiserslautern, Burggymnasium:
Kl. 9: Freya Leuwer 5, Francesco Monteleone 2.

Lahnstein, Johannes-Gymnasium: KI. 9: Kathrin Stark 16.
Ludwigshafen, Geschwister Scholl-Gymnasium: KI. 11: Katharina Kober 17.

Mainz, Frauenlob-Gymnasium (Betreuender Lehrer Herr Mattheis):

Kl. 5: Julia Braunschadel 5, Nihal Eken 10, Theodora Tsoutsouli 8;

Kl. 7: Ann-Kathrin Hientzsch 19;

KI. 8: Felix Steins 11, Ersan Tokcan 5, Malik Wagner 8, Thimo-Simon Wieber 10;
Kl. 10: Anna Becken 4, Maike Hickmann 9;

Kl. 12: Cornelie Koop 5.

Mainz, Gymnasium Gonsenheim: KI. 11: Alexey Tyukin 18.
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Mainz, Maria-Ward-Schule: Kl. 12: Patricia Uthmann 9.

Mannheim, Peter-Petersen-Gymnasium (Betreuender Lehrer Herr Wittekindt):
Kl. 7: Michelle Hangel 3, Simon Heinzmann 19, Tim Lutz 22, Natalie Miiller 3, Sascha
Scheu 10, Marcel Schulz 6, Tobias Soldan 19.

Marktoberdorf, Gymnasium: KIl. 9: Florian Schweiger 43.

Neuss, Gymnasium Marienberg (Betreuende Lehrerin Frau Cordula Langkamp):
KI. 8: Vivien Kohlhaas 19; KI. 9: Madeline Kohlhaas 21; KI. 12: Annika Kohlhaas 18.

Neuwied, Rhein-Wied-Gymnasium: KI. 8: Bettina Wiebe 20.

Ober-Ramstadt, Georg Christoph Lichtenberg-Schule:

Kl. 6: Janina Freitag 9, Marielle Frohlich 12, Aylin llhan 3, Mero Kaya 12, Catharina
Oeber 7, Maura Preil3 3, Kim Schneider 10, Tobias Thomas 15, Justine Wirth 4, Eva
Zollner 7;

KI. 8: Kay Ackermann 10, Rica Altrock 5, Sandra Burkhardt 6, Sebastian Hiller 7, Julian
Hotter 5, Jana Lauth 11, Sarah Merz 3, Jannik Metzler 5, Manja Marl-Kreitschmann 7,
Patrick PloRRer 5, Amber Pra 7, Mareike Silbereis 3,Carlo Trockel 11, Jennifer Wagner 4,
Melanie Wagner 7.

Oberursel, Gymnasium (Betreuende Lehrer/in Frau Beitlich, Frau Elze und Herr
Mollenhauer):

KIl. 5: Vivien Lorey 4;

Kl. 6: Lorlana Altvater 12, Laura Barowski 7, Tobias Braun 13, Niklas Haupt 9, Jan-
nis Heil 10, Elisabeth Koch 11, Janina Kdhler 10, Katharina Kuhlmann 12, Valentin
Kuhn 11, Lara Lechner 6, Miriam Lindert 8, Anna-Katharina Low 8, Franziska Matern
5, Merlin Oster 3, Nils Rehm 8, Mai-Britt Rosengarten 7, Jemina Schwab 3, Lukas
Zajonz 10;

Kl. 7: Aline Endrel3 10.

Ostringen, Leibniz-Gymnasium (Betreuender Lehrer Klaus Ronellenfitsch):
Kl. 7: Simone Marquard 14; KIl. 10: Thomas Geil} 24.

Stendal, Winckelmann-Gymnasium:
Kl. 8: Alexander Rettkowski 13.

Winnweiler, Wilhelm-Erb-Gymnasium (Betreuender Lehrer Herr Kuntz):

Kl. 5: Sabrina Hartmann 9, Noah Klein 5, Jonatham Kreilaus 6, Julian Merkel 5, Lorea
Ritzmann 6, Paul Schadrich 6, Laura Stilgenbauer 6, Julia Sundheimer 6;

Kl. 7: Joel Jung 6.

Wittlich, Peter-Wust-Gymnasium (Betreuende Lehrerin Frau Elisabeth Maringer):
Kl. 7: Anna Arendt 22, Jennifer Peifer-Weil3 17; KI. 11: Charlotte Capitain 20.

,Ein guter mathematischer Scherz ist immer besser als
zehn normale mathematische Aufgaben.”
John Littlewood

*09.06.1885 in Rochester (Kent), 106.09.1977 in Cambridge;
britischer Mathematiker
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