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Liebe L(o)eserin, lieber L(o)eser!Die neuen Aufgaben warten auf Lösungen. Nur Mut, auh wenn Du in Mathe keine�Eins� hast! Die Aufgaben sind so gestaltet, dass Du zur Lösung niht unbedingt denMathe-Sto� der Shule brauhst. Vielmehr wirst Du viel mathematishe Fantasie undselbstständiges Denken brauhen, aber auh Zähigkeit, Willen und Ausdauer.Wihtig: Auh wer nur eine Aufgabe oder Teile einzelner Aufgaben lösen kann, sollteteilnehmen; der Gewinn eines Preises ist dennoh niht ausgeshlossen. Denkt beiEuren Lösungen daran, auh den Lösungsweg abzugeben!Für Shüler/innen der Klassen 5-7 sind in erster Linie die Mathespielereien vorgese-hen; auh Shüler/innen der Klassen 8 und 9 dürfen hier mitmahen, aber nur aufder Basis der halben Punktzahl. Alle Shüler, insbesondere aber jene der Klassen8-13, können Lösungen zu den Neuen Aufgaben abgeben. Punkte aus den RubrikenComputer-Fan, Mathis mahen mathematishe Entdekungen und Wer forsht mit?werden bei der Vergabe des Forsherpreises zugrunde gelegt. (Beiträge zu vershiede-nen Rubriken bitte auf vershiedenen Blättern abgeben.)Abgabe-(Einsende-) Termin für Lösungen ist der 15.05.2009.Zushriften bitte an folgende Anshrift:Johannes Gutenberg�UniversitätInstitut für MathematikMONOID-Redaktion55099 Mainz Tel.: 06131/3926107Fax: 06131/3924389E-Mail: monoid�mathematik.uni-mainz.deIm ELG Alzey können Lösungen und Zushriften direkt an Herrn Kraft abgegebenwerden, im KG Frankenthal direkt an Herrn Köpps.Ferner gibt es in folgenden Shulen betreuende Lehrer/innen, denen Ihr Eure Lösungengeben könnt: Herrn Ronellen�tsh im Leibniz-Gymnasium Östringen, Herrn Witte-kindt in Mannheim, Herrn Jakob in der Lihtbergshule in Eiterfeld, Frau Langkampim Gymnasium Marienberg in Neuss, Herrn Kuntz im Wilhelm-Erb-GymnasiumWinn-weiler, Herrn Meixner im Gymnasium Nonnenwerth, Herrn Mattheis im Frauenlob-Gymnasium Mainz, Frau Beitlih und Frau Elze im Gymnasium Oberursel, Frau Nie-derle in der F-J-L-Gesamtshule Hadamar und Herrn Dillmann im Gymnasium Eltville.Die Namen aller, die rihtige Lösungen eingereiht haben, werden im MONOID in der�Rubrik der Löser� und auf der MONOID-Homepage im Internet ersheinen.Wir bitten auh um neue Aufgaben, die Du selbst erstellt hast, um sie zu veröf-fentlihen. Diese Aufgaben sollen aber niht aus Bühern oder Aufgabensammlungenentnommen sein, sondern Deiner eigenen Fantasie entspringen. Würde es Dih nihteinmal reizen, eine Aufgabe zu stellen, deren Lösung vorerst nur Du kennst?Am Jahresende werden rund 50 Preise an die �eiÿigsten Mitarbeiter vergeben. Seit1993 gibt es noh einen besonderen Preis: das Goldene M.Auÿer der Medaille mit dem Goldenen M gibt es einen beahtlihenGeldbetrag für die beste Mitarbeit bei MONOID und bei anderen ma-thematishen Aktivitäten, nämlih: Lösungen zu den Neuen Aufgabenund den Mathespielereien, Beiträge zur Seite für den Computer-Fan,Artikel shreiben, Erstellen von neuen Aufgaben, et.Und nun wünshen wir Euh viel Erfolg bei Eurer Mitarbeit! Die RedaktionMONOID 97 2



Aus Zwei mah Einsvon Hartwig FuhsEine bekannte AufgabeZwei Quadrate Q1 und Q2 seien gegeben. Kann man eines dieser Quadrate so invier Teile zerlegen, dass sih aus diesen Teilen und dem unzerlegten Quadrat einneues Quadrat zusammensetzen lässt? Versuhe es selbst, bevor Du weiterliest!Die Lösung zu der AufgabeEs seien Q1 = ABCD und Q2 = RSTU; für die Seitenlängen L1 von Q1 und L2von Q2 gelte L1 ≥ L2.Auf den Seiten von Q1 markieren wir Punkte A∗, B∗, C∗ und D∗ so, dassdie Streken AA∗, BB∗, CC∗, und DD∗ sämtlih die Länge L = 1
2(L1 + L2)besitzen � eine Begründung für diese Wahl von L wird unten nahgeliefert.Die Q1 querenden Streken A∗C∗ und B∗D∗zerlegen Q1 in vier Viereke mit einer allen ge-meinsamen Eke M. Nah Konstruktion stim-men in diesen Viereken drei Innenwinkel � undsomit alle Innenwinkel � sowie die Längen jezweier Seiten überein: Daher sind die vier Teil-�guren V1, V2, V3, V4 von Q1 kongruent.
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Wir legen nun V1, V2, V3, V4 so wie in Bild 2an die Seite des Quadrates Q2 an. Wir wollendann zeigen, dass der Umriss der Figur in Bild 2in Wirklihkeit ein Quadrat M1M2M3M4 undniht etwa ein Zwölfek ist. Da die Figur inBild 2 drehsymmetrish ist, genügt dazu derNahweis, dass es eine einspringende Eke, zumBeispiel A∗
1A

∗
2M2, gar niht gibt. Dabei solltenwir stets das Bild 1 im Auge behalten.
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In V1 ist |RA∗
1 | = |AA∗| = L; in V2 folgt aus |UA∗

2 | = |BA∗| = L1 − L, dass
|RA∗

2 | = |RU| + |UA∗
2 | = L2 + L1 − L ist. Daraus ergibt sih: Es gilt A∗

1 = A∗
2 ,sobald |RA∗

1 | = |RA∗
2 |, also L = L1 + L2 − L und somit L = 1

2 (L1 + L2), ist. Soaber war L oben de�niert. Die Punkte A∗
1 und A∗

2 stimmen daher überein.3 MONOID 97
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Wir setzen nun A∗
1 = A∗

2 = A∗. Dann hat derStrekenzug M1A
∗M2 keinen Knik in A∗, dennwir haben oben begründet (Bild 1), dass in Bild 2

α + β = 180◦ gelten muss. Daher ist M1A
∗M2eine Streke.Wegen der Drehsymmetrie der aus Q2 und V1,

V2, V3, V4 zusammengesetzten Figur gilt also: DieStreken M1M2, M2M3, M3M4, M4M1 sind gleihlang. Und da sie nah Konstruktion vier rehte In-nenwinkel besitzt, stellt das Vierek M1M2M3M4das Lösungsquadrat dar (Bild 3).Wer war's?von Margarita KrausSie wird als �Mutter der modernen Algebra� bezeihnet, weil ihre Denkweiseein neues Zeitalter der Algebra einleitete, in dem es niht mehr um umfangrei-he Rehnungen, sondern um abstraktere Begri�e ging. Obwohl sie shon zuLebzeiten eine anerkannte Mathematikerin war, bekam sie nie eine Stelle alsordentlihe Professorin.Selbst die Habilitation sheiterte im ersten Anlauf, obwohl nie Zweifel an ihrermathematishen Befähigung herrshten. Die wahren Gründe verrät das folgendeGutahten: �... die wissenshaftlihe Höhe der deutshen Universitäten würdedurh die fortshreitende Verweiblihung zweifellos sinken. Alle Fakultätsmit-glieder sind darüber einig, ... dass ein weibliher Kopf nur ganz ausnahmsweiseshöpferishe wissenshaftlihe Leistungen hervorbringen wird ... wenn sih un-ser Widerspruh ... nur auf die shweren sozialen und akademishen Bedenkenund Folgen stützt, die gegen die Zulassung der Frauen zur Habilitation spre-hen� Unterzeihnet am 19.11.1915 von Professoren der Göttinger Universität.Erst vier Jahre später � 1919, mit Beginn der Weimarer Republik � konntesie sih habilitieren. Ohne feste Anstellung lehrte und forshte sie bis 1933mit kleinen Unterbrehungen in Göttingen und wurde dort Mittelpunkt einermathematishen Shule, die weltweit Anerkennung fand.Am 25.04.1933 wurde sie, da sie Jüdin war, aufgrund des Gesetzes zur Wie-derherstellung des Berufsbeamtentums von ihrer Tätigkeit an der Universität�beurlaubt�. Sie ging ins Exil in die USA. Am Frauenkolleg Bryn Mawr (USA)erhielt sie eine Gastprofessur. Doh shon am 14.04.1935 starb sie völlig uner-wartet an den Folgen einer Operation. Albert Einstein shrieb in seinem Nahruf,der am 04.05.1935 in der New York Times ershien, dass �das kreativste ma-thematishe Genie, das seit Begin der höheren Erziehung für Mädhen geborenworden ist�, niht mehr am Leben war.MONOID 97 4



Des Rätsels LösungDie gesuhte Person ist Emmy Amalie Noether. Sie wurde als erstes von vierKindern der jüdishen Eltern Ida Amalia Noether, geb. Kaufmann, und MaxNoether am 23.03.1882 in Erlangen geboren.Ihr Vater war Professor für Mathematik ander Universität Erlangen. Nah dem Besuhder Shule für höhere Töhter legte sie 1900die bayerishe Staatsprüfung für Lehrerinnen infranzösisher und englisher Sprahe ab. Es gabzu dieser Zeit weder Shulen, in denen Mäd-hen zum Abitur geführt wurden, noh konn-ten sih Frauen an deutshen Hohshulen im-matrikulieren. Jedoh konnten (mit Erlaubnisdes Professors) Frauen als Gasthörerinnen Vor-lesungen besuhen und dies tat Emmy Noether.Zu der Zeit gibt es knapp 1000 Studenten und 3Gasthörerinnen in Erlangen. Neben Romanistikund Geshihte begann sie auh Mathematik-Vorlesungen bei ihrem Vater und dessen Kolle-gen, Prof. Paul Gordon, zu hören.1903 legte sie als �Externe� das Abitur ab. Nah einem Semester in Göttingenkehrte sie wieder nah Erlangen zurük. Dort war es mittlerweile auh für Frau-en möglih, sih zu immatrikulieren, und sie begann ihr Mathematikstudium.1907 shloss sie ihre Promotion bei Paul Gordon mit �summa um laude� ab. ImGegensatz zu ihren späteren Arbeiten hatte ihre Dissertation komplizierte teh-nishe Rehnungen zum Gegenstand. Später bezeihnet sie ihre Dissertationals �Formelgestrüpp� und �Mist�. Anshlieÿend unterstützte sie ihren Vater beiseiner Lehrtätigkeit und arbeitete privat wissenshaftlih. 1909 hielt sie als ers-te Frau bei einer Jahresversammlung der Deutshen Mathematiker-Vereinigungeinen Vortrag.1915 ging sie zur Zusammenarbeit mit Felix Klein und David Hilbert nahGöttingen � einem der führenden mathematishen Institute dieser Zeit. Einerster Habilitationsversuh 1915 sheiterte, da die preuÿishe Habilitationsord-nung nur Männer zur Habilitation zulieÿ. Die Göttinger Professoren versuhtenvergeblih, eine Ausnahmegenehmigung für Emmy Noether zu erreihen. DieDiskussionen dazu waren wohl sehr kontrovers. Von Hilbert ist der Ausspruhüberliefert �Meine Herren, wir be�nden uns hier in einer Universität niht ineiner Badeanstalt, ih kann niht sehen, welhe Rolle das Geshleht des Kan-didaten spielt.� Emmy Noether war keine rebellishe Feministin, die gegen ihreRolle aufbegehrte, sondern eine leidenshaftlihe Forsherin. Sie arbeitete wei-ter mit Klein und Hilbert an Fragen der allgemeinen Relativitätstheorie. Darausentstand ihre Arbeit �Invariante Variationsprobleme�, mit der sie sih 1919, nahEnde des Ersten Weltkriegs habilitierte. Einstein shrieb über diese Arbeit: �Es5 MONOID 97



imponiert mir, dass man diese Dinge von so allgemeinem Standpunkt übersehenkann. Es hätte den Göttinger Feldgrauen nihts geshadet, wenn sie zu FräuleinNoether in die Shule geshikt worden wären. Sie sheint ihr Handwerk zuverstehen.�Wir werden unten noh auf den Inhalt dieser Arbeit, die auh heute noh invielen Physikbühern zitiert wird, eingehen.Für Emmy Noether war diese Arbeit jedoh abseits ihrer hauptsählihen Inter-essen, der abstrakten Algebra. Viele Begri�e dort tragen ihren Namen. So gibtes zum Beispiel noethershe Ringe, die heute jeder Mathematik-Student kennt.Ihre Vorlesungen waren wohl niht nah jedermanns Geshmak und wenigerfür Anfänger als für fortgeshrittene Studenten geeignet. Auh ihr Vortragsstilwar gewöhnungsbedürftig. �Sie zerstampfte manhmal ein Stük Kreide, das siezerbrohen hatte ..., das Gegenteil einer eleganten Dame�, berihtete einer ihrerShüler, der Algebraiker van der Waerden.Oft präsentierte sie neue Theorien und Beweise in ihren Vorlesungen. So hat-te sie bald einen Kreis begabter Shüler um sih, ihre �Trabanten� oder die�Noether-Knaben�, wie sie genannt wurden. Zu ihnen gehörten niht nur fort-geshrittene Studenten, sondern auh ausgebildete Mathematiker � unter ih-nen viele ausländishe Gäste. Niht nur in Seminaren, sondern auh bei lan-gen gemeinsamen Spaziergängen, Puddingessen in ihrer Mansardenwohnungund Shwimmen im Stadtbad redeten sie über Mathematik. Van der Waer-den shrieb über sie: �Völlig unegoistish und frei von Eitelkeit, beanspruhtesie niemals etwas für sih selbst, sondern förderte in erster Linie die Arbeitenihrer Shüler. Sie shrieb für uns alle immer die Einleitungen, in denen die Leit-gedanken unserer Arbeiten erklärt wurden, die wir selbst anfangs niemals insolher Klarheit bewusst mahen und aussprehen konnten. Sie war uns einetreue Freundin und gleihzeitig eine strenge, unbestehlihe Rihterin.�Dieses blühende mathematishe Leben wurde durh das Nazi-Gesetz zur Wie-derherstellung des Berufsbeamtentums von 1933 jäh zerstört. Sie emigrierte indie USA. Rash begann sie in Bryn Mawr wieder einen Kreis von Shülerinnenum sih zu sharen. Daneben lehrte sie im nahen Prineton bis sie 1935 völligunerwartet starb.Der in der Arbeit �Invariante Variationsprobleme� bewiesene Satz spielt auhheute noh vor allem in der Physik, aber auh in der Mathematik, eine wihtigeRolle. Die Stärke des Satzes liegt darin, dass eine spezielle Fragestellung � hierdie nah der Erhaltung der Energie in der allgemeinen Relativitätstheorie � soverallgemeinert wird, dass er Antworten auf völlig untershiedlihe Fragestellun-gen gibt: Grob formuliert, sagt der Satz, dass jede �Symmetrie� eines Problemseine �Erhaltungsgröÿe� liefert.Ein geometrishes Muster ist symmetrish, wenn es unter bestimmten �Bewe-gungen�, beispielsweise Vershiebungen, Spiegelungen oder Drehungen in sihüberführt wird. Entsprehend kann man auh von der Symmetrie eines phy-sikalishen Experiments sprehen, wenn man es verändern kann und dennohMONOID 97 6



dieselben Resultate erzielt:Führt man ein physikalishes Experiment durh, so erwartet man, dass dasErgebnis unabhängig vom Zeitpunkt der Ausführung ist. Ein Pendel shwingtheute so shnell wie morgen. Dies nennt man �Symmetrie gegenüber Vershie-bungen in der Zeit.� Die �Erhaltungsgröÿe�, die man nah dem Satz von EmmyNoether daraus herleiten kann, ist die �Energie�. In einem �abgeshlossenen�System bleibt die Energie erhalten.Wenn man ein Experiment unter gleihen Bedingungen an vershiedenen Ortenausführt, so erwartet man dieselben Messergebnisse. Dies nennt man �Symme-trie unter räumlihen Vershiebungen�. Die Erhaltungsgröÿe, die der Noether'sheSatz liefert, ist die Impulserhaltung, das heiÿt, wenn auf einen Körper keine äu-ÿere Kraft wirkt, bleibt der Impuls, also das Produkt aus Masse und Geshwin-digkeit, erhalten.Die wihtigste Rolle spielt der Satz heute in der modernen Elementarteilhen-physik. Symmetrien der Systeme führen dort zur Erhaltung der Ladung undgewisser �Quantenzahlen�.Eulers Berehnung von π mit einemPrimzahlen-Siebvon Hartwig FuhsDie Primzahlen und die Kreiszahl π sind seit bald 3000 Jahren Themen derMathematik. Dabei galt lange Zeit:�Primzahlen gehören zur Zahlentheorie und die Zahl π ist ausshlieÿlih eineRehengröÿe der Geometrie.�Leonhard Euler (1707�1783) widerlegte dieses Vorurteil, als es ihm gelang, einearithmetishe Verbindung zwishen den Primzahlen und π herzuleiten. Ganzunvorbereitet war seine Entdekung allerdings niht � sie hatte berühmte Vor-läufer:John Wallis (1616�1703), ein anglikanisher Geistliher, der erst mit 30 Jahrenals Autodidakt (Selbstlerner) zur Mathematik kam, verö�entlihte 1655 eineGleihung, nämlih das nah ihm benannte unendlihe Wallis-Produkt(1) π
4 = 2

3 · 4
3 · 4

5 · 6
5 · 6

7 ...Er shlug also eine arithmetishe Brüke zwishen den rationalen Zahlen undder Kreiszahl π.Im Jahre 1682 wurde dann von Gottfried W. Leibniz (1646�1716), einem dergröÿten Gelehrten seiner Zeit, die sogenannte Leibniz-Reihe entdekt:(2) π
4 = 1

1 − 1
3 + 1

5 − 1
7 + 1

9 − ... 7 MONOID 97



Hiermit ist eine arithmetishe Beziehung zwishen π und nur den ungeradennatürlihen Zahlen hergestellt.Die Gleihungen (1) und (2) waren von groÿer Bedeutung für die Mathematik.Sie brahten einen wihtigen methodishen Fortshritt:Sie zeigen, dass die bis dahin nur in geometrishen Berehnungen aufgetrete-ne Zahle π durhaus auh in arithmetishen Zusammenhängen vorkommt undsolhe Zusammenhänge lassen sih mit zahlentheoretishen Mitteln bearbeiten.Euler demonstierte mit der Herleitung seiner Formel (3), dem unendlihen Euler-Produkt, wie so eine Bearbeitung aussehen kann:(3) π
4 (1 + 1

3 )(1− 1
5 )(1 + 1

7 )...(1± 1
pn

)... = 1 mit (1 + 1
pn

) falls n = 4k − 1 und
(1− 1

pn
) falls n = 4k +1, wobei pn die n-te Primzahl meint und n ≥ 2 gilt.Das von Euler dabei eingesetzte zahlentheoretishe Werkzeug ist ein uraltersimpler Algorithmus � ein sogenanntes Primzahlen-Sieb.Seit der Antike besitzen die Mathematiker ein von Eratosthenes von Kyrene (um284�a. 200 v. Chr.) entwikeltes, genial einfahes Verfahren zur Aussonderungder Primzahlen aus der Folge der natürlihen Zahlen � das Sieb des Eratosthenes�, welhes noh niht einmal vorraussetzt, dass man multiplizieren kann, nurzählen muss man können und Folgendes wissen:(∗) Wenn man von einer natürlihen Zahl a > 1 aus mit der Shrittlänge a dieFolge der natürlihen Zahlen �entlang geht�, dann tri�t man dabei genaudie Vielfahen von a, nämlih a, 2a, 3a, ....Das Verfahren von Eratosthenes funktioniert als Siebverfahren so:Es sei F0 : 2, 3, 4, 5, ... die Folge der natürlihen Zahlen gröÿer als 1.1. Durhgang: Aus F0 entfernt man alle Vielfahe von 2 auÿer der 2 selbst.Man erhält so die Folge F1.

F1 : [2], 3, 5, 7, 9, 11, ... , 47, 49, 51, 53, 55, 57, 59, ...2. Durhgang: Man streiht in F1 alle Vielfahe von 3 auÿer der 3 selbst.Man erhält so die Folge F2.
F2 : [2, 3], 5, 7, 11, ... , 47, 49, 53, 55, 59, ...3. Durhgang: Man streiht in F2 alle Vielfahe von 5 auÿer der 5 selbst.Man erhält so die Folge F3.
F3 : [2, 3, 5], 7, 11, ... , 47, 49, 53, 59, ...4. Durhgang: Man streiht in F3 alle Vielfahe von 7 auÿer der 7 selbst.Man erhält so die Folge F4.
F4 : [2, 3, 5, 7], 11, ... , 47, 53, 59, ...Man maht sih leiht klar, dass für n ≥ 1 gilt:MONOID 97 8



Ist Fn = [2, 3, 5, 7, ..., pn], m1, m2, m3, ..., dann bildet [2, 3, 5, ..., pn] ein An-fangsstük der Folge p1, p2, p3, ...pn, ... der nah wahsender Gröÿe gord-neten Primzahlen; m1, m2, m3, ... sind natürlihe Zahlen gröÿer als pn, vondenen keine durh eine Primzahl kleiner oder gleih pn teilbar ist.Diese Aussage lässt sih anshaulih so umshreiben:Das Eratosthenes-Verfahren siebt aus der Fogle der natürlihen Zahlen gröÿer1 genau die Primzahlen aus.Wie hat nun Leonhard Euler die mit (3) behauptete arithmetishe Beziehungzwishen π und den Primzahlen hergeleitet?Sein Ausgangspunkt war die Leibniz-Reihe (2), die wir R1 nennen und so shrei-ben:
R1 =

1

1
− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− ... ± 1

t
± ... ,mit + 1

t
, falls t = 4n +1, sowie − 1

t
, falls t = 4n− 1. Dabei sei t ≥ 1 ungerade.Euler hatte bemerkt, dass bis auf eine Ausnahme die Reziproken der Zahlen derEratosthenes-Folge F1 genau die Bruhzahlen der Reihe (2) sind. Das brahteihn dazu, das folgende Eratosthenes-Verfahren auf R1 anzuwenden:1. Durhgang: Aus R1 entfernte Euler alle Brühe, deren Nenner Vielfahe derPrimzahl 3 sind. Er erreiht dies, indem er zu R1 die Reihe 1

3R1 so addiert∗:
R1 = + 1

1− 1
3 + 1

5− 1
7 + 1

9− 1
11 ± ...+ 1

49 − 1
51+ 1

53 − 1
55 ± ...

+ 1
3R1 = + 1

3 − 1
9 ± ... + 1

51 ± ...

R2 = (1 + 1
3 )R1 = + 1

1 + 1
5− 1

7 − 1
11 ± ...+ 1

49 + 1
53 − 1

55 ± ...2. Durhgang: Aus R2 werden alle Brühe entfernt, deren Nenner Vielfahe derPrimzahl 5 sind, indem man zu R2 die Reihe − 1
5R2 addiert. Man erhält dieReihe R3:

R3 = R2(1 − 1
5 ) = 1

1 − 1
7 − 1

11 ± ... + 1
49 + 1

53 − 1
59 ± ...3. Durhgang: Entfernung aller Brühe aus R3, deren Nenner Vielfahe derPrimzahl 7 sind, durh Addition der Reihe 1

7R3 zu R3 ergibt die Reihe R4:
R4 = R3(1 +

1

7
) =

1

1
− 1

11
+

1

13
± ... − 1

47
+

1

53
− 1

59
± ...So fortfahrend (vollständige Induktion) erhält man aufeinander folgende Reihen

R1,R2,R3, ...,Rn−1, Rn für n ≥ 2, wobei für Rn gilt:
∗ Mit der Reihenlehre lässt sih beweisen, dass die an den Reihen R1, R2,R3, ... ausgeführ-ten Operationen sämtlih zulässig sind. 9 MONOID 97



Rn = Rn−1(1 ± 1
pn

) = 1
1 ± 1

pn+1
± ... Dabei meinen pn und pn+1 die n-teund (n+1)-te Primzahl. Es ist 1 + pn falls pn = 4k − 1 sowie 1 − pn falls

pn = 4k + 1 und 1
1 + 1

pn+1
falls pn+1 = 4m + 1 ist sowie 1

1 − 1
pn+1

falls
pn+1 = 4m − 1 ist.Ersetzt man nun in der Gleihung für Rn der Reihe nah Rn−1 durh Rn−2, dann

Rn−2 durh Rn−3, ... und shlieÿlih R2 durh R1, so folgt:
Rn = R1(1 + 1

3 )(1 − 1
5 )(1 + 1

7 )...(1 ± 1
pn

) = 1
1 ± 1

pn+1
± ...Von hier aus hat Euler vielleiht so weiter überlegt:Es ist 1

1 ± 1
pn+1

± ... = 1 + R1 − ( 1
1 − 1

3 + 1
5 ± ... ± 1

pn
)Damit gilt für n → ∞:Wegen (2) ist 1 + R1 − ( 1

1 − 1
3 + 1

5 ± ... ± 1
pn

) → 1 + R1 − R1 = 1; folglih istauh 1
1 ± 1

pn+1
± ... → 1 und deshalb auh Rn → 1.Das Letzte bedeutet aber mit R1 = π

4 , dass dann wegen
π
4 (1 + 1

3 )(1 − 1
5 )(1 + 1

7 )...(1 ± 1
pn

) → 1 Eulers Behauptung (3) zutri�t.Selbst heute im Zeitalter der Computer sind die Formeln (1),(2) und (3) nurvon geringem praktishen Nutzen:Um auh nur einige wenige sihere Stellen des π-Wertes zu erhalten, muss manunverhältnismässig riesige Anzahlen von Summanden bzw. Faktoren berük-sihtigen, weil die Ausdrüke (1),(2) und (3) äuÿerst langsam konvergieren.Hättest Du es gewusst?Was ist ein unendliher Abstiegvon Hartwig FuhsEine der ältesten Beweisstrategien, die wir kennen, ist ein bemerkenswert struk-turierter Umöglihkeitsbeweis, den die Mathematiker des alten Griehenland �vermutlih die Pythagoreer, eine von etwa 550 bis 350 v. Chr. bestehende Grup-pe von Philosophen und Mathematikern � entwikelt haben. Er geriet nah demUntergang der griehish-römishen Zivilisation lange in Vergessenheit, bis ihnPierre de Fermat (1601�1665) wiederentdekte. Fermat war so stolz auf �sein�Beweisverfahren, dass er später behauptete, alle seine shönen mathematishenErfolge alleine damit errungen zu haben.Er war es auh, der dieser Beweisstrategie ihren heutigen Namen gab: desentein�nie � was mit unendliher Abstieg und manhmal auh mit unendliherRegress übersetzt wird.Die Methode des unendlihen Abstiegs funktioniert anshaulih so: Ein logisherProzess führt von Stufe zu Stufe hinab in einen mathematishen Abgrund � inMONOID 97 10



einen Widerspruh. Aber dieser Widerspruh ermögliht es � erstaunliher Weise� die Wahrheit einer zu beweisenden Aussage herzuleiten.∗Algorithmishe Beshreibung eines unendlihen RegressesEs sei A eine Aussage, in der natürlihe Zahlen n eine Rolle spielen� solheAussagen bezeihnen wir mit Hinweis auf die Abhängigkeit der Aussage A von
n mit A(n).Die mit einem unendlihen Abstieg beweisbaren Behauptungen sind nun imeinfahsten Fall typisher Weise von der Art:(1) Die Aussage A(n) tri�t für keine natürlihe Zahl n zu.Man beginnt den Beweis von (1) mit einem unerwarteten logishen Zug, indemman das Gegenteil von (1) � also die Negation (Verneinung) von (1) � für ein
n1 als wahr annimmt, also:(2) Die Aussage A(n1) ist wahr für eine natürlihe Zahl n1.Aus der Annahme (2) sei nun herleitbar, dass für eine natürlihe Zahl n2 mit
n2 < n1 gilt:(3) Die Aussage A(n2) tri�t zu für n2.Mit (3) be�ndet man sih nun in der gleihen logishen Situation wie bei (2).Von (3) kann man daher auh mit der gleihen Shlusskette wie (2) ⇒ (3) dieBehauptung beweisen: Für eine natürlihe Zahl n3 mit n3 < n2 gilt:(4) Die Aussage A(n3) ist wahr für n3.Aus A(n3) leitet man ebenso A(n4) für ein n4 < n3 her und so weiter... in eineransheinend niht abbrehende Folge von weiteren �Abstiegen� A(n5), A(n6),
A(n7)... mit n4 > n5 > n6 > n7 >...Aber die mit einer unbeshränkt langen Shlusskette (2) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒...einhergehende, ebenfalls unbeshränkt lange Ungleihungskette n1 > n2 >
n3 >... von immer kleiner werdenden natürlihen Zahlen n1, n2, n3, ... ist garniht möglih, denn sie widerspriht der Tatsahe, dass es unterhalb von n1 nurendlih viele vershiedene natürlihe Zahlen gibt.Aus diesem Widerspruh folgt: Die Annahme (2) muss falsh sein. Dann giltaber (1), was zu zeigen war.Anwendung an einem BeispielAn einem geometrishen(!) Beispiel demonstieren wir, wie der logishe Prozessdes unendlihen Abstiegs konkret abläuft, indem wir zeigen:(∗) Es gibt kein regelmäÿiges Fünfek, dessen sämtlihe Ekpunkte Gitterpunk-te sind.
∗ Ludwig Wittgensetin (1889�1951), einer der bedeutendsten Philosophen und Logikerdes 20. Jahrhunderts, bemerkt einmal: �Die Logiker und Mathematiker haben eine aber-gläubige Angst vor dem Widerspruh.� Unser Beriht wird zeigen, dass diese Angst beieinem unendlihen Regress gänzlih unbegründet ist.11 MONOID 97



Eine Ebene sei mit einem artesishen Koordinatensystem versehen. Dann heiÿtjeder Punkt (x |y) mit ganzzahligen Koordinaten x , y ein Gitterpunkt. Um zuzeigen, dass (∗) gilt, beweisen wir vorweg:a) Die quadrierte Länge einer Streke zwishen zwei Gitterpunkten ist ganz-zahlig.b) Sind drei Ekpunkte eines Parallelogramms Gitterpunkte, so ist es auhder vierte Ekpunkt.Begründung:
d2 − a2

C

D

B

A d1 − a1

L

d2 − a2

y

x

d1 − a1Abbildung 1
A = (a1|a2) und D = (d1|d2) seien zweibeliebige Gitterpunkte � vergleihe Ab-bildung 1. Dann ist die quadrierte Länge
L2 = (d1 − a1)

2 +(d2 − a2)
2, da nur mitganzen Zahlen addiert, subtrahiert undmultipliziert wird, ganzzahlig.

B = (b1|b2) sei nun ein weiterer Git-terpunkt und C = (c1|c2) ein vierterPunkt so, dass der Strekenzug ABCDein Parallelogramm ist. Dann ist c1 =
b1 + (d1 − a1) und c2 = b2 + (d2 − a2).Wie bei der quadrierten Seitenlänge sinddemnah c1 und c2 ganze Zahlen, alsoist C ebenfalls ein Gitterpunkt.Wir beweisen nun (∗) durh einen unendlihe Abstieg:Annahme: Die Ekpunkte A1, B1, C1, D1 und E1 eines regelmäÿigen Fünfeks

F1 seien Gitterpunkte.Dann ist die quadrierte Seitenlänge
L2

1 von F1 ganzzahlig. In das Fünfek
F1 konstruieren wir fünf Rauten, et-wa die Raute A1B1C1D2 mit Gitter-punkten A1, B1, C1 und D2 � verglei-he Abbildung 2 � sowie die übrigenRauten B1C1D1E2 und so weiter � ver-gleihe Abbildung 3. Die fünf Punkte
A2, B2, C2, D2, E2 sind als Ekpunkte derRauten � und somit als Ekpunkte spe-zieller Parallelogramme � jeweils Gitter-punkte; sie bilden die Ekpunkte einesneuen Fünfeks F2, welhes aus Sym-metriegründen regelmäÿig ist.

L1

A1 B1

D2
E1

D1

C1

Abbildung 2MONOID 97 12



Aus der Annahme folgt somit:Sämtlihe Ekpunkte des regelmäÿigenFünfeks F2 sind Gitterpunkte und des-halb ist die quadrierte Seitenlänge L2
2von F2 ganzzahlig. O�entsihtlih gilt

L2
2 < L1

2. Ebenso konstruiert man aus
F2 ein regelmäÿiges Fünfek F3 mit lau-ter Gitterekpunkten und ganzzahligen,quadrierten Seitenlängen L3

2 mit L3
2 <

L2
2 und so weiter...

E1

D1

C1
C2D2

E2

A2

B2
L1

L2

B1A1Abbildung 3Aber eine auf diese Weise erzeugte, niht abbrehende Folge von natürlihenZahlen L1
2, L2

2, L3
2, ... mit L1

2 > L2
2 > L2

2, ist niht möglih � irgentwannmuss es eine kleinste natürlihe Zahl geben! Damit ist gezeigt, dass die amAnfang getro�ene Annahme auf einen Widerspruh führt, also ist sie falsh.Somit gilt die Behauptung (∗ ).Die besondere AufgabeÜber die Zerlegung von spitzwinkligenDreieken in spitzwinklige Dreiekevon Hartwig FuhsEin Dreiek heiÿt spitzwinklig, wenn jeder seiner Winkel < 90◦ ist. SpitzwinkligeDreieke können niht immer in spitzwinklige Dreieke zerlegt werden. Vielmehrlässt sih zeigen:Ein spitzwinkliges Dreiek kann niht in zwei oder drei, wohl aber in vierspitzwinklige Dreieke zerlegt werden.Die LösungEs sei △ ein spitzwinkliges Dreiek mit den Ekpunkten A, B und C .(1) Annahme: △ sei in zwei spitzwinklige Dreieke △1, △2 zerlegt.Die beiden Dreieke △1 und △2 besitzen eine gemeinsame Seite, bei der einEndpunkt zugleih Ekpunkt von△ sein muss und der andere Endpunkt � er sei
P genannt � in einer Seite von△ liegt (Figur 1). Dann sind nah Voraussetzungdie Winkel von △1 und △2 bei P zusammen < 90◦ + 90◦, also < 180◦ � einWiderspruh: △1 und △2 können daher niht beide spitzwinklig sein.13 MONOID 97



△2

P B B

△2

△1

P

△3
Q

△1

A

C C

AFigur 1 Figur 2(2) Annahme: △ sei in drei Spitzwinklige △1, △2 und △3 zerlegt.1. Fall: Es gebe keinen Punkt R , der ein gemeinsamer Ekpunkt von △1, △2und △3 ist.Zerlegung von △:Zunähst zertrennt man △ wie in Figur 1 in zwei Dreieke � deren gemeinsameSeite sei CP . Eines der beiden Dreieke � zu Beispiel△ BCP zerlegt man weiterin zwei Dreieke △2, △3 mit gemeinsamer Seite BQ (vergleihe Figur 2). Wiein (1) folgt für die Winkel von △2 und △3 bei Q, dass sie zusammen < 180◦sind � ein Widerspruh. Also tritt der 1.Fall niht ein.2. Fall: Es gebe einen Punkt R , der gemeinsamer Ekpunkt von△1, △2 und △3ist.a) R liegt im Inneren von △ (Figur 3).Dann sind die Winkel von △1, △2 und △3 beim Punkt R zusammen
< 3 · 90◦ = 270◦ � ein Widerspruh, da sie ja zusammen 360◦ergeben müssen.b) R sei ein Ekpunkt von △ oder R liege in einer Seite von △.Dann sind nur die in Figur 4 oder Figur 5 skizzierten Zerlegungen mög-lih. Es gibt daher stets einen Punkt S , S 6= R , in einer Seite von △,der gemeinsamer Endpunkt zweier Zerlegungsdreieke ist. Wie in (1) folgtdaraus der Widerspruh, dass die Winkel zweier Dreieke bei S zusammen
< 180◦ sind.

A

C

R

S

△1Figur 5 BA

C = R

SFigur 4△1

A

C

Figur 3R
△2

△1
△3

B

△3

△2
△3△2

BMit (1) und (2) ist gezeigt: Ein spitzwinkliges Dreiek ist weder in zwei nohin drei spitzwinklige Dreieke zerlegbar.MONOID 97 14



(3) Wir zeihnen in△ das Mittendreiek PQR einund zerlegen △ in vier kongruente Dreieke
△1, △2, △3 △4, die zu △ ähnlih sind, denndie Seitenlängen von △1, △2, △3 und △4betragen die Hälften der Seitenlängen von △,da P , Q, R deren Mittelpunkte sind und weil
PQ ‖ AB, QR ‖ BC , RP ‖ CA (Umkehrungdes Strahlensatzes). A

C

PQ

β

z

x

y

α

γ
△4

γ

R BFigur 6α β

α β

Bezeihnet man die Winkel von △ mit α, β, γ, dann sind die Winkel von
△1, △2, △3 als Stufenwinkel an Parallelen festgelegt (Figur 6).Für den Winkel x von △4 gilt: α + β + x = 180◦; also x = γ. Entsprehend�ndet man: y = α und z = β.Wegen α, β, γ < 90◦ sind die vier Dreieke △1, △2, △3 und △4 spitzwinklig.Daher ist jedes spitzwinklige Dreiek in vier spitzwinklige Dreieke zerlegbar.Anregung zum WeiterdenkenWie steht es mit der Zerlegung eines spitzwinkligen Dreieks in fünf (in sehs,in sieben, in aht, ...) spitzwinklige Dreieke?Die Seiten für den Computer-FanEine Formel zur Erzeugung von Primzahlzwillingen?Ein Primzahlzwilling ist ein Paar (p, q) von Primzahlen p und q im Abstand
2 wie (3, 5), (5, 7) oder (11, 13). Die Frage, ob es unendlih viele oder nurendlih viele Primzahlzwillinge gibt, ist bislang trotz intensiver Bemühungender Mathematiker noh niht entshieden.Wenn man eine Formel als Funktion einer natürlihen Zahl n �nden könnte,die für alle n nur Primzahlzwillinge liefert oder doh mit wahsendem n immerwieder welhe, wäre der Nahweis erbraht, dass es unendlih viele Primzahl-zwillinge gibt; denn dies ist die allgemeine Vermutung.Untersuhe unter diesem Aspekt die Folge der Zahlenpaare (p(n), q(n)) mit

p(n) := 30·|(2n−27)·(n−15)|−1 und q(n) := 30·|(2n−27)·(n−15)|+1für möglihst viele natürlihe Zahlen n. Was beobahtest Du? (nah H.F.)Hinweis: Ihr könnt Eure Lösungen bis zum 15. Mai 2009 einshiken, denn auh hierbei gibtes Punkte zu ergattern. Allerdings müsst Ihr bei der Verwendung eines eigenen Programmsdies entsprehend dokumentieren durh Einsenden der Programm-Datei (am Besten als E-Mail-Anhang an monoid�mathematik.uni-mainz.de).Die Lösungen werden jeweils im übernähsten Heft ersheinen.15 MONOID 97



Ergebnisse zur Computer-Aufgabe ausMONOID 95Aufgabe: Ganzzahlige Punkte auf kubisher KurveWir betrahten in einem (x , y)-Koordinatensystem die Kurve k , die durh diekubishe Gleihung y2 − x3 = 17 beshrieben wird.Falls es in dem Kreisgebiet, das durh die Ungleihung x2 + y2 ≤ 108 de�niertwird, Kurvenpunkte K auf k mit ganzzahligen Koordinaten gibt, bestimme mandiese! (H.F.)Ergebnisse:Es genügt zur Au�ndung von Lösungen in dem vorgeshlagenen Bereih nurganzzahlige x mit −2 ≤ x ≤ 104 in Betraht zu ziehen; denn für x ≤ −3 ist
y2 − x3 ≥ 27 und für x > 104 ist x2 + y2 > 108.Mit dieser Coputer-Aufgabe beshäftigt haben sih Janosh Gräf (Georg-Forster-Gesamtshule Wörrstadt) und Florian Shweiger (Gymnasium Markto-berdorf) mit eigenen Programmen in C beziehungsweise Visual Basi. Ihre über-einstimmenden Resultate von 14 ganzzahligen Koordinatenpaaren (x , y) lauten:
K1(−2|3), K2(−2| − 3), K3(−1|4), K4(−1| − 4),
K5(2|5), K6(2| − 5), K7(4|9), K8(4| − 9),
K9(8|23), K10(8| − 23), K11(43|282), K12(43| − 282),
K13(52|375), K14(52| − 375).Florian Shweiger ist mit x noh über 104 hinaus gegangen (bis 105) und hatdabei noh zwei weitere Punkte entdekt:

K15(5234|378661) und K16(5234| − 378661).Mathis mahenmathematishe EntdekungenZahlen-TrapezeShreibe für eine natürlihe Zahl n > 1 einen beliebig langen Anfang der n-ten Potenzen 1n, 2n, 3n, 4n, ... in eine Reihe R1. Berehne dann die positivenDi�erenzen D1, D2, D3, ... von jeweils zwei benahbarten Potenzen und shreibesie wie im Beispiel in einer Reihe R2 unter die Reihe R1; danah shreibe diepositiven Di�erenzen von jeweils zwei benahbarten Zahlen Di , Di+1 in einerReihe R3 unter die Zeile R2, und so weiter.MONOID 97 16
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6 6 6 6Untersuhe nun solhe Zahlen-Trapeze für vershiedene Werte von n.Kannst du in ihnen irgendwelhe Gesetzmäÿigkeiten erkennen?Wenn ja: Formuliere sie als Vermutung! (H.F.)Hinweis: Eure mathematishen Entdekungen könnt Ihr bis zum 15.08.2009 an die MONOID-Redaktion einsenden, denn auh hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Eure Ergebnisse werdenjeweils drei Hefte später verö�entliht.Lösungen der Mathespielereien ausMONOID 96Für die jüngeren Shüler/innen der Klassen 5�7In eigener SaheIhr haltet nun das Heft 97 in den Händen, bald können wir also Jubiläum, das100. feiern.Bei den Neuen Aufgaben sind wir auh shon weit im 900-er Bereih mit derAufgabennummerierung, es steht also auh die 1000. Aufgabe kurz bevor.Doh welhes dieser beiden Ereignisse werden wir früher feiern können? Fallendiese Ereignisse vielleiht sogar zusammen?Hinweis: Wir stellen in der Regel in jedem Heft sieben Neue Aufgaben. � Zusatzfrage fürZusatzpunkte: War es immer so, dass pro Heft sieben Neue Aufgaben gestellt wurden?(MG)Lösung:Die Hefte ersheinen alle drei Monate. Daher lässt sih berehnen, dass Heft 100im Dezember 2009 ersheinen wird.Im letzten Heft haben wir die Aufgabe 959 gestellt. Daraus lässt sih wiederumhohrehnen, dass bei sieben Aufgaben pro Heft im Jubiläumsheft die Aufgaben981 bis 987 gestellt werden. Das Jubiläum wird erst später gefeiert werdenkönnen, nämlih im Heft 102 im Juni 2010.Zur Zusatzaufgabe: Da 7 · 100 = 700 < 987 ist, müssen in früheren Heftenshon mehr als �nur� sieben Aufgaben gestellt worden sein.17 MONOID 97



Die magishe 7 und die auh noh viermalSimone geht auf Entdekungsreise durh die Welt der Zahlen. Ihr hat es diemagishe Sieben angetan. Sie entdekt:
1 = 77 : 77

2 = 7 : 7 + 7 : 7

3 = (7 + 7 + 7) : 7Jetzt suht sie natürlih andere Zahlen, die ebenfalls nur mit Hilfe von genau vierSiebenen, Rehenzeihen +, −, ·, : und Klammem dargestellt werden können.Stelle die Zahlen 4 bis 10 so dar! (WK)Lösung:Es gilt zum Beispiel
4 = 77 : 7 − 7

5 = 7 − (7 + 7) : 7

6 = (7 · 7 − 7) : 7

7 = (7 − 7) · 7 + 7

8 = (7 · 7 + 7) : 7

9 = 7 + (7 + 7) : 7

10 = (77 − 7) : 7Wie lang ist das Shi�, wie alt der Kapitän?Seeleute verbringen viel Zeit auf hoher See, und da kommt es shon mal vor,dass sih die Leute gegenseitig kleine Rätsel aufgeben. Ein junger Matrose willvon seinem Kapitän wissen, wie lang eigentlih ihr Shi� ist. Der Kapitän testetseinen Mitarbeiter ein wenig und sagt: �Ih habe niht weniger als drei Kinder.Deren Altersuntershied ist jeweils genau zwei Jahre. Wenn man die Alterszahlenmeiner Kinder multipliziert, so kommt mein Alter heraus und das Shi� istfünfmal so lang, wie ih alt bin.� Jetzt kann der Matrose berehnen, wie langdas Shi� ist, und er weiÿ sogar, wie alt der Kapitän ist. (WK)Lösung:Wir gehen mal davon aus, dass der Kapitän jünger als das Rentenalter, also 65oder 67, und älter als 20 Jahre ist. Über seine Kinder wissen wir, dass der Al-tersuntershied immer genau 2 Jahre beträgt. Wir testen jetzt alle realistishenMöglihkeiten, ausgehend vom Alter des jüngsten Kindes:Alter der Kinder Alter des Kapitäns1; 3; 5 15 (zu jung)2; 4; 6 483; 5; 7 105 (zu alt)MONOID 97 18



Hätte der Kapitän mehr als drei Kinder, also mindestens vier, so wären diesemindestens 1, 3, 5 und 7 Jahre alt und der Kapitän daher mindestens 105 Jahre.Das ist bereits zu alt.Wir sehen, dass die einzige realistishe Lösung vorliegt, wenn der Kapitän dreiKinder hat und diese 2, 4 und 6 Jahre alt sind. Dann ist der Kapitän 48 Jahrealt und das Shi� 48 · 5 = 240m lang.Staats�aggeIn einem neu gegründeten Staat soll die neue Staats�agge aus drei horizontalenStreifen bestehen, wobei natürlih benahbarte Streifen niht gleihfarbig seindürfen. Für die Streifen stehen sehs Farben zur Auswahl.Wie viele vershiedene Flaggen sind möglih? (H.F.)Lösung:Da bei Staats�aggen die Reihenfolge der Farben wesentlih ist, werden zweigleihfarbige Flaggen, bei denen der obere Streifen der einen Flagge farbgleihmit dem unteren Streifen der anderen Flagge ist, als vershieden betrahtet.Die drei Streifen seien vershieden farbig.Dann gibt es für einen Streifen 6, für einen anderen Streifen 5 und für dendritten Streifen 4 Wahlmöglihkeiten. Deshalb sind 6 · 5 · 4 = 120 vershiedeneFlaggen möglih.Nun seien der obere und der untere Streifen von gleiher Farbe.Dann gibt es für den mittleren Streifen 6 Wahlmöglihkeiten und für die beidenäuÿeren Streifen 5 Wahlmöglihkeiten. In diesem Fall sind daher 6 · 5 = 30vershiedene Flaggen möglih.Insgesamt gibt es 30 + 120 = 150 möglihe vershiedene Flaggen.Rehtek-ZerlegungZerlege das Rehtek, dessen Seiten 43 m und 611 m lang sind, in möglihstwenige Quadrate. (H.F.)Lösung:
Qa bezeihne ein Quadrat mit den Seitenlängen a m, R das gegebene Reht-ek. Wir zerlegen das Rehtek nun, indem wir jeweils das gröÿtmöglihe Qua-drat (an einem Rand!) konstruieren. Es ist klar, dass dadurh die Anzahl derQuadrate minimiert wird.
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.

...Q43 Q43

Q9

Q9

Q7
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Es ist: 611 = 14 · 43 + 9 =⇒ R enthält 14 Quadrate Q43,
43 = 4 · 9 + 7 =⇒ R enthält vier Quadrate Q9,
9 = 1 · 7 + 2 =⇒ R enthält ein Quadrat Q7,
7 = 3 · 2 + 1 =⇒ R enthält drei Quadrate Q2,
2 = 2 · 1 =⇒ R enthält zwei Quadrate Q1.Damit ist R in 14 + 4 + 1 + 3 + 2 = 24 Quadrate zerteilt.Den Kennern unter Euh wird siher aufgefallen sein, dass sih hinter der obigenBerehnung der Euklidishe∗ Algorithmus verstekt, der zur Berehnung desgröÿten gemeinsamen Teilers dient. Hier ist ggT(611, 43) = 1. (H.F., MG)FinanzkriseJetzt wird es politish... Euh dürfte aus den Nahrihten niht entgangensein, dass überall die Rede von einer weltumspannenden Finanz- oder Banken-krise ist. Um noh gröÿeren Shaden zu vermeiden, hat die Bundesregierungam 13. Oktober 2008 beshlossen, bis zu 480 Milliarden Euro für Hilfe zurVerfügung zu stellen.a) Das Geld muss auh irgendwo herkommen und Geld bekommt der Staatin erster Linie vom Steuerzahler. Angenommen die Hälfte aller in Deutsh-land lebenden 82 Millionen Einwohner zahlt Steuern: Wie viel muss jedereinzelne Steuerzahler aufbringen, um die 480 Milliarden Euro bereit zuhalten?b) Deutshe Jugendämter empfehlen für 13- bis 15-Jährige Tashengeld inHöhe von 20 Euro monatlih. Wie lange muss Elena, die so viel bekommt,sparen, um diesen Pro-Kopf-Betrag zusammen zu haben?) Ein 100-Euro-Shein hat die Abmessung 147 mm×82 mm und ist 0,11 mmdik. Wie lang wäre die Streke, wenn die 480 Milliarden Euro in solhenSheinen (längs) aneinander gelegt würden (vergleihe die Länge mit demErdumfang) beziehungsweise wie hoh wäre ein Stapel aus solhen Shei-nen übereinander?d) Ein Bankmanager, Josef Akermann, verdiente 14 Millionen Euro im Jahr2007∗∗, ein ausgelernter Bankangestellter nah Tarifvertrag rund 2000 Euromonatlih (brutto). Wie lange muss ein solher arbeiten, damit er so vielGeld bekommt, wie sein oberster Chef in einem Monat? Was fällt Dir andieser Zahl auf?e) Ein Zinssatz von 1% ist sehr gering. Wie viel Zinsen würde der Bankmana-ger pro Tag bekommen, wenn er sein Geld trotzdem zu diesem Prozentsatz

∗ Euklid (Eυκλειδης), * um 365 v. Chr. vermutlih in Alexandria oder Athen, † a.300 v. Chr.; griehisher Mathematiker. Er stellte in seinem Werk �Die Elemente� dasmathematishe Wissen seiner Zeit zusammen.
∗∗ vgl. Vorstandshef Akermann verdiente 14 Millionen Euro; In: Mitteldeutshe Zeitung,26. März 2008.MONOID 97 20



anlegte? (Zum Vergleih: Der Regelsatz bei Hartz IV beträgt für eine al-leinstehende Person (Single) 351 Euro im Monat.) (MG)Lösung:a) 480 · 109 : 82·106

2 ≈ 11707,32. Jeder Steuerzahler muss etwa 12000e auf-bringen.b) 11707e : 20 e

Monat ≈ 585 Monate. Elena muss 585 Monate Tashengeldsparen, das sind fast 49 Jahre!) Für 480 Milliarden Euro werden 4,80 Milliarden Sheine zu 100 Euro be-nötigt. Aneinander gelegt ergibt sih eine Streke von 4,8 · 109 · 147 mm =
7,056 · 1011 mm = 705600 km, was etwa dem 17,6-fahen des Erdäquators(40075 km) entspriht. Übereinander ergibt sih ein gigantisher Stapelvon 4,8 · 109 · 0,11 mm = 528 · 106 mm = 528 km Höhe, was etwa dem
59,7-fahen der Höhe des Mount Everest (8848m) entspriht.d) 14·106

e

12 : 2000e ≈ 583,3. Ein ausgelernter Bankangestellter muss also über583 Monate arbeiten, das sind über 48 Jahre. Da aber ein Bankangestellter,bis er ausgelernt hat, shon deutlih über 20 Jahre alt ist, kann er bis zumRentenalter gar niht so lange arbeiten.e) Er bekäme 14 · 106e · 0,01 · 1
360 ≈ 388,89e, also jeden Tag mehr, als einHartz-IV-Empfänger im ganzen Monat als Regelsatz erhält!MittelwertfolgenKatrin ist begeisterte Knoblerin und angespornt vom Artikel �Pappos und dieMittelwerte� aus MONOID 94 entwikelt sie eine Zahlenfolge: Sie beginnt mitden Zahlen 1, 5 und jede folgende Zahl ist halb so groÿ wie ihr Vorgänger undihr Nahfolger zusammen (arithmetishes Mittel!).a) Wie heiÿen die nähsten fünf Zahlen von Katrins Folge?b) Welhes ist die 96. Zahl der Folge?) Gehören die Zahlen 97 und 2009 zu Katrins Folge?d) Da Katrin es sehr anstrengend �ndet, alle Folgenglieder ausrehnen zumüssen, um irgend ein spätes Folgenglied bestimmen zu können, möhtesie eine explizite Formel herleiten, mit der sie direkt das n-te Folgenglied,mit n ∈ N, berehnen kann. Nah kurzer Überlegung �ndet sie auh einesolhe Formel. Wie lautet diese?e) Welhes Phänomen tritt auf, wenn Katrin niht � jede folgende Zahl ist halbso groÿ wie ihr Vorgänger und ihr Nahfolger zusammen� festgelegt hätte,sondern � jede folgende Zahl ist halb so groÿ wie ihre beiden Vorgängerzusammen�? (MG)Lösung:a) Die nähsten fünf Folgenglieder sind 9, 13, 17, 21, 25.21 MONOID 97



d) Die ersten Folgenglieder lassen vermuten, dass jedes neue Folgenglied je-weils um 4 gröÿer ist, als sein Vorgänger. Dann wäre die explizite Folgen-vorshrift: an = 4(n − 1) + 1 = 4n − 3.Diese Formel können wir beweisen, denn aus der Bildungsvorshrift an =
an−1+an+1

2 folgt 2an = an−1 + an+1 und daraus an+1 − an = an − an−1, dasheiÿt die Di�erenz je zweier Folgenglieder ist konstant von Anfang an, alsogleih 4 (siehe Teil a)).Somit gilt die Bildungsvorshrift an+1 = an + 4 für alle n ∈ N mit a1 = 1.Insgesamt gilt damit an = a1 + 4(n − 1) = 1 + 4n − 4 = 4n − 3.b) Mit dieser Formel können wir sehr leiht die übrigen Folgenglieder bereh-nen. So ist a96 = 4(96 − 1) + 1 = 381.) Da 97 = 96 + 1 = 4 · 24 + 1 gilt, ist 97 das 25. Folgenglied und analog istwegen 2009 = 2008 + 1 = 4 · 502 + 1 das 503. Folgenglied.e) Wäre � jede folgende Zahl ist halb so groÿ wie ihre beiden Vorgänger zu-sammen�, also an+1 = an−1+an

2 , so würden die Folgenglieder sih immerweiter einander annähern, da an+1 − an = 1
2 (an−1 − an) und am Ende umeinen festen Wert liegen, in diesem Fall etwa 3,666. Mathematiker sagen,die Folge konvergiert.Bislang gröÿte Primzahlen gefunden � Teil 1Wie Ihr im Artikel Bislang gröÿte Primzahlen gefunden von Ulrike Müller lesenkönnt, wurden vor Kurzem zwei neue, sehr groÿe Primzahlen entdekt, beidenen es sih um sogenannte Mersenne-Primzahlen handelt.a) Die damit gröÿte bislang bekannte Primzahl ist die 45. Mersenne-Primzahl.Auf eine Seite in einem Monoid-Heft passen (bei normalem Satz) 43 Zeilenmit 65 Zeihen. Wieviele Seiten werden benötigt, um die komplette Zahlmit allen Zi�ern abzudruken?b) Ist die Mersenne-Zahl für n = 3 und n = 11 eine Primzahl?) Ist die Mersenne-Zahl für n = 4 eine Primzahl?Zwei weitere Aufgaben zu diesem Thema �ndet Ihr bei der Neuen Aufgabe 953.(Marel Gruner und Ulrike Müller)Lösung:a) Auf eine Seite passen 43 · 65 = 2795 Zeihen. Die 45. Mersenne-Primzahlhat 12 978 189 Stellen, also werden 12978189 : 2795 ≈ 4643,4 Seitenbenötigt � mehr als 105 Hefte (in der Hand haltet Ihr Heft 97).b) Die Zahl 23 − 1 = 8 − 1 = 7 ist eine Primzahl.Es ist 211 − 1 = 2048− 1 = 2047 = 23 · 89, also ist die Zahl niht prim.) Es ist 24 − 1 = 16 − 1 = 15 = 3 · 5, also ebenfalls keine Primzahl.MONOID 97 22



Neue MathespielereienFür die jüngeren Shüler/innen der Klassen 5�7GeburtstagsmathematikBei einem Spaziergang mit ihrem Mann Hans-Wernerletztes Jahr (2008) stellte Ute fest: �Meine Shwesterist vom Jahrgang '52 und so alt bin ih jetzt. MeineShwester ist nun 56 Jahre alt und das ist mein Jahr-gang!� Der Geburtsjahrgang besteht aus den letztenbeiden Zi�ern des Geburtsjahres.∗ ∗a) Sie stellt sih nun die Frage: Ist das Zufall oder gibt es bei jedem Paar einJahr, in dem dieses Phänomen auftritt? Ihr Mann � ein Mathematiker �stellt wilde Theorien auf. Kannst Du ihnen helfen? Wie lautet die Antwortauf Utes Frage?b) Ihre Töhter sind in den Jahren 1980 und 1983 geboren. Gibt es für diebeiden auh ein solhes Jahr? Gib das Jahr an oder begründe, warum esdieses niht gibt.) Ute und Hans-Werner stellen fest, dass es für sie auh ein solhes Jahrgibt, nämlih 2009. In welhem Jahr wurde Hans-Werner geboren? (MG)GröÿenvergleihDie Seiten�ähen eines Quaders haben die Fläheninhalte 220 cm2, 264 cm2und 270 cm2; die Fläheninhalte der Seiten�ähen eines zweiten Quaders sind
176 cm2, 198 cm2 und 450 cm2.Welher der Quader hat das gröÿere Volumen � oder haben sie etwa das gleiheVolumen? (H.F.)Noh eine Variante der Goldbah-Vermutung∗∗Jede natürlihe Zahl n > 5 ist die Summe aus einer Primzahl und einer Niht-primzahl. (Malte Meyn, Kl. 11, Ohm-Gymnasium, Erlangen)
∗ Für alle, die mit der Shreibweise vertraut sind, dasselbe noh mal mathematish for-muliert: Der Jahrgang j zum Geburtsjahr J ist J ≡ j mod 100 mit 0 ≤ j ≤ 99.
∗∗ Nah Christian Goldbah, *18.03.1690 in Königsberg, †20.11.1764 in Moskau (in man-hen Quellen steht 01.12.1764 in St. Petersburg). Seine berühmte Vermutung formulierteer 1742 in einem Brief an Leonhard Euler. Diese besagt: Jede gerade natürlihe Zahllässt sih als Summe zweier Primzahlen shreiben. Bis heute ist dies nur eine Vermutungund noh niht bewiesen oder widerlegt!23 MONOID 97



Uwes UhrUwes Uhr geht 2 1
2 -mal so shnell, wie sie sollte. Er stelltsie um Mitternaht. Wann hat sie zum ersten Mal wiederdie rihtige Zeigerstellung? (WJB)Noh mehr FlaggenEin Verband von Vereinen oder Staatenusw. beshlieÿt, dass jedes seiner Mit-glieder eine Flagge mit drei Streifen ha-ben soll. Alle Flaggen sollen längstge-streift sein und jeweils drei vershiedeneder vier Farben rot, shwarz, gelb undweiÿ tragen.a) Ist es mit dieser Vorshrift möglih, alle derzeitigen Mitglieder der Euro-päishen Union mit vershiedenen Flaggen auszurüsten?b) Wie viele vershiedene Flaggen sind möglih, wenn wir lediglih gleiheFarbe benahbarter Streifen verbieten?) Wie viele Möglihkeiten gibt es, wenn die Fahnen m vershiedene Streifenaus n verfügbaren Farben haben sollen?d) Wie viele vershiedene Fahnen sind möglih, wenn wir (wie in Teil b) Farb-wiederholungen zulassen, aber niht gleihe Farbe auf benahbarten Strei-fen? (WJB)Einerzi�erUlrike beshäftigt sih gerne mit Zahlentheorie. So forsht sie im Bereih derZahlen und geht auh der Frage nah: Welhe Einerzi�er haben die Zahlen

k2009 für ganze Zahlen k?Sie maht dabei auh tatsählih eine interessante Entdekung... (MG)Ungleihungen am DreiekZeige: Die Länge einer Dreieksseite ist stets kleiner als der halbe Dreieksum-fang.Hinweis: Versuhe es mal mit der sogenannten Dreieksungleihung: Die Längen zweier Drei-eksseiten sind zusammen stets gröÿer als die Länge der dritten Seite des Dreieks. (H.F.)
Weitere Mathespielereien �ndet ihr auf der vorherigen Seite!MONOID 97 24



Neue AufgabenKlassen 8�13Aufgabe 960: Professor Altermann und alte HölzhenProf. Altermann ist Arhäologe. Bei Ausgrabungen �ndet er ein Kästhen mitHölzhen paarweise vershiedener Längen. Er stellt fest, dass das kürzesteHölzhen eine Länge a1 hat und das jeweils nähstlängere Hölzhen sih vomvorhergehenden jeweils um eine feste Längendi�erenz d untersheidet, also
a2 = a1 + d , a3 = a2 + d ,...Prof. Altermann und seine Mitarbeiter vermuten, dass mit diesen Hölzhenfrüher Längen von Streken gemessen wurden. Auÿerdem bemerken sie, dass
a1 + a2 die Länge 13 ergibt und a4 + a5 + a6 + a7 die Länge 74.a) Wie lang ist das n-te Hölzhen?b) Welhe Hölzhen müssen kombiniert werden, um die Längen 67 und 2 zuerhalten? (MG)Aufgabe 961: Zahlendreiekea) Ergänze das folgende Dreiek so, dass jeweils in der nahfolgenden Zeiledie Summe zweier benahbarter Zahlen der vorausgehenden Zeile steht.

x x 7 x 3
8 x x x

x x 22
x x

92b) Dieses Dreiek hat die Seitenlänge 5, und es sind 5 Zahlen vorgegeben.Lässt sih jedes Dreiek rihtig ergänzen, wenn Seitenlänge und Anzahlder vorgegebenen Zahlen übereinstimmen?) Wenn sih ein Dreiek ergänzen lässt, gibt es dann immer nur eine mögliheErgänzung? (WJB)Aufgabe 962: Galileis GleihungsketteGalileo Galilei (1564�1642) � Physiker, Astronom und Mathematiker � behaup-tete die Gültigkeit der folgenden bemerkenswerten unendlih langen Gleihungs-kette:
1

3
=

1 + 3

5 + 7
=

1 + 3 + 5

7 + 9 + 11
=

1 + 3 + 5 + 7

9 + 11 + 13 + 15
= ...Finde einen Beweis dafür! (H.F.)25 MONOID 97



Aufgabe 963: Meteoriten-EinshlagDrei Meteoriten fallen auf die Erde.Wie groÿ ist die Wahrsheinlihkeit, dass sihihre Einshlagpunkte auf ein und derselbenHalbkugel (deren Äquator eingeshlossen) be-�nden?Hinweis: Die Erde wird als eine Kugel betrah-tet und mit Äquator ist hier jeder Groÿkreis ge-meint; dieser teilt die Kugel in zwei Halbkugeln.(H.F.)Aufgabe 964: Summe 2009Die natürlihen Zahlen a, b, c und d sollen so bestimmt werden, dass für denAusdruk f (x) = ax3 + bx2 + cx + d gilt:
f (0) + f (1) + f (2) + f (3) = 2009.Ist das möglih? (H.F.)Aufgabe 965: MittelwertfolgeCéline ist begeisterte Knoblerin und, angespornt vom Artikel �Pappos und dieMittelwerte� aus MONOID 94, entwikelt sie eine Zahlenfolge: Sie beginnt mitzwei vorgegebenen Werten und jede folgende Zahl ist das geometrishe Mittelihres Vorgängers und ihres Nahfolgers, es gilt also an =

√
an−1an+1.a) Céline beginnt mit 2 und 4. Berehne die nähsten fünf Folgenglieder.b) Da Céline es sehr anstrengend �ndet, alle Folgenglieder ausrehnen zumüssen, um irgend ein spätes Folgenglied bestimmen zu können, möhtesie eine explizite Formel herleiten, mit der sie direkt das n-te Folgenglied,mit n ∈ N berehnen kann. Nah kurzer Überlegung �ndet sie auh einesolhe Formel. Wie lautet diese?) Für die Startwerte 2 und 4 werden die Folgenglieder immer gröÿer. Wiemüsste sie die Startwerte wählen, damit die Folgenglieder immer kleinerwerden? Kann Céline die Startwerte auh so wählen, dass die Glieder kon-stant bleiben? (MG)Aufgabe 966: Das verstopfte WashbekenIn einem Washbeken mit dem Volumen V = 14000 cm3 �ieÿt aus einem Was-serhahn mit dem Durhmesser dH = 2 cm das Wasser mit einer Geshwindigkeit

v = 0,04 m
s . Das Ab�ussrohr ist aber stark verstopft, sodass nur ein Durhmes-ser von dA = 0,5 cm frei ist. Man nehme an, das Wasser würde trotzdem mitderselben Geshwindigkeit v durh die Ab�ussö�nung �ieÿen, wie es aus demHahn kommt.Wie lange würde es dauern, bis das Wasser über den Rand des Bekens läuft?(Alia'a Ahmed Doma, Klasse 11, Deutshe Shule der Borromäerinnen, Kairo)MONOID 97 26



Gelöste Aufgaben aus MONOID 96Klassen 8�13Aufgabe 953: Bislang gröÿte Primzahlen gefunden � Teil 2Wie Ihr im Artikel Bislang gröÿte Primzahlen gefunden von Ulrike Müller lesenkönnt, wurden vor Kurzem zwei neue, sehr groÿe Primzahlen entdekt, beidenen es sih um sogenannte Mersenne-Primzahlen handelt.a) Wie lautet die letzte Zi�er der 45. Mersenne-Primzahl?b) Zeige: Ist n = rs eine zusammengesetzte Zahl, mit r 6= 1 6= s, dann kanndie Mersenne-Zahl 2n − 1 keine Primzahl sein.(Marel Gruner und Ulrike Müller)Lösung:a) Die Einerzi�ern der 2-er-Potenzen sind 2, 4, 8, 6, 2, ... Sie wiederho-len sih also mit der Periodenlänge 4.∗ Also hat die Potenz 243112609 =
24·10778152+1 dieselbe Einerzi�er wie 21, nämlih die Zi�er 2. Folglih hatdie 45. Mersenne-Primzahl 243112609 − 1 die Einerzi�er 1.b) Mit Polynomdivision oder rükwärts Ausmultiplizieren können wir folgendeGleihung nahvollziehen, die ähnlih auh shon bei vielen anderen Aufga-ben benötigt wurde: ars−1 = (ar−1)(ar(s−1)+ar(s−2)+ar(s−3)+...+ar+1).Daraus folgt für die Aufgabe mit a = 2:

2n − 1 = 2rs − 1 = (2r − 1)(2r(s−1) + ... + 1).Insbesondere ist also 2r−1 ein ehter Teiler von 2n−1 und diese Mersenne-Zahl keine Primzahl.Aufgabe 954: Division mit der ParabelIm Heft 95 hatten wir Euh im Artikel Hättest Du es gewusst? � Wie wirmit Parabeln rehnen können einen Algorithmus vorgestellt, wie mit Hilfe derNormalparabel geometrish multipliziert und dividiert werden kann. Allerdingshatten wir die Rihtigkeit nur für die Multiplikation gezeigt. Als ih Lioba dasnähste Mal besuhte, hatte sie zwishenzeitlih auh den Beweis für die Divi-sion aufgeshrieben.Zeige, dass der Algorithmus für die Division das korrekte Ergebnis liefert! (MG)Lösung:Für die Division c : b identi�zieren wir c 7→ (0, c) und b 7→ (b, b2).Die Gerade durh diese beiden Punkte hat also die Steigung m = ∆y

∆x
= b2−c

bund somit die Geradengleihung g : y = b2−c
b

x + c .
∗ Formal lieÿe sih das so aufshreiben: 2k ≡ 2k+4 mod 10 für k ∈ N.27 MONOID 97



Diese bringen wir mit der Normalparabel y = x2 zum Shnitt, indem wir dieGleihungen gleihsetzen: x2 = b2−c
b

x + c .Die quadratishe Gleihung x2 − b2−c
b

x − c = 0 lösen wir mit quadratisherErgänzung und erhalten:
x1,2 =

b2 − c

2b
±

√

(b2 + c)2

4b2
=

b2 − c ± (b2 + c)

2b
.Eine Lösung 2b2

2b
= b ist der Abszissen-Abshnitt (x-Wert) des bekannten Punk-tes, durh den die Gerade gelegt wurde, der andere Punkt bei −2c

2b
= − c

b
liefertwirklih das Ergebnis der Division. q.e.d.Aufgabe 955: Sudoku mit FehlernSteht in einem Sudoku in der gleihen Zeile (oder der gleihen Spalte oder demgleihen Teilquadrat) eine Zi�er doppelt (und fehlt dafür eine andere), so istdies ein Fehler.a) Ist es möglih, ein Sudoku so auszufüllen, dass es in jeder Zeile, in jederSpalte und in jedem Teilquadrat jeweils einen Fehler hat, aber auh nureinen Fehler?b) Ist es möglih, ein Sudoku so auszufüllen, dass es insgesamt nur einenFehler enthält, also entweder nur in einer Spalte oder nur in einer Zeileoder nur in einem Teilquadrat?) Wie viele Fehler entstehen, wenn die in zwei Positionen stehenden Zi�ernvertausht werden? (WJB)Lösung:a) Ja, zum Beispiel indem man jeweils die Zi�er 4 durh die Zi�er 6 ersetzt.Dann enthält jede Zeile, Spalte und jedes Teilquadrat die Zi�er 6 doppeltund die 4 niht.b) Nein, enthält eine Zeile zum Beispiel die 3 doppelt und die 8 niht, sogibt es entweder die 8 insgesamt höhstens ahtmal, sie muss also auhin einer Spalte fehlen, oder das Fehlen der 8 wird in einer anderen Zeileausgeglihen, es gibt dann also eine weitere fehlerhafte Zeile.) Hier muss man vershiedene Fälle untersheiden:1. Sind die Zi�ern in den beiden Positionen gleih, so entsteht gar keinFehler.2. Bei Vertaushung innerhalb der gleihen Zeile entsteht jeweils ein Feh-ler in den beiden beteiligten Spalten; liegen die beiden Positionenin vershiedenen Teilquadraten, so entsteht dort ebenfalls jeweils einFehler, insgesamt also vier Fehler. Liegen sie im selben Teilquadrat,so sind es insgesamt nur zwei Fehler.Ähnlih sieht es aus bei Vertaushung innerhalb einer Spalte.MONOID 97 28



3. Liegen die beiden Positionen innerhalb eines Teilquadrates, aber nihtin der gleihen Zeile oder der gleihen Spalte, so entsteht in beidenbeteiligten Spalten und in beiden beteiligten Zeilen jeweils ein Fehler,insgesamt also vier.4. Sind die Positionen in vershiedenen Zeilen, vershiedenen Spaltenund vershiedenen Teilquadraten, so entsteht sehsmal je ein Fehler.Es können also zwei, vier oder sehs Fehler entstehen.Aufgabe 956: ParallelogrammdiagonaleIm Rehtek mit den Seiten a und b gilt für die Diagonale d2 = a2 + b2.Zeige, dass im Parallelogramm mit den Seiten a und b und den Diagonalen d1und d2 gilt:
d2

1 + d2
2 = 2(a2 + b2). (WJB)Lösung:Nah Pythagoras gilt: b2 = x2 + h2.Damit folgt:

d2
1 = (a+x)2+h2 = a2+2ax+x2+h2 = a2+2ax+b2und

d2
2 = (a−x)2+h2 = a2−2ax+x2+h2 = a2−2ax+b2.Addieren wir beide Gleihungen, so folgt die Behaup-tung. xa

d2

b

x

h
d1

Aufgabe 957: Summe reziproker WurzelnBestimme (ohne Computer) ein möglihst kleines ganzzahliges Intervall, in demdie Zahl S liegt, wenn
S =

1√
1

+
1√
2

+
1√
3

+ ... +
1√

1009020ist.Tipp: Ein Lösungsansatz ist, dass Du zunähst beweist, dass für n = 1, 2, 3, ... gilt:
√

n + 1 −
√

n <
1

2
√

n
<

√
n −

√
n − 1.Mit elementaren Methoden haben wir nur ein Intervall der Länge 2 berehnen können, waswir im Sinne der Aufgabenstellung auh als �möglihst kleines� ansehen.(nah Martin Mettler†)Lösung:Beweis der Ungleihung:

√
n + 1−

√
n =

(√
n + 1 −√

n
) (√

n + 1 +
√

n
)

√
n + 1 +

√
n

=
(n + 1) − n√
n + 1 +

√
n

<
1

2
√

n29 MONOID 97



und weiter
1

2
√

n
<

1√
n +

√
n − 1

=

(√
n −

√
n − 1

) (√
n +

√
n − 1

)

√
n +

√
n − 1

=
√

n−
√

n − 1für n = 1, 2, 3, ...Wir multiplizieren die eben bewiesenen Ungleihungen mit 2 und addieren dieUngleihungen, bei denen n = 1, 2, 3, ..., 1009020, wobei wir 1009020 mit zabkürzen:
2

(√
2 −

√
1
)

< 1√
1

< 2
(√

1 −
√

0
)

+ 2
(√

3 −
√

2
)

< 1√
2

< 2
(√

2 −
√

1
)

+ 2
(√

4 −
√

3
)

< 1√
3

< 2
(√

3 −
√

2
)

...
...

...
+ 2

(√
z + 1 −√

z
)

< 1√
z

< 2
(√

z −
√

z − 1
)

= 2
(
−
√

1 +
√

z + 1
)

< S < 2
√

zMit z = 1009020 folgt aus der letzten Ungleihung 2007,0007... < S <
2008,9997..., so dass S im Intervall (2007, 2009) liegt.Bemerkung: Die tatsählihe Summe beträgt ungefähr 2007,5399, das wirklihkleinste ganzzahlige Intervall ist also (2007, 2008) � aber dafür haben wir einenRehner bemüht.Aufgabe 958: Abstandssumme im Fünfek
ABCDE sei ein regelmäÿiges Fünfek und P sei ein Punkt im Inneren desFünfeks. Die Abstände des Punktes P von den Seiten des Fünfeks seien mit
d1, d2, d3, d4 und d5 bezeihnet.Zeige, dass gilt: Die Summe d1 + d2 + d3 + d4 + d5 hat für jede Position desPunktes P im Inneren des Fünfeks den gleihen Wert. (H.F.)Lösung:Die Seitenlängen des regelmäÿigen Fünfeks seien s und F sei seine Flähe. Esist

F = |△ABP| + |△BCP| + |△CDP | + |△DEP |+ |△EAP |

=
1

2
sd1 +

1

2
sd2 +

1

2
sd3 +

1

2
sd4 +

1

2
sd5 =

1

2
s(d1 + d2 + d3 + d4 + d5).Daraus folgt d1 + d2 + d3 + d4 + d5 = 2F

s
.Weil nun s und F und damit auh 2F

s
feste Zahlen für ein gegebenes Fünfeksind, hat die Summe d1 + d2 + d3 + d4 + d5 stets den festen Wert 2F

s
für jedeLage des Punktes P im Inneren des Fünfeks.MONOID 97 30



Aufgabe 959: Abshätzungs-ProblemSei x1 := 1 und 2x2
n + 1 = 2xnxn+1 für alle n ≥ 1, dann gilt:

n ≤ x2
n ≤ n +

1 + ln n

n
, für alle n ≥ 1.(Mihaly Benze, Kronstadt, Rumänien; Übersetzung MG)Lösung:Wir haben xn+1 = xn + 1

2xn
=⇒ x2

n+1 = x2
n + 1 + 1

4x2
n
.Per Induktion folgt x2

n ≥ n, denn:
x2
n+1 = x2

n + 1 +
1

4x2
n

≥ n + 1 +
1

4x2
n

≥ n + 1.Per Iteration für die zweite Ungleihung erhalten wir:
x2
n = x2

n−1 + 1 +
1

4x2
n−1

= ...

= x1
2 + (n − 1) +

n−1∑

k=1

1

4x2
k

≤ n +
1

4

n−1∑

k=1

1

k
≤ n +

1 + ln n

4
,somit gilt n ≤ x2

n ≤ n + 1+ln n
4 .So sollte auh die Behauptung in der Aufgabenstellung lauten. Leider hat sihaber ein Tippfehler eingeshlihen.Daher ist die Aufgabe korrekt gelöst, wenn durh ein Zahlenbeispiel belegt wird,dass die rehte Ungleihung in der Aufgabenstellung falsh ist. So ist vielen vonEuh aufgefallen, dass die Ungleihung ab n = 6 niht mehr gilt, denn dann ist

x2
6 ≈ 6,537 ... > 6,465 ... = 6 + 1+ln 6

6 .Abshlieÿend noh ein Hinweis von Günter Pikert aus Gieÿen: Mit der Inte-gralabshätzung
n−1∑

k=1

1

k
≤ 1 +

n−1∫

1

1

x
dx = 1 + ln(n − 1) für n > 1erhält man für n > 1 sogar: x2

n ≤ n + 1+ln(n−1)
4 .
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Wer forsht mit?Spiegelbildlihe Zahlen mit spiegelbildlihen QuadratenZwei natürlihe Zahlen n und m heiÿen spiegelbildlih, wenn n von rehts nahlinks gelesen m ergibt und wenn m von rehts nah links gelesen n ergibt,
n 6= m.So bilden etwa n = 3456 und m = 6543 ein Paar spiegelbildliher Zahlen.Unter den spiegelbildlihen Paaren gibt es welhe, deren Quadrate ebenfallsspiegelbildlih sind; etwa diese:

(12, 21)−(144, 441); (13, 31)−(169, 961); (112, 211)−(12544, 44521).Wenn man nun mit dem Computer zum Beispiel alle spiegelbildlihen Paare
(n, m) mit spiegelbildlihen Paaren (n2, m2) und n, m kleiner als 1000 ausreh-net, dann wird man feststellen:In allen gefundenen Paaren (n, m) weisen die Zahlen n und m nur die Zi�ern 0,1, 2 oder 3 auf.Es ist eine bisher niht beantwortete Frage, ob diese Beobahtung allgemeingilt.Wir jedenfalls behaupten:Es sei (n, m) ein spiegelbildlihes Paar mit spiegelbildlihem Paar (n2, m2).Dann besitzen die Zahlen n und m in ihrer Zi�erndarstellung nur die Zi�ern 0,1, 2 oder 3.Ein ungelöstes Problem � für unsere zahlentheoretish interessierten Lo(e)serals Herausforderung. (H.F.)Hinweis: Eure Forshungsergebnisse könnt Ihr bis zum 15. August 2009 an die MONOID-Redaktion einsenden, denn auh hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Eure Ergebnisse werdenjeweils drei Hefte später verö�entliht.

� � � � ��Es ist niht Wissen, sondern das Lernen,es ist niht Besitzen, sondern das Erwerben,es ist niht das Dasein, sondern das Hinkommen,was den groÿen Genuss gewährt.�Johann Carl Friedrih Gauÿ*30.04.1777 in Braunshweig, †23.02.1855 in Göttingen;deutsher Mathematiker, Geodät, Physiker und Astronom.MONOID 97 32



Ein Blik hinter die KulissenDer Trik des Topologen � Die Au�ösungvon Hartwig FuhsIn Heft 96 haben wir Euh im Artikel Ein Blik hinter die Kulissen � Der Trikdes Topologen (Seite 41 f.) den Trik vorgestellt, bei dem der Zauberer, dersih selbst der �Topologe� nennt, einen zusammenhängenden Weg durh einLiniensystem �ndet, woran die Zushauer gesheitert sind. Dabei arbeitet ermit einem Trik.Als er sih nämlih zur Lösung der Aufgabe seiner Tafel zuwendet, zeihnet erunbemerkt in seine Abbildung eine Verbindungsstreke zwishen den sehr nahebeieinander liegenden Punkten C und D (Abbildung 2). Genau dieser kleineUntershied zwishen den beiden Figuren entsheidet über die Lösbarkeit undUnlösbarkeit der Aufgabe. Wieso? Das möhten wir nun (er)klären.Die Aufgabe des Topologen hat ihren Ursprung im berühmten KönigsbergerBrüken-Problem.In der nahstehenden Abbildung ist die Innenstadt von Königsberg um 1730shematish skizziert. Man sieht, dass zwishen den beiden Flüssen Alter undNeuer Pregel, die im Stadtgebiet �ieÿen, eine Verbindung besteht, bevor siesih zum Fluss Pregel vereinen und so die Insel Kneiphof bilden. Über diesesFluss-System führen sieben Brüken.

Alter Pregel
Neuer PregelN

OSKneiphofPregel J
Shematishe Skizze von Königsberg um 1730(die shwarzen Balken stellen die sieben Brüken dar)33 MONOID 97



Bereits im 18. Jahrhundert wurde die Frage gestellt: Ist eine Wanderung durhdie Innenstadt von Königsberg möglih, bei der jede der sieben Brüken genaueinmal überquert wird?Die folgende Antwort hat Leonhard Euler (1707�1783) gefunden:
��

�
�
�
�

��
��
��
��

��
��
��
��

1 S 3 O2 4 567N J Jedes der von dem Fluss-System gebil-deten Teilgebiete der Königsberger In-nenstadt und ihrer Umgebung denkeman sih jeweils in einem der Punkte N,J, S, O konzentriert. Die Wege über dieBrüken seien durh die Verbindungsli-nien jeweils zweier dieser Punkte darge-stellt.Euler überlegte nun, dass für n Brüken, n ≥ 1 gilt: Wenn man in einer zusam-menhängenden Wanderung jede Brüke genau einmal überqueren will, dann istdas nur möglih, wenn zu jedem Wegstük (auÿer dem ersten und dem letzten),auf dem man zu einem Punkt P gelangt, ein zweites Wegstük vorhanden ist,auf dem man den Punkt P wieder verlässt. Euler hatte damit ein Kriterium fürdie Lösbarkeit und Unlösbarkeit des Königsberger Brüken-Problems und sogardes n-Brükenproblems, n ≥ 1, entdekt.(1) Für jeden Punkt P eines Wanderweges gilt:Die Anzahl der Wegstüke, die in P einmünden, muss geradzahlig sein.Davon gibt es nur zwei Ausnahmen: Im Start- und im Zielpunkt der Wan-derung dürfen ungeradzahlig viele Wegstüke einmünden.Das Königsberger Brüken-Problem ist danah unlösbar, denn in den PunktenN, J, S, O münden jeweils ungeradzahlig viele Wegstüke ein.Zurük zur Aufgabe des Fernsehtopologen � sie stellt ein 30-Brüken-Problemdar, auf das man (1) anwenden darf. Da es in der Abbildung 1 auÿer demPunkt A noh drei weitere Punkte gibt (sie sind in Abbildung 1 mit B, C, Dbezeihnet) in welhe ungeradzahlig viele Wegstüke einmünden, gibt es fürdie Abbildung 1 keinen Lösungsweg � die Mitspieler des Topologen musstenzwangsläu�g erfolglos bleiben. Dagegen führt die Manipulation des Topologenan Abbildung 1 zur Abbildung 2, die nur noh die beiden Punkte A und B mitjeweils ungerader Anzahl einmündender Wegstreken enthält. In der Abbildung 2ist also ein Lösungsweg durhaus möglih; und der Topologe hat ja dann auheinen davon angegeben.MONOID 97 34



A

C

B
DAbbildung 1

4 5 6 7 122122 830 29 2726 25 1718 1519 16 1110142013 91
A

B 3 2
2823

D

C

24
Abbildung 2Historishe NahbemerkungDas Sieben-Brüken-Problem war wohl shon am Anfang des 18. Jahrhundertsin Königsberg bekannt und diskutiert und es gab bereits damals die Meinung,es sei unlösbar. Das veranlasste 1735 eine Gruppe von Studenten den zu dieserZeit noh niht berühmten Professor der Mathematik an der St. PetersburgerAkademie, Leonhard Euler aufzusuhen und ihn zu bitten, nah einer Lösung desKönigsberger Brüken-Problems zu suhen; sie selbst waren damit überfordert� sind doh mehrere Millionen Kombinationen von Wegstüken möglih.Nah einem Jahr legte Euler eine umfangreihe Arbeit vor � 1741 in Band 8der Annalen der Akademie verö�entliht � in der er die Bedingung (1) für dieLösbarkeit des n-Brüken-Problems bewies und damit zugleih die Unlösbar-keit des Königsberger Brüken-Problems herleitete. Seit damals heiÿt ein Wegdurh einen Graphen (= eine geometrishe Figur aus Punkten und einigen oderalle diese Punkte verbindenden Linien), wenn er die Bedingungen des Fernseh-Topologen erfüllt, ein Euler-Weg. Eulers Arbeit stellt die erste systematisheUntersuhung eines Graphen dar, so dass Euler als der Begründer der heuteweit aufgefäherten Graphentheorie anzusehen ist.35 MONOID 97



Mathematishe Lese-Eke� Lesetipps zur Mathematik �von Wolfgang J. BühlerChristoph Drösser: �Der Mathematik-Verführer. Zahlenspiele für alle Le-benslagen�Jedes der 17 Kapitel diese Buhes ist eine Kurzgeshihte, teils rein �ktiv, teilsmit realem Hintergrund, die zu einem mathematishen Problem hinführt undden Leser dazu verführt, sih in die zugehörigen mathematishen Sahverhaltezu vertiefen, die sehr anshaulih und elementar dargestellt werden. Die Diskus-sion über die Irrationalität der Zahl π und von Methoden zu ihrer näherungs-weisen Bestimmung beginnt mit der (wahren) Geshihte über ein Gesetz, dasdurh das Abgeordnetenhaus von Indiana 1897 einstimmig beshlossen wurdeund den Wert von pi mit 3,2 festlegte. Dank des Eingreifens des MathematikersC. A. Waldo stimmte der Senat dem Gesetz niht zu. Das Kapitel über Ex-tremwerte behandelt unter anderem die Frage, wie weit man eine Getränkedoseaustrinken sollte, um sie möglihst standfest zu mahen. Einige der Geshihtenzeigen, wie leiht besonders im Umgang mit Wahrsheinlihkeiten Trugshlüsseund Verwirrungen entstehen. Beispiele sind die Berufung auf (bedingte) Wahr-sheinlihkeiten beim Versuh, einen Räuber zu überführen, eine (nur sheinbar)sihere Methode, in der Spielbank zu gewinnen, die Tatsahe, dass der Bau einerzusätzlihen Shnellstraÿe das Risiko von Staus auf den bestehenden Straÿenerhöhen kann. An der University of California in Berkeley wurde a. 1972 festge-stellt, dass unter den Bewerberinnen für einen Studienplatz ein geringerer Anteilangenommen wurde als unter den männlihen Bewerbern. Eine genauere Ana-lyse zeigte, dass dies in den einzelnen Fähern umgekehrt war. Die Erklärungist das Yule-Simpson-Paradox (G. U. Yule 1903, E. H.Simpson 1951), das derAutor sehr anshaulih erklärt. Eine der sehr seltenen Nahlässigkeiten ist, dassDrösser es unterlässt, Yule zu erwähnen. Im Anshluss an die einzelnen Kapitelsteht jeweils ein kleine Aufgabe, die meisten im Stil der Mathespielereien inMONOID. Die Lösungen �nden sih im Anhang und ausführliher im Internet.Gesamtbeurteilung: sehr gut ,,,Angaben zum Buh: Drösser, Christoph: Der Mathematik-Verführer. Zahlen-spiele für alle Lebenslagen. rororo 62426, 3. Au�age, 2008, 237 Seiten, bro-shiert, 8,95 eArt des Buhes: Kurzgeshihten mit mathematishen ProblemenMathematishes Niveau: Überwiegend leiht verständlihAltersempfehlung: ab 12 JahrenMONOID 97 36



BundeswettbewerbMathematik 2009Lösungsvorshläge zu den Aufgaben der ersten Rundevon Stefan Kermer und Volker PriebeAufgabe 1Bei der 202-stelligen Quadratzahl 999 ... 99
︸ ︷︷ ︸

100 Neunen z 000 ... 00
︸ ︷︷ ︸

100 Nullen 9 ist die Zi�er z an der
102-ten Dezimalstelle von rehts niht lesbar. Ermittle eine möglihe Zi�er, diedort stehen kann!Lösung: Die Zi�er z = 4 ist möglih.Beweis: Wir betrahten die Quadratzahl n2 mit n = 10101 − 3. Für sie gilt:

n2 = (10101 − 3)2 = 10202 − 6 · 10101 + 9

= 1 000...000
︸ ︷︷ ︸

101 Nullen 000...000
︸ ︷︷ ︸

101 Nullen −6 · 1 000...000
︸ ︷︷ ︸

101 Nullen +9

= 999...99
︸ ︷︷ ︸

100 Neunen 4 000...00
︸ ︷︷ ︸

100 Nullen 9 ;die Quadratzahl n2 hat also, wie in der Aufgabenstellung gefordert, 202 Stel-len, stimmt an den 201 lesbaren Dezimalstellen mit der Quadratzahl der Auf-gabenstellung überein und enthält an der 102-ten Dezimalstelle von rehts dieZi�er 4. 2Aufgabe 2Zu zwei positiven reellen Zahlren a und b sei m(a, b) die kleinste der drei Zahlen
a, 1

b
und 1

a
+ b.Für welhe der Zahlenpaare (a, b) ist m(a, b) maximal?Lösung: Wir erhalten den maximalen Wert von m ausshlieÿlih für das Zah-lenpaar (a, b) = (

√
2, 1√

2
), wobei m(

√
2, 1√

2
) =

√
2.Beweis: Für zwei positive reelle Zahlen a und c sei M(a, c) die kleinste derdrei Zahlen a, c und 1

a
+ 1

c
. Die Funktion m der Aufgabenstellung und dieseFunktion M stehen in einem engen Zusammenhang, denn für positive reelleZahlen a und b ist m(a, b) = M(a, b−1), und mit c = b−1 erreiht man jedepositive reelle Zahl c für ein b > 0. Es genügt also zur Lösung der Aufgabe dieUntersuhung, für welhe Zahlenpaare (a, c) die Funktion M ihren maximalenWert annimmt. 37 MONOID 97



Da M(a, c) = M(c , a) für alle positiven reellen Zahlen a und c , können wir,gegebenenfalls durh Vertaushen von a und c , uns auf Zahlenpaare (a, c) mit
a ≤ c beshränken. Für diese Zahlenpaare lässt sih abshätzen, dass

M(a, c) = min
{
a, c , 1

a
+ 1

c

}
= min

{
a, 1

a
+ 1

c

}
≤ min

{
a, 2

a

}
= M(a, a),wir uns also bei der Suhe nah dem maximalen Wert von M auf den Sonderfall

a = c beshränken können. Mit diesen Vorüberlegungen untersuhen wir alsofür a > 0: maximiere M(a, a) = min{a, 2
a
}.Es ist a = 2

a
für a > 0 genau dann, wenn a =

√
2; es ist dann M(

√
2,
√

2) =
√

2.Einen gröÿeren Wert kann M niht annehmen: Denn ist 0 < a <
√

2, also
2
a

>
√

2, so ist M(a, a) = a <
√

2. Ist umgekehrt a >
√

2, so ist 2
a

<
√

2 unddann auh M(a, a) = 2
a

<
√

2. 2Aufgabe 3Ein Punkt P im Inneren des Dreieks △ABC wird an den Mitelpunkten derSeiten BC , CA und AB gespiegelt; die Bildpunkte werden mit Pa, Pb bzw. Pcbezeihnet.Beweise, dass sih die Geraden (APa), (BPb) und (CPc) in einem gemeinsamenPunkt shneiden!Beweis: Zunähst die Beweisidee: Wir betrahten die beiden Viereke 2ABPaPbbzw. 2APcPaC . Wir werden nahweisen, dass sie niht degeneriert sind undParallelogramme bilden, vergleihe Skizze 3.1.
Pa

B

P

A

Pb

C

PcSkizze 3.1Die Diagonalen dieser Viereke sind die Streken APa und BPb bzw. APa und
CPc . Weil in einem Parallelogramm der Shnittpunkt der Diagonalen die Dia-gonalen halbiert, ist sofort klar, dass sih die Geraden (APa), (BPb) und (CPc)in einem gemeinsamen Punkt shneiden, nämlih dem Mittelpunkt der Streke
APa. Das beweist die Aufgabe.MONOID 97 38



Dass das Vierek 2ABPaPb ein Parallelogramm ist, wird in mehreren Teil-shritten bewiesen. Wir führen über die Aufgabenstellung hinaus die folgendenBezeihnungen ein: Die Mittelpunkte der Seiten BC , CA bzw. AB seien mit Ma,
Mb bzw. Mc bezeihnet; die Bildpunkte von A, B bzw. C unter der Spiegelungan Ma, Mb bzw. Mc mögen A′, B ′ bzw. C ′ heiÿen, vergleihe Skizze 3.2.Erster Shritt (Das Vierek 2ABPaPb ist niht degeneriert): Da P im Inne-ren des Dreieks △ABC liegt, liegen die Bildpunkte Pa bzw. Pb im Innerender Dreieke △A′CB bzw. △ACB ′, die keine gemeinsamen Punkte haben. ImVierek 2ABA′C halbieren sih die Diagonalen AA′ und BC , es ist also einParallelogramm, in dem ∢A′BA = 180◦ − ∢BAC < 180◦ gilt. Der Punkt Pakann damit niht auf der Geraden (AB) liegen. Analog weisen wir nah, dass
Pb /∈ (AB).

B

P

A

Pb

C A′

Mb Ma

Pa

Skizze 3.2Zweiter Shritt (Eigenshaften der Mittelparallele MbMa im △ABC ): Wir be-trahten die Strahlen AC und BC durh C . Aus der Umkehrung des erstenStrahlensatzes folgt wegen
1 = AMb : MbC = BMa : MaC , (3.1)dass MbMa parallel zu AB ist. Damit folgt aus dem zweiten Strahlensatz, dass
AB : MbMa = CA : CMb = 2, (3.2)also
2MaMb = AB. (3.3)Dritter Shritt (Mittelparallele MbMa im △PaPbP): Die Punkte Ma bzw. Mbsind nah Konstruktion auh Mittelpunkte der Streken PPa bzw. PPb. ImDreiek △PaPbP folgt analog zur Herleitung von (3.1), dass PbPa parallel zu

MbMa und damit parallel zu AB ist. Auÿerdem folgt analog zu (3.2) mit (3.3),dass
PbPa = 2MbMa = AB. (3.4)39 MONOID 97



Vierter Shritt (2ABPaPb ist ein Parallelogramm): Aus der Parallelität von
PbPa und AB, die wir im dritten Shritt bewiesen haben, folgt, dass die Weh-selwinkel ∢BAPa und ∢PbPaA gleih groÿ sind. Damit und wegen (3.4) lässtsih auf die Dereieke △ABPa und △PaPbA der Kongruenzsatz SWS anwen-den: Die Dreieke sind kongruent, und damit sind im Vierek 2ABPaPb auhdie Seiten APb und BPa parallel zueinander.Dass das Vierek 2APcPaC ein Parallelogramm ist, wird durh Nahweis von
Pa, Pc /∈ (AC ) und Betrahtung der Mittelparallele McMa in den Dreieken
△ABC und △PcPaP ganz analog bewiesen. 2Aufgabe 4Eine positive ganze Zahl heiÿe Dezimal-Palindrom, wenn ihre Darstellung zn...z0mit zn 6= 0 spiegelsymmetrish ist, das heiÿt zk = zn−k für alle k = 0, ..., n gilt.Zeige, dass jede niht durh 10 teilbare ganze Zahl ein positives Vielfahesbesitzt, dass ein Dezimal-Palindrom ist!Vorbemerkung: Für zwei ganze Zahlen Z und z können wir stets ganze Zahlen
u und r �nden, so dass

Z = u · z + r . (4.1)Die Zahlen u und r sind niht eindeutig bestimmt, stets ist aber z ein Teilervon Z − r . Wir führen eine abkürzende Shreibweise dafür ein, dass Z , z und rdie Gleihung (4.1) erfüllen:
Z ≡ r mod z, in Worten: �Z ist kongruent r modulo z�.Wie man sih leiht überzeugt, gelten die folgenden Rehenregeln; sie formu-lieren nur bekannte Tatsahen über Teiler ganzer Zahlen in der neuen Shreib-weise:

Z ≡ r mod z und Z ′ ≡ r ′ mod z ⇒ (Z + Z ′) ≡ (r + r ′) mod z,

Z ≡ r mod z ⇒ kZ ≡ kr mod z für k ∈ Z.
(4.2)Für z > 0 lässt sih r in (4.1) stets so wählen, dass 0 ≤ r ≤ z − 1.Beweis: Wir betrahten eine beliebige niht durh 10 teilbare ganze Zahl z,die im Folgenden fest gewählt sei und von der wir ohne Beshränkung der All-gemeinheit (gegebenenfalls nah Multiplikation mit −1) voraussetzen können,dass sie positiv ist. Wir untersheiden drei Fälle, die sih, weil z niht durh 10teilbar ist, gegenseitig ausshlieÿen:

• z und 10 sind teilerfremd;
• z ist gerade;
• z ist durh 5 teilbar.Im ersten Fall betrahten wir die z vershiedenen positiven ganzen Zahlen 10mmit 0 ≤ m ≤ z−1, für welhe die Reste rm über 10m ≡ rm mod z de�niert seien.Nah Voraussetzung ist rm 6= 0 für alle m; die z Reste rm nehmen also jeweilsMONOID 97 40



einen der z − 1 vershiedenen Werte 1, 2, ..., z − 1 an. Nah Shubfahprinzipexistieren also zwei Indies ℓ, m mit 0 ≤ ℓ < m, für die rℓ = rm. Wegen (4.2)gilt dann auh:
10m − 10ℓ ≡ (rm − rℓ) ≡ 0 mod z,das heiÿt 10m − 10ℓ = (10m−ℓ − 1) · 10ℓ ist durh z teilbar. Weil nah Voraus-setzung im hier betrahteten Fall 10 und z teilerfremd sind, muss sogar
10m−ℓ − 1 ≡ 0 mod z (4.3)gelten, das heiÿt, 10m−ℓ −1 ist ein Vielfahes von z. Die Zahl 10m−ℓ −1 ist einDezimal-Palindrom, da in ihrer Dezimaldarstellung jede der m − ℓ Zi�ern eine9 ist.Im zweiten Fall können wir z als z = 2t ·y mit t ≥ 1 und einer zu 10 teilerfrem-den positiven ganzen Zahl y shreiben. Es sei xnxn−1 ... x1x0 mit xn, x0 6= 0 dieDezimaldarstellung von x = 2t . Es ist stets n + 1 ≤ t, weil n = 0 für t = 1und es sih induktiv leiht nahweisen lässt, dass 2t ≤ 10t−1 für t ≥ 2. Wirkonstruieren hieraus ein Dezimal-Palindrom durh
w = x · 10t + x = x · 10t + 2t = (x · 5t + 1) · 2t , (4.4)wobei x die Dezimaldarstellung x0x1 ... xn−1xn habe (Dezimaldarstellung von 2tin umgekehrter Reihenfolge); w hat also die (t +n +1)-stellige Dezimaldarstel-lung
wD = x0x1 ... xn−1xn 00 ... 00

︸ ︷︷ ︸

d−mal xnxn−1 ... x1x0, wobei d = t − n − 1. (4.5)Aus (4.4) folgt sofort, dass w durh 2t teilbar ist; w wird im Allgemeinen jedohniht durh y teilbar sein. Aus den Betrahtungen im ersten Fall wissen wir aber,dass eine postive ganze Zahl p existiert, so dass 10p ≡ 1 mod y ; vergleihe(4.3). Aus den Rehenregeln in (4.2) ergibt sih, dass dann auh
10p·q ≡ 1 mod y für alle positiven ganzen Zahlen q ≥ 1. (4.6)Wir wählen ein q∗, so dass
s := p · q∗ ≥ t + n + 1. (4.7)Dann sind auf Grund von (4.6) alle y Summanden in 1+10s+102s+...+10(y−1)skongruent 1 modulo y ; die Summe ist also auf Grund der Rehenregeln in (4.2)kongruent y modulo y , das heiÿt die Summe ist durh y teilbar. Für die Zahl
w · (1 + 10s + 102s + · · · + 10(y−1)s)stellen wir zusammenfassend fest: Sie ist durh z = 2t ·y teilbar, weil w durh 2tund die Summe in der Klammer durh y teilbar ist. Auÿerdem ist sie ein Dezimal-41 MONOID 97



Palindrom, weil sie das Dezimal-Palindrom w , auf Grund von (4.7) ohne Über-shneidungen, y -mal hintereinander fügt: Mit der abkürzenden Shreibweise wDaus (4.5) ergibt sih, mit e = s − t − n − 1, die Dezimaldarstellung
wD 00 ... 00

︸ ︷︷ ︸

e−mal ... wD 00 ... 00
︸ ︷︷ ︸

e−mal
︸ ︷︷ ︸

(y−1)−mal wD .Der dritte Fall wird analog zum zweiten Fall bewiesen, indem wir z als z = 5t ·ymit t ≥ 1 und einer zu 10 teilerfremden positiven ganzen Zahl y shreiben. 2Bemerkung: Für eine positive ganze Zahl z sei
ϕ(z) := |{1 ≤ r ≤ z | ggT(r , z) = 1}| (4.8)die Anzahl der positiven ganzen Zahlen r ≤ z, die teilerfremd zu z sind; dieFunktion ϕ wird in der Zahlentheorie Eulershe ϕ-Funktion genannt. Die Glei-hung (4.3) im obigen Beweis der Aufgabe kann direkt und konstruktiv überden folgenden Hilfssatz bewiesen werden.Hilfssatz (Satz von Euler-Fermat)Die beiden positiven ganzen Zahlen a und z seien teilerfremd, das heiÿt

ggT(a, z) = 1. Dann ist
aϕ(z) − 1 ≡ 0 mod z. (4.9)Beweis des Hilfssatzes: Im Fall z = 1 ist nihts zu beweisen; es sei daher imFolgenden z ≥ 2. Es sei R die Menge aus der De�nition von ϕ(z) in (4.8), dasheiÿt
R := {1 ≤ r ≤ z | ggT(r , z) = 1} =: {r1, ..., rϕ(z)}.Wegen z ≥ 2 gilt für alle r ∈ R , dass r < z. Für jedes ri ∈ R , 1 ≤ i ≤ ϕ(z),gilt auh ggT(a · ri , z) = 1, es existieren also niht-negative ganze Zahlen qimit 1 ≤ qi < z, so dass a · ri ≡ qi mod z. Die Reste qi , 1 ≤ i ≤ ϕ(z), sindpaarweise vershieden, denn wäre qi = qj mit i 6= j , so folgte aus (4.2)
0 6= a · (ri − rj) ≡ (qi − qj) mod z ≡ 0 mod z,das heiÿt, a · (ri − rj) wäre ein Vielfahes von z. Weil jedoh ggT(a, z) = 1,müsste ri−rj ein Vielfahes von z sein, was aber wegen |ri−rj | < max{ri , rj} < zniht sein kann. Daher sind in der Menge {q1, ..., qϕ(z)} alle Reste ri aus Renthalten, insbesondere gilt Gleihheit beim Produkt
q1 · q2 · ... · qϕ(z) = r1 · r2 · ... · rϕ(z). (4.10)Durh Ausmultiplizieren erhalten wir wegen (4.2) und der De�nition der qiMONOID 97 42



aϕ(z) · r1 · r2 · ... · rϕ(z) = (a · r1) · (a · r2) · ... · (a · rϕ(z))

≡ q1 · q2 ... qϕ(z) mod z

≡ r1 · r2 · ... · rϕ(z) mod z,wobei wir in der letzten Gleihung (4.10) verwendet haben. Durh Subtraktionvon r1 · r2 · ... · rϕ(z) auf beiden Seiten folgt
(aϕ(z) − 1) · r1 · r2 · ... · rϕ(z) ≡ 0 mod z;weil aber aus der De�nition der ri folgt, dass auh ggT(r1 · r2 · ... · rϕ(z), z) = 1,muss tatsählih (4.9) gelten. 2Wir danken Herrn Fegert und Herrn Prof. Quaisser für ihre hilfreihen Hinweise zur Darstel-lung. Mathematishe AhnenDas �Mathematis Genealogy Projet�von Wolfgang J. BühlerIn Deutshland und teilweise auh in anderen Ländern ist es üblih, den Profes-sor, der einen Studenten bei seiner Doktorarbeit betreut, als dessen Doktorvateroder akademishen Vater zu bezeihen. Entsprehend ist die Bezeihnung Dok-tormutter zu verstehen.Im Internet gibt es für Mathematiker dazu dasMathematis Genealogy Projet∗, in dem zuvielen Mathematikern ihre Doktorväter bezie-hungsweise -mütter zu �nden sind. ∗Falls Dein Mathematiklehrer oder ein anderer Mathematiker, den Du kennst,den Doktortitel führen, kannst Du dort heraus�nden, wer sein Doktorvater undwer seine weiteren akademishe Vorfahren sind. Meine eigenen Vorfahren �ndestDu in dem Stammbaum auf der nähsten Seite.Manhe Mathematiker haben dabei auh zwei Doktorväter, welhe die Arbeitgemeinsam betreut haben (hier beispielsweise Sierpinski, der von Zaremba undVorony betreut wurde).

∗ deutsh: Mathematisher-Stammbaum-Projekt43 MONOID 97



Einige dieser Namen werden Dir bekannt sein. In den Ahnenreihen andererMONOID-Redaktionsmitglieder steht zum Beispiel Carl Friedrih Gauÿ, ebenfallsein sehr bedeutender Mathematiker.Christiaan HuygensErhard Weigel Emmanuel StupanusGottfried Wilhelm LeibnizJakob Bernoulli Nikolaus Eglinger Johann BauhinJohann BernoulliLeonhard EulerJoseph Lagrange Pierre-Simon LaplaeJean d'AlambertSimeon PoissonMihel ChaslesGaston DarbouxStanislaw ZarembaÉmile Piard Georgy VoronyAndrei MarkovWaªaw Sierpi«skiJerzy NeymanWolfgang J. Bühler
Pafnuty ChebyshevJoseph von LittowNikolai Brashman

Rubrik der Löser und LöserinnenStand nah Heft 95Elisabeth-Langgässer-Gymnasium Alzey:Kl. 5: Anja Förster 12, Julian Langen 8;Kl. 6: Arne Broszukat 19, Sophie Gatzemeier 4, Juliane Shäfer 4.Kl. 7: Matthias Blitzer 15, Mar de Zoeten 7, Laura Tabea Galkowski 14, PaulGantner 9, Sebastian Ludwig 20, Benedikt Maurer 16, Raja Haider Mehmood10, Alexander Rupertus 10, Julia Sherner 14;Kl. 8: Lara Bergjohann 4, Eike Broszukat 16, Johen Dahlem 12, ChantalGraversen 16, Dominik Meier 14, Andreas Pitsh 16, Freya Roth 16, PhilippSherrer 16;Kl. 9: Kevin Shmitt 10;Kl. 10: Philipp Mayer 12.Karolinen-Gymnasium Frankenthal:Kl. 12: Martin Reinhardt 25.MONOID 97 44



Alexandria, Deutshe Shule der Borromäerinnen: (betreuende Lehrerin-nen: Ute Frohs, Marie Claire Farag)Kl. 6: Mariam Ahmed 9; Rehab Amr 9; Yara Ayman 5; Mona Sophie El Se-gini 9; Hoda Hazem 5; Malak Khaled 7; Marianne Mihel 12; Jessia Nabil 4;Chantal Ragy 8; Mira Hamed 2; Maram Mohamed 9. Kl. 10: Nada Moh 6.Alzey, Gymnasium am Römerkastell:Anna Katharina Lange 12; Kl. 12: Lennart Adam 25;Bad Bergzabern, Gymnasium im Alfred-Grosser-Shulzentrum (betreuen-de Lehrer: Gabriele Tä�er, Gerhard Weber):Kl. 6: Friederike Kienle 4;Kl. 9: Roberto Rossi 8; Alexander Shneider 7; David Wander 4.Kl. 11: Rüdiger Bährle 6; Jonathan Bohlen 22.Bad Neuenahr-Ahrweiler, Peter-Joerres-Gymnasium:Kl. 8: Frank Shindler 25.Eiterfeld, Lihtbergshule (betreuender Lehrer Wolfgang Jakob):Kl. 7: Katharina Bröhm 4.Erlangen, Freie Walldorfshule: Kl. 11: Malte Meyn 23.Fulda, Hohbegabten-AG Mathematik:Kl. 7: Daniel Wilde 18, Kl. 8: Janina Müller 6.Grunheide, Gerhard-Hauptmann-GrundshuleKl. 5: Sonja Witte 9.Hadamar, Fürst-Johann-Ludwig-Gesamtshule (betr. Lehrerin Frau IrmtrudNiederle):Kl. 5: Jamal Ageli 12; Sean Brauwers 6; Njomza Krasniqi 8; Nio Oshatz 8Matthias Trinz 4.Kl. 6: Philipp Arndt 13; Mara Koh 14; Lars Prepens 18; Joahim Roth 8.Kl. 7: Rajeththanan Balahandran 10; Thorsten Roth 19.Hamburg, Gymasium Hohrad: Kl. 10: Connor Röhriht 15.Herzogenaurah, Gymnasium Herzogenaurah: Kl. 13: Lisa Janker 21.Kairo, Deutshe Shule der Borromäerinnen (betr. Lehrer: Christoph Straub):Kl. 8: Shaima'a Ahmed Doma 8; Nada Zaghloul 10.Kl. 11: Alia'a Ahmed Doma 25.Kelkheim, Eihendor�shule: Kl. 6: Maike Stanishewski 18.Lehrte, Gymnasium Lehrte: Kl. 8: Robin Fritsh 29.Mainz, Frauenlob-Gymnasium (betreuender Lehrer Herr Mattheis):Kl. 6: Leonhard Conrath 19; Vitor Jans 15; Valentina Preuhs 9.Kl. 7: Niklas Braun 17; Julia Braunshädel 7, Luas Feringa 4; Jana Veit 8.45 MONOID 97



Kl. 8: Eva Mülbüsh 6; Niklas Shliesmeier 15.Kl. 9: Kira Bittner 6; Felix Braun 4.Mainz, Gymnasium Gonsenheim: Kl. 13: Alexey Tyukin 21.Mainz, Rabanus-Maurus-Gymnasium: Kl. 6: Magdalena Winkelvoÿ 13.Mannheim, Peter-Petersen-Gymnasium (betr. Lehrer Herr Wittekindt):Kl. 5: Leo Lutz 14.Kl. 9: Ste�en Hettler 1, Tim Lutz 13, Tobias Soldan 1.Marktoberdorf, Gymnasium: Kl. 11: Florian Shweiger 26.Neuss, Gymnasium Marienberg (betr. Lehrerin Frau Cordula Langkamp):Kl. 6: Annika Shmitz 11.Kl. 10: Vivien Kohlhaas 18. Kl. 11: Madeline Kohlhaas 19.Neuss, Quirinus-Gymnasium:Kl. 5: Kristina Thomsen 3;Kl. 6: Daniel Linn 8; Nathalie Linn 8; Sarah Linn 8; Paul Nehrig 1.Oberursel, Gymnasium (betreuende Lehrer Frau Beitlih und Frau Elze):Kl. 5: Jakob Kuhn 14; Sarah Vogel 16; Leon Wietshorke 10; Julian Zimmer14. Kl. 6: Mihael Arasim 7; Julius Asal 9; Andrea Behrent 19; Lutz Bisho�14; Annika Brinkmann 10; Christina Diel 7; Yanni Döring 11; Marus Dörner9; Yasmina Gab 3; Mihael Grunwald 13; Anna-Lena Hok 15; Tim Hoh 10;Anna-Maria Klaas 16; Kathi Klauda 12; Heiko Kötzshe 15; Lea Leopold 7;Nataly Lipp 10; Babette Marshner 7; Martin Müller 15; Thi Thao Nguyen 6;Mariam Rahi 8; Jonas Shramm 5; Felix Sobotta 14; Nils Thomas 7; JulianTjardes 8; Eva-Marie Wagner 13.Kl. 8: Valentin Kuhn 23;Kl. 11: Biana Bellhambers 7; Vita Bellhambers 6.Kl. 12: Valentin Walther 23. Kl. 13: Stefan Albert 22.Remagen, Gymnasium Nonnenwerth (betreuender Lehrer Herr Meixner):Kl. 8: David Feiler 30.Reutlingen, Friedrih-List-Gymnasium: Kl. 7: Luis Ressel 15.Stendal, Winkelmann-Gymnasium: Kl. 10: Alexander Rettkowski 8.Wiesbaden, Leibniz-Gymnasium: Kl. 8: Dorothea Winkelvoÿ 12.Winnweiler, Wilhelm-Erb-Gymnasium (betr. Lehrer Herr Kuntz):Kl. 6: Sarah Grabelmann 9, Anna Lena Meier 9, Lena Mohr 9;Kl. 7: Lorena Ritzmann 12.Wittlih, Peter-Wust-Gymnasium (betr. Lehrerin Frau Elisabeth Maringer):Kl. 9: Anna Arendt 10.MONOID 97 46



Mitteilungen
◮ Herausgeber und Redaktion begrüÿen herzlih alle neuen Leserinnen undLeser, die sih mit dem Jahr 2009 zu der Shar der MONOID-Leser(innen) und-Löser(innen) hinzugesellt haben.
◮ Das Jahr 2008 war das Jahr der Mathematik. MONOID hat hierzu ein Son-derheft beigesteuert, das alle Abonnent(inn)en zusätzlih erhalten haben. - DasBundesministerium für Bildung und Forshung hat zusammen mit der InitiativeWissenshaft im Dialog das Jahr 2009 unter das Zeihen Forshung gestellt:Forshungsexpedition Deutshland. MONOID ermuntert seine Leser(innen) shonimmer, sih forshend mit mathematishen Fragen und Problemen auseinanderzu setzen: Die Rubriken �Mathis mahen mathematishe Entdekungen�, �Werforsht mit?� und �Die Seite(n) für den Computer-Fan� laden hierzu ein. Ent-sprehend werden die in diesen Rubriken erzielten Punkte Grundlage für dieVergabe eines Forsherpreises 2009 sein, der 2008 erstmals vergeben wurde.
◮ Forsherinnen hatten es zu früheren Zeiten niht leiht, den akademishenWeg über eine Habilitation zu beshreiten, da eine solhe Frauen niht ge-stattet wurde. Der Beitrag von Frau Dr. habil. Margarita Kraus in der Rubrik�Wer war's?� beshreibt dies eindringlih. Frau Kraus ist Akademishe Rätin imInstitut für Mathematik und inzwishen Mitglied der MONOID-Redaktion.
◮ Zum Jahreswehsel gab es auh einen Wehsel im MONOID-Büro: MarelGruner, bisher zuständig für die Erstellung und das Layout der MONOID-Hefte,legt derzeit sein Staatsexamen ab und wird demnähst in das Referendariat fürden gymnasialen Shuldienst wehseln. Die Redaktion dankt Herrn Gruner fürseine engagierte und umsihtige Mitarbeit, die deutlih zur Qualität der Heftebeigetragen hat. Von seiner Erfahrung pro�tieren nun seine Nahfolger BorisBaltes und Ste�en Wolf. (E.K.)Die RedaktionLeitung: Dr. Ekkehard Kroll, Südring 106, 55128 MainzMitglieder: Angelika Beitlih, Prof. Wolfgang J. Bühler, Ph. D., MarkusDillmann, Christa Elze, Dr. Hartwig Fuhs, Dr. Klaus Gornik, Marel Gruner,Dr. Cynthia Hog-Angeloni, Arthur Köpps, Wolfgang Kraft, PD Dr. Marga-rita Kraus, Helmut Ramser, Silke Shneider, Prof. Dr. Hans-Jürgen Shuh,Prof. Dr. Duo van Straten, Dr. Siegfried WeberWeitere Mitarbeiter: Dr. Valentin Blomer, Martin Mattheis, Dr. Volker Priebe,Dr. Stefan KermerZusammenstellung und Satz: Boris Baltes, Marel Gruner, Ste�en WolfInternet: Juliane GutjahrBetreuung der Abonnements: Katherine Pillau47 MONOID 97
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