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Liebe L(o)eserin, lieber L(o)eser!

Die neuen Aufgaben warten auf Lésungen. Nur Mut, auch wenn Du in Mathe keine
,Eins” hast! Die Aufgaben sind so gestaltet, dass Du zur L&sung nicht unbedingt den
Mathe-Stoff der Schule brauchst. Vielmehr wirst Du viel mathematische Fantasie und
selbststdndiges Denken brauchen, aber auch Zihigkeit, Willen und Ausdauer.
Wichtig: Auch wer nur eine Aufgabe oder Teile einzelner Aufgaben I6sen kann, sollte
teilnehmen; der Gewinn eines Preises ist dennoch nicht ausgeschlossen. Denkt bei
Euren Losungen daran, auch den Lésungsweg abzugeben!

Fiir Schiiler/innen der Klassen 5-7 sind in erster Linie die Mathespielereien vorgese-
hen; auch Schiiler/innen der Klassen 8 und 9 diirfen hier mitmachen, aber nur auf
der Basis der halben Punktzahl. Alle Schiiler, insbesondere aber jene der Klassen
8-13, kdnnen Lésungen zu den Neuen Aufgaben abgeben. Punkte aus den Rubriken
Computer-Fan, Mathis machen mathematische Entdeckungen und Wer forscht mit?
werden bei der Vergabe des Forscherpreises zugrunde gelegt. (Beitrage zu verschiede-
nen Rubriken bitte auf verschiedenen Blittern abgeben.)

Abgabe-(Einsende-) Termin fiir Lésungen ist der 15.05.20009.
Zuschriften bitte an folgende Anschrift:
Johalnne_s Guftfnk:rgl:Univt.elzsitéit Tel.: 06131/3926107
nstitut fur Mathemati i
MOoNoID-Redaktion Fax: 06131/3924389
55099 Mainz E-Mail: monoid@mathematik.uni-mainz.de

Im ELG Alzey kdnnen Ldsungen und Zuschriften direkt an Herrn Kraft abgegeben
werden, im KG Frankenthal direkt an Herrn Képps.

Ferner gibt es in folgenden Schulen betreuende Lehrer/innen, denen |hr Eure Losungen
geben kdnnt: Herrn Ronellenfitsch im Leibniz-Gymnasium Ostringen, Herrn Witte-
kindt in Mannheim, Herrn Jakob in der Lichtbergschule in Eiterfeld, Frau Langkamp
im Gymnasium Marienberg in Neuss, Herrn Kuntz im Wilhelm-Erb-Gymnasium Winn-
weiler, Herrn Meixner im Gymnasium Nonnenwerth, Herrn Mattheis im Frauenlob-
Gymnasium Mainz, Frau Beitlich und Frau Elze im Gymnasium Oberursel, Frau Nie-
derle in der F-J-L-Gesamtschule Hadamar und Herrn Dillmann im Gymnasium Eltville.
Die Namen aller, die richtige Lésungen eingereicht haben, werden im MoONOID in der
»Rubrik der Léser” und auf der MONOID-Homepage im Internet erscheinen.

Wir bitten auch um neue Aufgaben, die Du selbst erstellt hast, um sie zu verof-
fentlichen. Diese Aufgaben sollen aber nicht aus Biichern oder Aufgabensammlungen
entnommen sein, sondern Deiner eigenen Fantasie entspringen. Wiirde es Dich nicht
einmal reizen, eine Aufgabe zu stellen, deren Lésung vorerst nur Du kennst?

Am Jahresende werden rund 50 Preise an die fleiRigsten Mitarbeiter vergeben. Seit
1993 gibt es noch einen besonderen Preis: das Goldene M.

AuRer der Medaille mit dem Goldenen M gibt es einen beachtlichen
Geldbetrag fiir die beste Mitarbeit bei MONOID und bei anderen ma-
thematischen Aktivitdten, ndmlich: Lésungen zu den Neuen Aufgaben
und den Mathespielereien, Beitrage zur Seite fiir den Computer-Fan,
Artikel schreiben, Erstellen von neuen Aufgaben, etc.

Und nun wiinschen wir Euch viel Erfolg bei Eurer Mitarbeit! Die Redaktion
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Aus Zwei mach Eins
von Hartwig Fuchs

Eine bekannte Aufgabe

Zwei Quadrate Q; und @, seien gegeben. Kann man eines dieser Quadrate so in
vier Teile zerlegen, dass sich aus diesen Teilen und dem unzerlegten Quadrat ein
neues Quadrat zusammensetzen l3sst? Versuche es selbst, bevor Du weiterliest!

Die Losung zu der Aufgabe

Es seien Q1 = ABCD und @, = RSTU, fiir die Seitenlangen L; von @ und L
von @ gelte Ly > Ls.

Auf den Seiten von @Q; markieren wir Punkte A*, B*, C* und D* so, dass
die Strecken AA*, BB*, CC*, und DD* simtlich die Linge L = 3(Ly + L)
besitzen — eine Begriindung fiir diese Wahl von L wird unten nachgeliefert.

B __A* A

Die @ querenden Strecken A*C* und B*D*
zerlegen @y in vier Vierecke mit einer allen ge-
meinsamen Ecke M. Nach Konstruktion stim-

men in diesen Vierecken drei Innenwinkel — und

somit alle Innenwinkel — sowie die Lingen je B*
zweier Seiten tberein: Daher sind die vier Teil-
figuren Vi, Vb, V3, V4 von Qg kongruent.

Wir legen nun Vi, V5, V3, V4 so wiein Bild 2 M,

an die Seite des Quadrates Q> an. Wir wollen M ‘,AZ

dann zeigen, dass der Umriss der Figur in Bild 2 Vi Vs

in Wirklichkeit ein Quadrat M; MyMsM, und U1 Bap-
nicht etwa ein Zwolfeck ist. Da die Figur in D< s

Bild 2 drehsymmetrisch ist, geniigt dazu der Vs Vs
Nachweis, dass es eine einspringende Ecke, zum Ms
Beispiel A7 A5M,, gar nicht gibt. Dabei sollten Ma o

wir stets das Bild 1 im Auge behalten. Bild 2

In Vi ist |[RAZ| = |[AA*| = L; in V, folgt aus |UA| = |BA*| = Ly — L, dass
|RA5| = |RU| + |UA3| = Lo + Ly — L ist. Daraus ergibt sich: Es gilt A} = A3,
sobald |RA}| = |RA3|, also L = Ly + L, — L und somit L = (L1 + Ly), ist. So
aber war L oben definiert. Die Punkte A} und A% stimmen daher {iberein.
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Wir setzen nun A} = A; = A*. Dann hat der

M, Streckenzug M;A*M, keinen Knick in A*, denn
A% wir haben oben begriindet (Bild 1), dass in Bild 2
Iy, f T\g* a + [ = 180° gelten muss. Daher ist M; A* M,

eine Strecke.

\ S Ms Wegen der Drehsymmetrie der aus @, und Vi,
D R Vi, Vi, Vi zusammengesetzten Figur gilt also: Die

Ccr Strecken M1M2, M2M3, M3M4, M4M1 sind g|6ICh
lang. Und da sie nach Konstruktion vier rechte In-
nenwinkel besitzt, stellt das Viereck My M>MsM,
das Lésungsquadrat dar (Bild 3).

Ma
Bild 3

Wer war’s?
von Margarita Kraus

Sie wird als ,Mutter der modernen Algebra” bezeichnet, weil ihre Denkweise
ein neues Zeitalter der Algebra einleitete, in dem es nicht mehr um umfangrei-
che Rechnungen, sondern um abstraktere Begriffe ging. Obwohl sie schon zu
Lebzeiten eine anerkannte Mathematikerin war, bekam sie nie eine Stelle als
ordentliche Professorin.

Selbst die Habilitation scheiterte im ersten Anlauf, obwohl nie Zweifel an ihrer
mathematischen Befdhigung herrschten. Die wahren Griinde verrat das folgende
Gutachten: ,,... die wissenschaftliche Hohe der deutschen Universititen wiirde
durch die fortschreitende Verweiblichung zweifellos sinken. Alle Fakultatsmit-
glieder sind dariiber einig, ... dass ein weiblicher Kopf nur ganz ausnahmsweise
schopferische wissenschaftliche Leistungen hervorbringen wird ... wenn sich un-
ser Widerspruch ... nur auf die schweren sozialen und akademischen Bedenken
und Folgen stiitzt, die gegen die Zulassung der Frauen zur Habilitation spre-
chen” Unterzeichnet am 19.11.1915 von Professoren der Goéttinger Universitét.
Erst vier Jahre spater — 1919, mit Beginn der Weimarer Republik — konnte
sie sich habilitieren. Ohne feste Anstellung lehrte und forschte sie bis 1933
mit kleinen Unterbrechungen in Gottingen und wurde dort Mittelpunkt einer
mathematischen Schule, die weltweit Anerkennung fand.

Am 25.04.1933 wurde sie, da sie Jidin war, aufgrund des Gesetzes zur Wie-
derherstellung des Berufsbeamtentums von ihrer Téatigkeit an der Universitat
.beurlaubt”. Sie ging ins Exil in die USA. Am Frauenkolleg Bryn Mawr (USA)
erhielt sie eine Gastprofessur. Doch schon am 14.04.1935 starb sie véllig uner-
wartet an den Folgen einer Operation. Albert Einstein schrieb in seinem Nachruf,
der am 04.05.1935 in der New York Times erschien, dass ,das kreativste ma-
thematische Genie, das seit Begin der hoheren Erziehung fiir Madchen geboren
worden ist”, nicht mehr am Leben war.
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Des Ratsels Losung

Die gesuchte Person ist Emmy Amalie Noether. Sie wurde als erstes von vier
Kindern der jiidischen Eltern Ida Amalia Noether, geb. Kaufmann, und Max
Noether am 23.03.1882 in Erlangen geboren.

Ihr Vater war Professor fiir Mathematik an
der Universitdt Erlangen. Nach dem Besuch
der Schule fiir hdhere Toéchter legte sie 1900
die bayerische Staatspriifung fiir Lehrerinnen in
franzosischer und englischer Sprache ab. Es gab
zu dieser Zeit weder Schulen, in denen Mad-
chen zum Abitur gefiihrt wurden, noch konn-
ten sich Frauen an deutschen Hochschulen im-
matrikulieren. Jedoch konnten (mit Erlaubnis
des Professors) Frauen als Gasthérerinnen Vor-
lesungen besuchen und dies tat Emmy Noether.
Zu der Zeit gibt es knapp 1000 Studenten und 3
Gasthorerinnen in Erlangen. Neben Romanistik
und Geschichte begann sie auch Mathematik-
Vorlesungen bei ihrem Vater und dessen Kolle-
gen, Prof. Paul Gordon, zu héren.

1903 legte sie als ,Externe” das Abitur ab. Nach einem Semester in Gottingen
kehrte sie wieder nach Erlangen zuriick. Dort war es mittlerweile auch fiir Frau-
en moglich, sich zu immatrikulieren, und sie begann ihr Mathematikstudium.
1907 schloss sie ihre Promotion bei Paul Gordon mit ,summa cum laude” ab. Im
Gegensatz zu ihren spéteren Arbeiten hatte ihre Dissertation komplizierte tech-
nische Rechnungen zum Gegenstand. Spater bezeichnet sie ihre Dissertation
als ,Formelgestriipp” und ,Mist”. AnschlieRend unterstiitzte sie ihren Vater bei
seiner Lehrtatigkeit und arbeitete privat wissenschaftlich. 1909 hielt sie als ers-
te Frau bei einer Jahresversammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
einen Vortrag.

1915 ging sie zur Zusammenarbeit mit Felix Klein und David Hilbert nach
Gottingen — einem der fiihrenden mathematischen Institute dieser Zeit. Ein
erster Habilitationsversuch 1915 scheiterte, da die preuRische Habilitationsord-
nung nur Manner zur Habilitation zulieB. Die Gottinger Professoren versuchten
vergeblich, eine Ausnahmegenehmigung fiir Emmy Noether zu erreichen. Die
Diskussionen dazu waren wohl sehr kontrovers. Von Hilbert ist der Ausspruch
tiberliefert ,Meine Herren, wir befinden uns hier in einer Universitat nicht in
einer Badeanstalt, ich kann nicht sehen, welche Rolle das Geschlecht des Kan-
didaten spielt.” Emmy Noether war keine rebellische Feministin, die gegen ihre
Rolle aufbegehrte, sondern eine leidenschaftliche Forscherin. Sie arbeitete wei-
ter mit Klein und Hilbert an Fragen der allgemeinen Relativitatstheorie. Daraus
entstand ihre Arbeit , Invariante Variationsprobleme”, mit der sie sich 1919, nach
Ende des Ersten Weltkriegs habilitierte. Einstein schrieb {iber diese Arbeit: ,Es
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imponiert mir, dass man diese Dinge von so allgemeinem Standpunkt iibersehen
kann. Es hatte den Gottinger Feldgrauen nichts geschadet, wenn sie zu Fraulein
Noether in die Schule geschickt worden waren. Sie scheint ihr Handwerk zu
verstehen "

Wir werden unten noch auf den Inhalt dieser Arbeit, die auch heute noch in
vielen Physikbiichern zitiert wird, eingehen.

Fiir Emmy Noether war diese Arbeit jedoch abseits ihrer hauptsichlichen Inter-
essen, der abstrakten Algebra. Viele Begriffe dort tragen ihren Namen. So gibt
es zum Beispiel noethersche Ringe, die heute jeder Mathematik-Student kennt.
Ihre Vorlesungen waren wohl nicht nach jedermanns Geschmack und weniger
fir Anfanger als fiir fortgeschrittene Studenten geeignet. Auch ihr Vortragsstil
war gewShnungsbediirftig. ,Sie zerstampfte manchmal ein Stiick Kreide, das sie
zerbrochen hatte ..., das Gegenteil einer eleganten Dame", berichtete einer ihrer
Schiiler, der Algebraiker van der Waerden.

Oft préasentierte sie neue Theorien und Beweise in ihren Vorlesungen. So hat-
te sie bald einen Kreis begabter Schiiler um sich, ihre , Trabanten” oder die
.Noether-Knaben", wie sie genannt wurden. Zu ihnen gehorten nicht nur fort-
geschrittene Studenten, sondern auch ausgebildete Mathematiker — unter ih-
nen viele ausldndische Gaste. Nicht nur in Seminaren, sondern auch bei lan-
gen gemeinsamen Spaziergdngen, Puddingessen in ihrer Mansardenwohnung
und Schwimmen im Stadtbad redeten sie iiber Mathematik. Van der Waer-
den schrieb iiber sie: ,Vollig unegoistisch und frei von Eitelkeit, beanspruchte
sie niemals etwas fiir sich selbst, sondern férderte in erster Linie die Arbeiten
ihrer Schiiler. Sie schrieb fiir uns alle immer die Einleitungen, in denen die Leit-
gedanken unserer Arbeiten erkldrt wurden, die wir selbst anfangs niemals in
solcher Klarheit bewusst machen und aussprechen konnten. Sie war uns eine
treue Freundin und gleichzeitig eine strenge, unbestechliche Richterin."

Dieses bliihende mathematische Leben wurde durch das Nazi-Gesetz zur Wie-
derherstellung des Berufsbeamtentums von 1933 jih zerstort. Sie emigrierte in
die USA. Rasch begann sie in Bryn Mawr wieder einen Kreis von Schiilerinnen
um sich zu scharen. Daneben lehrte sie im nahen Princeton bis sie 1935 vollig
unerwartet starb.

Der in der Arbeit ,Invariante Variationsprobleme” bewiesene Satz spielt auch
heute noch vor allem in der Physik, aber auch in der Mathematik, eine wichtige
Rolle. Die Starke des Satzes liegt darin, dass eine spezielle Fragestellung — hier
die nach der Erhaltung der Energie in der allgemeinen Relativitdtstheorie — so
verallgemeinert wird, dass er Antworten auf vollig unterschiedliche Fragestellun-
gen gibt: Grob formuliert, sagt der Satz, dass jede ,Symmetrie” eines Problems
eine ,ErhaltungsgroRe” liefert.

Ein geometrisches Muster ist symmetrisch, wenn es unter bestimmten , Bewe-
gungen”, beispielsweise Verschiebungen, Spiegelungen oder Drehungen in sich
tberfiihrt wird. Entsprechend kann man auch von der Symmetrie eines phy-
sikalischen Experiments sprechen, wenn man es verdndern kann und dennoch
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dieselben Resultate erzielt:

Fiihrt man ein physikalisches Experiment durch, so erwartet man, dass das
Ergebnis unabhingig vom Zeitpunkt der Ausfiihrung ist. Ein Pendel schwingt
heute so schnell wie morgen. Dies nennt man , Symmetrie gegeniiber Verschie-
bungen in der Zeit." Die , ErhaltungsgroRe”, die man nach dem Satz von Emmy
Noether daraus herleiten kann, ist die ,Energie”. In einem ,abgeschlossenen”
System bleibt die Energie erhalten.

Wenn man ein Experiment unter gleichen Bedingungen an verschiedenen Orten
ausfiihrt, so erwartet man dieselben Messergebnisse. Dies nennt man ,Symme-
trie unter rdumlichen Verschiebungen®. Die ErhaltungsgroBe, die der Noether'sche
Satz liefert, ist die Impulserhaltung, das heiRt, wenn auf einen Korper keine du-
Rere Kraft wirkt, bleibt der Impuls, also das Produkt aus Masse und Geschwin-
digkeit, erhalten.

Die wichtigste Rolle spielt der Satz heute in der modernen Elementarteilchen-
physik. Symmetrien der Systeme fithren dort zur Erhaltung der Ladung und
gewisser ,,Quantenzahlen®.

Eulers Berechnung von © mit einem

Primzahlen-Sieb
von Hartwig Fuchs

Die Primzahlen und die Kreiszahl 7 sind seit bald 3000 Jahren Themen der
Mathematik. Dabei galt lange Zeit:

»Primzahlen gehdren zur Zahlentheorie und die Zahl 7 ist ausschlieRlich eine
RechengroRe der Geometrie.”

Leonhard Euler (1707-1783) widerlegte dieses Vorurteil, als es ihm gelang, eine
arithmetische Verbindung zwischen den Primzahlen und 7 herzuleiten. Ganz
unvorbereitet war seine Entdeckung allerdings nicht — sie hatte beriihmte Vor-
ldufer:

John Wallis (1616-1703), ein anglikanischer Geistlicher, der erst mit 30 Jahren
als Autodidakt (Selbstlerner) zur Mathematik kam, verdffentlichte 1655 eine
Gleichung, ndmlich das nach ihm benannte unendliche Wallis-Produkt

_ 2 4 4 6 6
(1) §=5-3°557~

Er schlug also eine arithmetische Briicke zwischen den rationalen Zahlen und
der Kreiszahl .

Im Jahre 1682 wurde dann von Gottfried W. Leibniz (1646-1716), einem der
groBten Gelehrten seiner Zeit, die sogenannte Leibniz-Reihe entdeckt:

1 1 1 1 1
@ d=1-35ft5-7+t5—
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Hiermit ist eine arithmetische Beziehung zwischen 7 und nur den ungeraden
natiirlichen Zahlen hergestellt.

Die Gleichungen (1) und (2) waren von groRer Bedeutung fiir die Mathematik.
Sie brachten einen wichtigen methodischen Fortschritt:

Sie zeigen, dass die bis dahin nur in geometrischen Berechnungen aufgetrete-
ne Zahle 7 durchaus auch in arithmetischen Zusammenhingen vorkommt und
solche Zusammenhiange lassen sich mit zahlentheoretischen Mitteln bearbeiten.
Euler demonstierte mit der Herleitung seiner Formel (3), dem unendlichen Euler-
Produkt, wie so eine Bearbeitung aussehen kann:

(3) FA+3)A-5)A+1)..(L+ ). =1 mit (1+ ) falls n = 4k — 1 und

(1- pi) falls n = 4k + 1, wobei p, die n-te Primzahl meint und n > 2 gilt.
Das von Euler dabei eingesetzte zahlentheoretische Werkzeug ist ein uralter
simpler Algorithmus — ein sogenanntes Primzahlen-Sieb.

Seit der Antike besitzen die Mathematiker ein von Eratosthenes von Kyrene (um
284—ca. 200 v. Chr.) entwickeltes, genial einfaches Verfahren zur Aussonderung
der Primzahlen aus der Folge der natiirlichen Zahlen — das Sieb des Eratosthenes
—, welches noch nicht einmal vorraussetzt, dass man multiplizieren kann, nur
z3hlen muss man kénnen und Folgendes wissen:

(*) Wenn man von einer natiirlichen Zahl a > 1 aus mit der Schrittlange a die
Folge der natiirlichen Zahlen ,entlang geht”, dann trifft man dabei genau
die Vielfachen von a, namlich a, 2a, 3a, ....

Das Verfahren von Eratosthenes funktioniert als Siebverfahren so:

Es sei Fg:2,3,4,5, ... die Folge der natiirlichen Zahlen groRer als 1.

1. Durchgang: Aus Fqy entfernt man alle Vielfache von 2 auBer der 2 selbst.
Man erhilt so die Folge F;.

Fi:[2],3,5,7,9,11, ...,47,49,51,53,55,57,59, ...

2. Durchgang: Man streicht in F; alle Vielfache von 3 auRer der 3 selbst.
Man erhilt so die Folge F».

F>:[2,3],5,7,11, ..., 47,49, 53,55, 50, ...

3. Durchgang: Man streicht in F, alle Vielfache von 5 auRer der 5 selbst.
Man erhilt so die Folge Fs.

Fs:[2,3,5],7,11, ..., 47,49,53,50, ...

4. Durchgang: Man streicht in F3 alle Vielfache von 7 auBer der 7 selbst.
Man erhilt so die Folge F;.

Fs:1[2,3,5,7],11, ...,47,53,59, ...

Man macht sich leicht klar, dass fiir n > 1 gilt:
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Ist F, =1[2,3,5,7, ..., pn], m1, ma, ms, ..., dann bildet [2, 3,5, ..., py] ein An-
fangsstiick der Folge p1, p2, p3, ...pn, ... der nach wachsender Grole gord-
neten Primzahlen; my, my, ms, ... sind natiirliche Zahlen gréRer als p,,, von
denen keine durch eine Primzahl kleiner oder gleich p, teilbar ist.

Diese Aussage lasst sich anschaulich so umschreiben:
Das Eratosthenes-Verfahren siebt aus der Fogle der natiirlichen Zahlen groRer
1 genau die Primzahlen aus.

Wie hat nun Leonhard Euler die mit (3) behauptete arithmetische Beziehung
zwischen 7 und den Primzahlen hergeleitet?

Sein Ausgangspunkt war die Leibniz-Reihe (2), die wir Ry nennen und so schrei-
ben:

gl 1,111 1
'm17 375 79 T

mit +1, falls t = 4n+1, sowie —1, falls t = 4n— 1. Dabei sei t > 1 ungerade.

Euler hatte bemerkt, dass bis auf eine Ausnahme die Reziproken der Zahlen der

Eratosthenes-Folge F; genau die Bruchzahlen der Reihe (2) sind. Das brachte

ihn dazu, das folgende Eratosthenes-Verfahren auf R; anzuwenden:

1. Durchgang: Aus R; entfernte Euler alle Briiche, deren Nenner Vielfache der
Primzahl 3 sind. Er erreicht dies, indem er zu R; die Reihe %Rl so addiert*:

_ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ri=+i-3+ts—7+ts T ta—ste 5T
1 _ 1 1 1
— 1 _ 1 1 1 1 1 1 1
R» = (1 E)Rl_ 1 57 “TETtag 55— T

2. Durchgang: Aus R, werden alle Briiche entfernt, deren Nenner Vielfache der
Primzahl 5 sind, indem man zu R, die Reihe —%Rg addiert. Man erhilt die
Reihe Rj3:

R A Y

3. Durchgang: Entfernung aller Briiche aus Rs, deren Nenner Vielfache der

Primzahl 7 sind, durch Addition der Reihe %Rg zu R3 ergibt die Reihe Ry:

1 1 1 1 1 1 1
Ri=Rs(l+z2)=-——+—=+..———+—=——=
S e B TR 77 753 59
So fortfahrend (vollstdndige Induktion) erhdlt man aufeinander folgende Reihen
R1,R2,R3, ....R,_1, R, fiir n > 2, wobei fiir R, gilt:

* Mit der Reihenlehre I4sst sich beweisen, dass die an den Reihen Ry, Ry, R3, ... ausgefiihr-
ten Operationen siamtlich zuldssig sind.
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R, = R,_1(1 + %) =14+ # + ... Dabei meinen p, und p,;1 die n-te
und (n+1)-te Primzahl. Esist 1 + p, falls p, = 4k — 1 sowie 1 — p, falls
pn = 4k +1und {1 + # falls ppy1 = 4m+ 1 ist sowie 1 — Pn1+1 falls
Pn+1 = 4m — 1 ist.

Ersetzt man nun in der Gleichung fiir R, der Reihe nach R,_1 durch R,_5, dann
Rn—2 durch R,_3, ... und schlieRlich R, durch R, so folgt:

Ro=Ri(1+3)(1 -5+ 3)(1x)=1+ -+

Pn+1
Von hier aus hat Euler vielleicht so weiter iiberlegt:
Esist i + -+ . =1+R—(; —5+5+..%£)
Damit gilt fiir n — oo:
Wegen (2) ist 1+ Ry — (3 =3 + 5 + ...+ o) — 1+ R — R = 1; folglich ist
auch 1 £ pn—lﬂ + ... — 1 und deshalb auch R, — 1.
Das Letzte bedeutet aber mit R; = 7, dass dann wegen

T+ 31 =)@+ 7)..(1£ ) — 1 Eulers Behauptung (3) zutrifft.

Selbst heute im Zeitalter der Computer sind die Formeln (1),(2) und (3) nur
von geringem praktischen Nutzen:

Um auch nur einige wenige sichere Stellen des 7w-Wertes zu erhalten, muss man
unverhaltnismassig riesige Anzahlen von Summanden bzw. Faktoren beriick-
sichtigen, weil die Ausdriicke (1),(2) und (3) duBerst langsam konvergieren.

Hattest Du es gewusst?

Was ist ein unendlicher Abstieg
von Hartwig Fuchs

Eine der altesten Beweisstrategien, die wir kennen, ist ein bemerkenswert struk-
turierter Umdoglichkeitsbeweis, den die Mathematiker des alten Griechenland —
vermutlich die Pythagoreer, eine von etwa 550 bis 350 v. Chr. bestehende Grup-
pe von Philosophen und Mathematikern — entwickelt haben. Er geriet nach dem
Untergang der griechisch-romischen Zivilisation lange in Vergessenheit, bis ihn
Pierre de Fermat (1601-1665) wiederentdeckte. Fermat war so stolz auf ,sein”
Beweisverfahren, dass er spater behauptete, alle seine schénen mathematischen
Erfolge alleine damit errungen zu haben.

Er war es auch, der dieser Beweisstrategie ihren heutigen Namen gab: descente
infinie — was mit wunendlicher Abstieg und manchmal auch mit wnendlicher
Regress iibersetzt wird.

Die Methode des unendlichen Abstiegs funktioniert anschaulich so: Ein logischer
Prozess fiihrt von Stufe zu Stufe hinab in einen mathematischen Abgrund — in
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einen Widerspruch. Aber dieser Widerspruch erméglicht es — erstaunlicher Weise
— die Wahrheit einer zu beweisenden Aussage herzuleiten.*

Algorithmische Beschreibung eines unendlichen Regresses

Es sei A eine Aussage, in der natiirliche Zahlen n eine Rolle spielen— solche
Aussagen bezeichnen wir mit Hinweis auf die Abhdngigkeit der Aussage A von
n mit A(n).

Die mit einem unendlichen Abstieg beweisbaren Behauptungen sind nun im
einfachsten Fall typischer Weise von der Art:

(1) Die Aussage A(n) trifft fiir keine natiirliche Zahl n zu.

Man beginnt den Beweis von (1) mit einem unerwarteten logischen Zug, indem
man das Gegenteil von (1) — also die Negation (Verneinung) von (1) — fiir ein
ny als wahr annimmt, also:

(2) Die Aussage A(ny) ist wahr fiir eine natiirliche Zahl n;.

Aus der Annahme (2) sei nun herleitbar, dass fiir eine natiirliche Zahl ny mit
ny < n gilt:

(3) Die Aussage A(ny) trifft zu fiir n,.

Mit (3) befindet man sich nun in der gleichen logischen Situation wie bei (2).
Von (3) kann man daher auch mit der gleichen Schlusskette wie (2) = (3) die
Behauptung beweisen: Fiir eine natiirliche Zahl n3 mit n3 < ny gilt:

(4) Die Aussage A(ns3) ist wahr fiir ns.

Aus A(ns3) leitet man ebenso A(ny) fiir ein ny < n3 her und so weiter... in einer
anscheinend nicht abbrechende Folge von weiteren ,Abstiegen” A(ns), A(ng),
A(n7)... mit ng > ns > ng > ny >...

Aber die mit einer unbeschrankt langen Schlusskette (2) = (3) = (4) =...
einhergehende, ebenfalls unbeschrankt lange Ungleichungskette n; > np, >
n3 >... von immer kleiner werdenden natiirlichen Zahlen ny, ny, n3, ... ist gar
nicht moglich, denn sie widerspricht der Tatsache, dass es unterhalb von ny nur
endlich viele verschiedene natiirliche Zahlen gibt.

Aus diesem Widerspruch folgt: Die Annahme (2) muss falsch sein. Dann gilt
aber (1), was zu zeigen war.

Anwendung an einem Beispiel

An einem geometrischen(!) Beispiel demonstieren wir, wie der logische Prozess
des unendlichen Abstiegs konkret ablauft, indem wir zeigen:

() Es gibt kein regelmaRiges Fiinfeck, dessen sdmtliche Eckpunkte Gitterpunk-
te sind.

*  Ludwig Wittgensetin (1889-1951), einer der bedeutendsten Philosophen und Logiker
des 20. Jahrhunderts, bemerkt einmal: ,Die Logiker und Mathematiker haben eine aber-
glaubige Angst vor dem Widerspruch.” Unser Bericht wird zeigen, dass diese Angst bei
einem unendlichen Regress ganzlich unbegriindet ist.
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Eine Ebene sei mit einem cartesischen Koordinatensystem versehen. Dann heilit
jeder Punkt (x|y) mit ganzzahligen Koordinaten x, y ein Gitterpunkt. Um zu
zeigen, dass (x) gilt, beweisen wir vorweg:

a) Die quadrierte Lange einer Strecke zwischen zwei Gitterpunkten ist ganz-

zahlig.

b) Sind drei Eckpunkte eines Parallelogramms Gitterpunkte, so ist es auch
der vierte Eckpunkt.

Begriindung:
yA c
D |
|
id2 — a2
i
B d1 — a1
A (71 — a1
>
Abbildung 1

A = (a1]a2) und D = (di|ds) seien zwei
beliebige Gitterpunkte — vergleiche Ab-
bildung 1. Dann ist die quadrierte Linge
L? = (dy — a1)? + (d2 — a2)?, da nur mit
ganzen Zahlen addiert, subtrahiert und
multipliziert wird, ganzzahlig.

B = (bi|b2) sei nun ein weiterer Git-
terpunkt und C = (ci|c2) ein vierter
Punkt so, dass der Streckenzug ABCD
ein Parallelogramm ist. Dann ist ¢ =
b1+ (di —a1) und ¢ = by + (dr — ap).
Wie bei der quadrierten Seitenldnge sind
demnach ¢; und ¢, ganze Zahlen, also
ist C ebenfalls ein Gitterpunkt.

Wir beweisen nun (x) durch einen unendliche Abstieg:

Annahme: Die Eckpunkte Ay, By, Ci, D1 und E; eines regelmaBigen Fiinfecks

F1 seien Gitterpunkte.

Dann ist die quadrierte Seitenlange
L2 von F; ganzzahlig. In das Fiinfeck
Fi konstruieren wir fiinf Rauten, et-
wa die Raute A;BiCG D> mit Gitter-
punkten Aj, By, (i und D, — verglei-
che Abbildung 2 — sowie die iibrigen
Rauten B; C; D1 E> und so weiter — ver-
gleiche Abbildung 3. Die fiinf Punkte
Az, By, G5, Dy, E5 sind als Eckpunkte der
Rauten — und somit als Eckpunkte spe-
zieller Parallelogramme — jeweils Gitter-
punkte; sie bilden die Eckpunkte eines
neuen Fiinfecks F,, welches aus Sym-
metriegriinden regelmaRig ist.
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Aus der Annahme folgt somit:
Samtliche Eckpunkte des regelmiRigen
Fiinfecks F; sind Gitterpunkte und des-
halb ist die quadrierte Seitenlinge L,?
von F, ganzzahlig. Offentsichtlich gilt
1,2 < L;%. Ebenso konstruiert man aus
F> ein regelméaBiges Fiinfeck F3 mit lau-
ter Gittereckpunkten und ganzzahligen,
quadrierten Seitenlingen L3% mit [32 <
L52 und so weiter...

Abbildung 3
Aber eine auf diese Weise erzeugte, nicht abbrechende Folge von natiirlichen
Zahlen 12, 15?132, ... mit [12 > L,% > L,2, ist nicht mdglich — irgentwann

muss es eine kleinste natiirliche Zahl geben! Damit ist gezeigt, dass die am
Anfang getroffene Annahme auf einen Widerspruch fiihrt, also ist sie falsch.
Somit gilt die Behauptung (* ).

Die besondere Aufgabe

Uber die Zerlegung von spitzwinkligen
Dreiecken in spitzwinklige Dreiecke
von Hartwig Fuchs

Ein Dreieck heilt spitzwinklig, wenn jeder seiner Winkel < 90° ist. Spitzwinklige
Dreiecke kdnnen nicht immer in spitzwinklige Dreiecke zerlegt werden. Vielmehr
lasst sich zeigen:

Ein spitzwinkliges Dreieck kann nicht in zwei oder drei, wohl aber in vier
spitzwinklige Dreiecke zerlegt werden.

Die Losung
Es sei A ein spitzwinkliges Dreieck mit den Eckpunkten A, B und C.
(1) Annahme: A sei in zwei spitzwinklige Dreiecke Ay, A, zerlegt.

Die beiden Dreiecke A7 und A\, besitzen eine gemeinsame Seite, bei der ein
Endpunkt zugleich Eckpunkt von A sein muss und der andere Endpunkt — er sei
P genannt — in einer Seite von A liegt (Figur 1). Dann sind nach Voraussetzung
die Winkel von A1 und A\, bei P zusammen < 90° +90°, also < 180° — ein
Widerspruch: A7 und A, kdnnen daher nicht beide spitzwinklig sein.
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Q
A
N Do 7 A
A P B A P B
Figur 1 Figur 2

(2) Annahme: A sei in drei Spitzwinklige A1, Ay und A3 zerlegt.

1. Fall: Es gebe keinen Punkt R, der ein gemeinsamer Eckpunkt von Ay, Aj

und Aj ist.

Zerlegung von A:

Zunichst zertrennt man /A wie in Figur 1 in zwei Dreiecke — deren gemeinsame

Seite sei CP. Eines der beiden Dreiecke — zu Beispiel A BCP zerlegt man weiter

in zwei Dreiecke A\, Az mit gemeinsamer Seite BQ (vergleiche Figur 2). Wie

in (1) folgt fiir die Winkel von A, und A3 bei @, dass sie zusammen < 180°

sind — ein Widerspruch. Also tritt der 1.Fall nicht ein.

2. Fall: Es gebe einen Punkt R, der gemeinsamer Eckpunkt von Ay, Ap und A3

Ist.

a) R liegt im Inneren von A (Figur 3).
Dann sind die Winkel von Ay, A, und A3z beim Punkt R zusammen
< 3 . 90° = 270° — ein Widerspruch, da sie ja zusammen 360°
ergeben miissen.
b) R sei ein Eckpunkt von A oder R liege in einer Seite von A.

Dann sind nur die in Figur 4 oder Figur 5 skizzierten Zerlegungen mog-
lich. Es gibt daher stets einen Punkt S, S # R, in einer Seite von A,
der gemeinsamer Endpunkt zweier Zerlegungsdreiecke ist. Wie in (1) folgt
daraus der Widerspruch, dass die Winkel zweier Dreiecke bei S zusammen
< 180° sind.

A INVAV. SRV AL A

A B A S B A S B
Figur 3 Figur 4 Figur 5

Mit (1) und (2) ist gezeigt: Ein spitzwinkliges Dreieck ist weder in zwei noch
in drei spitzwinklige Dreiecke zerlegbar.
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(3) Wir zeichnen in A das Mittendreieck PQR ein
und zerlegen A in vier kongruente Dreiecke
A1, Ny, A3 /Ay, die zu A 3dhnlich sind, denn
die Seitenldngen von Aj, Ay, Az und /4
betragen die Halften der Seitenlangen von A,
da P, Q, R deren Mittelpunkte sind und weil
PQ || AB, QR || BC, RP || CA (Umkehrung A R B
des Strahlensatzes). Figur 6

Bezeichnet man die Winkel von A mit «, 3, 7, dann sind die Winkel von
A1, Ny, Az als Stufenwinkel an Parallelen festgelegt (Figur 6).

Fiir den Winkel x von A4 gilt: o + 5+ x = 180°; also x = ~. Entsprechend
findet man: y = o und z = §3.

Wegen «, 3, v < 90° sind die vier Dreiecke A1, Ap, Az und Ay spitzwinklig.
Daher ist jedes spitzwinklige Dreieck in vier spitzwinklige Dreiecke zerlegbar.

Anregung zum Weiterdenken

Wie steht es mit der Zerlegung eines spitzwinkligen Dreiecks in fiinf (in sechs,
in sieben, in acht, ...) spitzwinklige Dreiecke?

Die Seiten fiir den Computer-Fan

Eine Formel zur Erzeugung von Primzahlzwillingen?

Ein Primzahlzwilling ist ein Paar (p, g) von Primzahlen p und g im Abstand
2 wie (3,5), (5,7) oder (11,13). Die Frage, ob es unendlich viele oder nur
endlich viele Primzahlzwillinge gibt, ist bislang trotz intensiver Bemiihungen
der Mathematiker noch nicht entschieden.

Wenn man eine Formel als Funktion einer natiirlichen Zahl n finden kdnnte,
die fiir alle n nur Primzahlzwillinge liefert oder doch mit wachsendem n immer
wieder welche, ware der Nachweis erbracht, dass es unendlich viele Primzahl-
zwillinge gibt; denn dies ist die allgemeine Vermutung.

Untersuche unter diesem Aspekt die Folge der Zahlenpaare (p(n), g(n)) mit
p(n) :=30-|(2n—27)-(n—15)|—1 und g(n) := 30-|(2n—27)-(n—15)|+1
fiir moglichst viele natiirliche Zahlen n. Was beobachtest Du? (nach H.F))

Hinweis: |hr kdnnt Eure Lésungen bis zum 15. Mai 2009 einschicken, denn auch hierbei gibt
es Punkte zu ergattern. Allerdings miisst |hr bei der Verwendung eines eigenen Programms
dies entsprechend dokumentieren durch Einsenden der Programm-Datei (am Besten als E-
Mail-Anhang an monoid@mathematik.uni-mainz.de).

Die Lésungen werden jeweils im iiberndchsten Heft erscheinen.
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Ergebnisse zur Computer-Aufgabe aus
Monoip 95

Aufgabe: Ganzzahlige Punkte auf kubischer Kurve

Wir betrachten in einem (x, y)-Koordinatensystem die Kurve k, die durch die
kubische Gleichung y? — x3 = 17 beschrieben wird.

Falls es in dem Kreisgebiet, das durch die Ungleichung x? + y? < 108 definiert
wird, Kurvenpunkte K auf k mit ganzzahligen Koordinaten gibt, bestimme man
diese! (H.F.)

Ergebnisse:

Es geniigt zur Auffindung von Ldsungen in dem vorgeschlagenen Bereich nur
ganzzahlige x mit —2 < x < 10* in Betracht zu ziehen; denn fiir x < —3 ist
y? — x3 > 27 und fiir x > 10% ist x% + y? > 108.
Mit dieser Coputer-Aufgabe beschiftigt haben sich Janosch Graf (Georg-
Forster-Gesamtschule Worrstadt) und Florian Schweiger (Gymnasium Markto-
berdorf) mit eigenen Programmen in C beziehungsweise Visual Basic. lhre {iber-
einstimmenden Resultate von 14 ganzzahligen Koordinatenpaaren (x, y) lauten:
Ki(=213),  Kx(=2[-3),  Ks(-1]4),  Ki(-1]—4),
Ks(2]5), Ks(2| - 5), Kz(419), Ke(4] —9),
Ko(8]23), Kio(8] —23),  Ki1(43]282), Kio(43] — 282),
K13(52|375), Kia(52| — 375).

Florian Schweiger ist mit x noch iiber 10* hinaus gegangen (bis 10°) und hat
dabei noch zwei weitere Punkte entdeckt:

K15(5234(378661) und Ki6(5234| — 378661).

Mathis machen
mathematische Entdeckungen

Zahlen-Trapeze

Schreibe fiir eine natiirliche Zahl n > 1 einen beliebig langen Anfang der n-
ten Potenzen 17, 2", 3", 4" . in eine Reihe R;. Berechne dann die positiven
Differenzen Dy, D5, Ds, ... von jeweils zwei benachbarten Potenzen und schreibe
sie wie im Beispiel in einer Reihe R, unter die Reihe Ry; danach schreibe die
positiven Differenzen von jeweils zwei benachbarten Zahlen D;, D;,1 in einer
Reihe Rz unter die Zeile R», und so weiter.
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N 23\19/ 33\37/ 4\6 / 5\9 e
TN NSNS \30/ \6
NN NN

Untersuche nun solche Zahlen-Trapeze fiir verschiedene Werte von n.
Kannst du in ihnen irgendwelche GesetzmaRigkeiten erkennen?
Wenn ja: Formuliere sie als Vermutung! (H.F)

Hinweis: Eure mathematischen Entdeckungen kdnnt lhr bis zum 15.08.2009 an die Monoip-
Redaktion einsenden, denn auch hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Eure Ergebnisse werden
jeweils drei Hefte spater verdffentlicht.

Losungen der Mathespielereien aus
Monoib 96

Fiir die jiingeren Schiiler/innen der Klassen 5-7

In eigener Sache

Ihr haltet nun das Heft 97 in den Handen, bald kénnen wir also Jubildum, das
100. feiern.

Bei den Neuen Aufgaben sind wir auch schon weit im 900-er Bereich mit der
Aufgabennummerierung, es steht also auch die 1000. Aufgabe kurz bevor.
Doch welches dieser beiden Ereignisse werden wir friiher feiern kénnen? Fallen
diese Ereignisse vielleicht sogar zusammen?

Hinweis: Wir stellen in der Regel in jedem Heft sieben Neue Aufgaben. — Zusatzfrage fiir
Zusatzpunkte: War es immer so, dass pro Heft sieben Neue Aufgaben gestellt wurden?(MG)

Lésung:

Die Hefte erscheinen alle drei Monate. Daher I&sst sich berechnen, dass Heft 100
im Dezember 2009 erscheinen wird.

Im letzten Heft haben wir die Aufgabe 959 gestellt. Daraus lasst sich wiederum
hochrechnen, dass bei sieben Aufgaben pro Heft im Jubildumsheft die Aufgaben
981 bis 987 gestellt werden. Das Jubilaum wird erst spiter gefeiert werden
kdnnen, namlich im Heft 102 im Juni 2010.

Zur Zusatzaufgabe: Da 7 - 100 = 700 < 987 ist, miissen in fritheren Heften
schon mehr als ,nur” sieben Aufgaben gestellt worden sein.
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Die magische 7 und die auch noch viermal
Simone geht auf Entdeckungsreise durch die Welt der Zahlen. lhr hat es die
magische Sieben angetan. Sie entdeckt:

1=77:77
2=T7:7+7:7
3=(74747):7

Jetzt sucht sie natiirlich andere Zahlen, die ebenfalls nur mit Hilfe von genau vier

Siebenen, Rechenzeichen +, —, -, : und Klammem dargestellt werden kdnnen.
Stelle die Zahlen 4 bis 10 so dar! (WK)
Lésung:
Es gilt zum Beispiel

4=77:7—-7

5=7-(7+7):7
6=(7-7-7):7
T=(7-7)-7+7
8=(7-7+7):7
9=7+(7+7):7
10=(77-7):7

Wie lang ist das Schiff, wie alt der Kapitan?

Seeleute verbringen viel Zeit auf hoher See, und da kommt es schon mal vor,
dass sich die Leute gegenseitig kleine Ratsel aufgeben. Ein junger Matrose will
von seinem Kapitan wissen, wie lang eigentlich ihr Schiff ist. Der Kapitan testet
seinen Mitarbeiter ein wenig und sagt: ,Ich habe nicht weniger als drei Kinder.
Deren Altersunterschied ist jeweils genau zwei Jahre. Wenn man die Alterszahlen
meiner Kinder multipliziert, so kommt mein Alter heraus und das Schiff ist
finfmal so lang, wie ich alt bin." Jetzt kann der Matrose berechnen, wie lang
das Schiff ist, und er weifl sogar, wie alt der Kapitan ist. (WK)

Lésung:

Wir gehen mal davon aus, dass der Kapitan jiinger als das Rentenalter, also 65
oder 67, und ilter als 20 Jahre ist. Uber seine Kinder wissen wir, dass der Al-
tersunterschied immer genau 2 Jahre betrdgt. Wir testen jetzt alle realistischen
Moglichkeiten, ausgehend vom Alter des jiingsten Kindes:

Alter der Kinder | Alter des Kapitans
1: 3:5 15 (zu jung)
2,4,6 48
3,57 105 (zu alt)
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Hatte der Kapitan mehr als drei Kinder, also mindestens vier, so waren diese
mindestens 1, 3, 5 und 7 Jahre alt und der Kapitdn daher mindestens 105 Jahre.
Das ist bereits zu alt.

Wir sehen, dass die einzige realistische Lsung vorliegt, wenn der Kapitin drei
Kinder hat und diese 2, 4 und 6 Jahre alt sind. Dann ist der Kapitdn 48 Jahre
alt und das Schiff 48 - 5 = 240 m lang.

Staatsflagge

In einem neu gegriindeten Staat soll die neue Staatsflagge aus drei horizontalen
Streifen bestehen, wobei natiirlich benachbarte Streifen nicht gleichfarbig sein
diirfen. Fiir die Streifen stehen sechs Farben zur Auswahl.

Wie viele verschiedene Flaggen sind moglich? (H.F.)

Lésung:

Da bei Staatsflaggen die Reihenfolge der Farben wesentlich ist, werden zwei
gleichfarbige Flaggen, bei denen der obere Streifen der einen Flagge farbgleich
mit dem unteren Streifen der anderen Flagge ist, als verschieden betrachtet.
Die drei Streifen seien verschieden farbig.

Dann gibt es fiir einen Streifen 6, fiir einen anderen Streifen 5 und fiir den
dritten Streifen 4 Wahlmdglichkeiten. Deshalb sind 6 - 5 - 4 = 120 verschiedene
Flaggen moglich.

Nun seien der obere und der untere Streifen von gleicher Farbe.

Dann gibt es fiir den mittleren Streifen 6 Wahlmdoglichkeiten und fiir die beiden
auBeren Streifen 5 Wahlmoglichkeiten. In diesem Fall sind daher 6 - 5 = 30
verschiedene Flaggen mdglich.

Insgesamt gibt es 30 + 120 = 150 mogliche verschiedene Flaggen.

Rechteck-Zerlegung
Zerlege das Rechteck, dessen Seiten 43 cm und 611 cm lang sind, in moglichst
wenige Quadrate. (H.F.)

Lésung:

Q. bezeichne ein Quadrat mit den Seitenldngen a cm, R das gegebene Recht-
eck. Wir zerlegen das Rechteck nun, indem wir jeweils das groktmogliche Qua-
drat (an einem Rand!) konstruieren. Es ist klar, dass dadurch die Anzahl der
Quadrate minimiert wird.

.

Q[0

Qo
Qa3 ” Qu3

Qo
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Esist: 611 =14-43+9 = R enthilt 14 Quadrate Qs3,

43 = 4. 9+7 — R enthilt vier Quadrate @y,
9= 1. 74+2 = R enthilt ein Quadrat @7,
7= 3. 24+1 = R enthilt drei Quadrate Q»,
2=2-1 — R enthalt zwei Quadrate Q;.

Damit ist R in 14 + 4 + 1 4+ 3 + 2 = 24 Quadrate zerteilt.

Den Kennern unter Euch wird sicher aufgefallen sein, dass sich hinter der obigen
Berechnung der Euklidische* Algorithmus versteckt, der zur Berechnung des
groRten gemeinsamen Teilers dient. Hier ist ggT(611,43) = 1.

(H.F., MG)

Finanzkrise

Jetzt wird es politisch... Euch diirfte aus den Nachrichten nicht entgangen
sein, dass liberall die Rede von einer weltumspannenden Finanz- oder Banken-
krise ist. Um noch gréReren Schaden zu vermeiden, hat die Bundesregierung
am 13. Oktober 2008 beschlossen, bis zu 480 Milliarden Euro fiir Hilfe zur
Verfligung zu stellen.

a) Das Geld muss auch irgendwo herkommen und Geld bekommt der Staat

~—

~

~

in erster Linie vom Steuerzahler. Angenommen die Hilfte aller in Deutsch-
land lebenden 82 Millionen Einwohner zahlt Steuern: Wie viel muss jeder
einzelne Steuerzahler aufbringen, um die 480 Milliarden Euro bereit zu
halten?

Deutsche Jugendamter empfehlen fiir 13- bis 15-Jahrige Taschengeld in
Hohe von 20 Euro monatlich. Wie lange muss Elena, die so viel bekommt,
sparen, um diesen Pro-Kopf-Betrag zusammen zu haben?

Ein 100-Euro-Schein hat die Abmessung 147 mm x 82 mm und ist 0,11 mm
dick. Wie lang wére die Strecke, wenn die 480 Milliarden Euro in solchen
Scheinen (langs) aneinander gelegt wiirden (vergleiche die Lange mit dem
Erdumfang) beziehungsweise wie hoch wire ein Stapel aus solchen Schei-
nen ibereinander?

Ein Bankmanager, Josef Ackermann, verdiente 14 Millionen Euro im Jahr
2007**, ein ausgelernter Bankangestellter nach Tarifvertrag rund 2000 Euro
monatlich (brutto). Wie lange muss ein solcher arbeiten, damit er so viel
Geld bekommt, wie sein oberster Chef in einem Monat? Was fillt Dir an
dieser Zahl auf?

Ein Zinssatz von 1 % ist sehr gering. Wie viel Zinsen wiirde der Bankmana-
ger pro Tag bekommen, wenn er sein Geld trotzdem zu diesem Prozentsatz

ok

Euklid (EvkAewdns), * um 365 v. Chr. vermutlich in Alexandria oder Athen, 1 ca.
300 v. Chr.; griechischer Mathematiker. Er stellte in seinem Werk ,Die Elemente” das
mathematische Wissen seiner Zeit zusammen.

vgl. Vorstandschef Ackermann verdiente 14 Millionen Euro; In: Mitteldeutsche Zeitung,
26. Marz 2008.
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anlegte? (Zum Vergleich: Der Regelsatz bei Hartz IV betragt fiir eine al-
leinstehende Person (Single) 351 Euro im Monat.) (MG)

Lésung:

a) 480-10°: 82‘7106 ~ 11707,32. Jeder Steuerzahler muss etwa 12000 <€ auf-
bringen.
b) 11707 € : 205 ~ 585Monate. Elena muss 585 Monate Taschengeld

‘Monat
sparen, das sind fast 49 Jahre!

c) Fiir 480 Milliarden Euro werden 4,80 Milliarden Scheine zu 100 Euro be-
ndtigt. Aneinander gelegt ergibt sich eine Strecke von 4,8 -10° - 147 mm =
7,056 - 101" mm = 705600 km, was etwa dem 17,6-fachen des Erdiquators
(40075 km) entspricht. Ubereinander ergibt sich ein gigantischer Stapel
von 4,8-10°-0,11mm = 528 - 10° mm = 528 km Hohe, was etwa dem
59,7-fachen der Hohe des Mount Everest (8848 m) entspricht.

d) % : 2000€ ~ 583,3. Ein ausgelernter Bankangestellter muss also iiber
583 Monate arbeiten, das sind {iber 48 Jahre. Da aber ein Bankangestellter,
bis er ausgelernt hat, schon deutlich tiber 20 Jahre alt ist, kann er bis zum
Rentenalter gar nicht so lange arbeiten.

e) Er bekdme 14 - 10°€.0,01 - ﬁ ~ 388,89 €, also jeden Tag mehr, als ein

Hartz-IV-Empfanger im ganzen Monat als Regelsatz erhilt!

Mittelwertfolgen
Katrin ist begeisterte Knoblerin und angespornt vom Artikel ,Pappos und die
Mittelwerte” aus MonoiD 94 entwickelt sie eine Zahlenfolge: Sie beginnt mit
den Zahlen 1, 5 und jede folgende Zahl ist halb so groR wie ihr Vorgénger und
ihr Nachfolger zusammen (arithmetisches Mittel!).
a
b
c

d

Wie heilen die nichsten fiinf Zahlen von Katrins Folge?
Welches ist die 96. Zahl der Folge?
Gehoren die Zahlen 97 und 2009 zu Katrins Folge?

Da Katrin es sehr anstrengend findet, alle Folgenglieder ausrechnen zu
missen, um irgend ein spates Folgenglied bestimmen zu kénnen, mochte
sie eine explizite Formel herleiten, mit der sie direkt das n-te Folgenglied,
mit n € N, berechnen kann. Nach kurzer Uberlegung findet sie auch eine
solche Formel. Wie lautet diese?

)
)
)
)

e) Welches Phdnomen tritt auf, wenn Katrin nicht ,,jede folgende Zahl ist halb
so grol} wie ihr Vorganger und ihr Nachfolger zusammen® festgelegt hatte,
sondern ,jede folgende Zahl ist halb so groR wie ihre beiden Vorginger
zusammen'? (MG)

Lésung:
a) Die nachsten fiinf Folgenglieder sind 9, 13, 17, 21, 25.
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d)

Die ersten Folgenglieder lassen vermuten, dass jedes neue Folgenglied je-
weils um 4 groBer ist, als sein Vorganger. Dann wiare die explizite Folgen-
vorschrift: a, =4(n—1)+1=4n—-3.

Diese Formel kdnnen wir beweisen, denn aus der Bildungsvorschrift a, =
a"’lf“"“ folgt 2a, = a,_1 + any1 und daraus a,.1 — a, = a, — an_1, das
heiBt die Differenz je zweier Folgenglieder ist konstant von Anfang an, also
gleich 4 (siehe Teil a)).

Somit gilt die Bildungsvorschrift a,.1 = a, + 4 fiir alle n € N mit a; = 1.
Insgesamt gilt damit a, = a1 +4(n—1)=1+4+4n—4=4n—3.

Mit dieser Formel kénnen wir sehr leicht die tibrigen Folgenglieder berech-
nen. So ist ags = 4(96 — 1) + 1 = 381.

Da 97 =96+ 1 =4-24+1 gilt, ist 97 das 25. Folgenglied und analog ist
wegen 2009 = 2008 + 1 = 4 - 502 + 1 das 503. Folgenglied.

Ware ,,jede folgende Zahl ist halb so grol wie ihre beiden Vorganger zu-
sammen®, also a1 = 222 so wiirden die Folgenglieder sich immer
weiter einander anndhern, da a,.1 — a, = %(an_l — a,) und am Ende um
einen festen Wert liegen, in diesem Fall etwa 3,666. Mathematiker sagen,
die Folge konvergiert.

Bislang gr6Rte Primzahlen gefunden — Teil 1

Wie Ihr im Artikel Bislang gréBte Primzahlen gefunden von Ulrike Miiller lesen
kénnt, wurden vor Kurzem zwei neue, sehr grole Primzahlen entdeckt, bei
denen es sich um sogenannte Mersenne-Primzahlen handelt.

a)

b)
c)

Die damit groRte bislang bekannte Primzahl ist die 45. Mersenne-Primzahl.
Auf eine Seite in einem Monoid-Heft passen (bei normalem Satz) 43 Zeilen
mit 65 Zeichen. Wieviele Seiten werden bendétigt, um die komplette Zahl
mit allen Ziffern abzudrucken?

Ist die Mersenne-Zahl fiir n = 3 und n = 11 eine Primzahl?

Ist die Mersenne-Zahl fiir n = 4 eine Primzahl?

Zwei weitere Aufgaben zu diesem Thema findet |hr bei der Neuen Aufgabe 953.

(Marcel Gruner und Ulrike Miiller)

Lésung:

a)

b)

)

Auf eine Seite passen 43 - 65 = 2795 Zeichen. Die 45. Mersenne-Primzahl
hat 12978 189 Stellen, also werden 12978189 : 2795 ~ 4643,4 Seiten
bendtigt — mehr als 105 Hefte (in der Hand haltet lhr Heft 97).

Die Zahl 23 — 1 =8 — 1 = 7 ist eine Primzahl.

Es ist 211 — 1 = 2048 — 1 = 2047 = 23 - 89, also ist die Zahl nicht prim.

Esist 2* —1=16—1 =15 =35, also ebenfalls keine Primzahl.
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Neue Mathespielereien
Fiir die jiingeren Schiiler/innen der Klassen 5-7

Geburtstagsmathematik

Bei einem Spaziergang mit ihrem Mann Hans-Werner 0 4 O
letztes Jahr (2008) stellte Ute fest: ,,Meine Schwester
ist vom Jahrgang '52 und so alt bin ich jetzt. Meine
Schwester ist nun 56 Jahre alt und das ist mein Jahr-
gang!” Der Geburtsjahrgang besteht aus den letzten
beiden Ziffern des Geburtsjahres.*

a) Sie stellt sich nun die Frage: Ist das Zufall oder gibt es bei jedem Paar ein
Jahr, in dem dieses Phinomen auftritt? lhr Mann — ein Mathematiker —
stellt wilde Theorien auf. Kannst Du ihnen helfen? Wie lautet die Antwort
auf Utes Frage?

b) Ihre Tochter sind in den Jahren 1980 und 1983 geboren. Gibt es fiir die
beiden auch ein solches Jahr? Gib das Jahr an oder begriinde, warum es
dieses nicht gibt.

c) Ute und Hans-Werner stellen fest, dass es fiir sie auch ein solches Jahr
gibt, namlich 2009. In welchem Jahr wurde Hans-Werner geboren? (MG)

GroRenvergleich

Die Seitenflichen eines Quaders haben die Flicheninhalte 220 cm?, 264 cm?
und 270 cm?; die Flicheninhalte der Seitenflichen eines zweiten Quaders sind
176 cm?, 198 cm? und 450 cm?.

Welcher der Quader hat das groRere Volumen — oder haben sie etwa das gleiche
Volumen? (H.F.)

Noch eine Variante der Goldbach-Vermutung**
Jede natiirliche Zahl n > 5 ist die Summe aus einer Primzahl und einer Nicht-
primzahl.

(Malte Meyn, KI. 11, Ohm-Gymnasium, Erlangen)

Fiir alle, die mit der Schreibweise vertraut sind, dasselbe noch mal mathematisch for-
muliert: Der Jahrgang j zum Geburtsjahr J ist J = j mod 100 mit 0 < j < 99.

**  Nach Christian Goldbach, *18.03.1690 in Kdnigsberg, 120.11.1764 in Moskau (in man-
chen Quellen steht 01.12.1764 in St. Petersburg). Seine beriihmte Vermutung formulierte
er 1742 in einem Brief an Leonhard Euler. Diese besagt: Jede gerade natiirliche Zahl
Idsst sich als Summe zweier Primzahlen schreiben. Bis heute ist dies nur eine Vermutung
und noch nicht bewiesen oder widerlegt!
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Uwes Uhr

Uwes Uhr geht 2%—ma| so schnell, wie sie sollte. Er stellt
sie um Mitternacht. Wann hat sie zum ersten Mal wieder
die richtige Zeigerstellung? (WJB)

Noch mehr Flaggen

Ein Verband von Vereinen oder Staaten
usw. beschlieRt, dass jedes seiner Mit-
glieder eine Flagge mit drei Streifen ha-
ben soll. Alle Flaggen sollen lingstge-
streift sein und jeweils drei verschiedene
der vier Farben rot, schwarz, gelb und
weil tragen.

a) Ist es mit dieser Vorschrift moglich, alle derzeitigen Mitglieder der Euro-
paischen Union mit verschiedenen Flaggen auszuriisten?

b) Wie viele verschiedene Flaggen sind mdglich, wenn wir lediglich gleiche
Farbe benachbarter Streifen verbieten?

c) Wie viele Moglichkeiten gibt es, wenn die Fahnen m verschiedene Streifen
aus n verfiigharen Farben haben sollen?

d) Wie viele verschiedene Fahnen sind moglich, wenn wir (wie in Teil b) Farb-
wiederholungen zulassen, aber nicht gleiche Farbe auf benachbarten Strei-
fen? (WIB)

Einerziffer

Ulrike beschaftigt sich gerne mit Zahlentheorie. So forscht sie im Bereich der
Zahlen und geht auch der Frage nach: Welche Einerziffer haben die Zahlen
k2099 fiir ganze Zahlen k?

Sie macht dabei auch tatsachlich eine interessante Entdeckung... (MG)

Ungleichungen am Dreieck

Zeige: Die Lange einer Dreiecksseite ist stets kleiner als der halbe Dreiecksum-
fang.

Hinweis: Versuche es mal mit der sogenannten Dreiecksungleichung: Die Langen zweier Drei-
ecksseiten sind zusammen stets groRer als die Lange der dritten Seite des Dreiecks. (H.F.)

Weitere Mathespielereien findet ihr auf der vorherigen Seite!
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Neue Aufgaben
Klassen 8-13

Aufgabe 960: Professor Altermann und alte Hélzchen

Prof. Altermann ist Arch3ologe. Bei Ausgrabungen findet er ein Kastchen mit
Holzchen paarweise verschiedener Langen. Er stellt fest, dass das kiirzeste
Holzchen eine Lange a; hat und das jeweils nachstlangere Holzchen sich vom
vorhergehenden jeweils um eine feste Ldngendifferenz d unterscheidet, also
aH=a+d az=a +d,..

Prof. Altermann und seine Mitarbeiter vermuten, dass mit diesen Holzchen
frither Langen von Strecken gemessen wurden. AuBerdem bemerken sie, dass
ai + ap die Lange 13 ergibt und a4 + as + ag + a7 die Lange 74.

a) Wie lang ist das n-te Holzchen?

b) Welche Holzchen miissen kombiniert werden, um die Langen 67 und 2 zu
erhalten? (MG)

Aufgabe 961: Zahlendreiecke

a) Erginze das folgende Dreieck so, dass jeweils in der nachfolgenden Zeile
die Summe zweier benachbarter Zahlen der vorausgehenden Zeile steht.

X X 7 X 3
8 X X X
X X 22
X X
92

b) Dieses Dreieck hat die Seitenlidnge 5, und es sind 5 Zahlen vorgegeben.
Lasst sich jedes Dreieck richtig ergdnzen, wenn Seitenldnge und Anzahl
der vorgegebenen Zahlen iibereinstimmen?

c) Wenn sich ein Dreieck ergdnzen l3sst, gibt es dann immer nur eine mégliche
Ergdnzung? (WJB)

Aufgabe 962: Galileis Gleichungskette

Galileo Galilei (1564-1642) — Physiker, Astronom und Mathematiker — behaup-
tete die Giiltigkeit der folgenden bemerkenswerten unendlich langen Gleichungs-
kette:

1 143 14345  143+4547
3 547 749411 9+11+13415
Finde einen Beweis dafiir! (H.F.)

25 MonNoID 97



Aufgabe 963: Meteoriten-Einschlag

Drei Meteoriten fallen auf die Erde.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich

ihre Einschlagpunkte auf ein und derselben

Halbkugel (deren Aquator eingeschlossen) be-

finden?

Hinweis: Die Erde wird als eine Kugel betrach-

tet und mit Aquator ist hier jeder GroRkreis ge-

meint; dieser teilt die Kugel in zwei Halbkugeln.
(H.F)

Aufgabe 964: Summe 2009
Die natiirlichen Zahlen a, b, ¢ und d sollen so bestimmt werden, dass fur den
Ausdruck f(x) = ax® + bx® + cx + d gilt:

f(0) + f(1) + (2) + £(3) = 2009.
Ist das moglich? (H.F)

Aufgabe 965: Mittelwertfolge

Céline ist begeisterte Knoblerin und, angespornt vom Artikel ,,Pappos und die
Mittelwerte” aus MonoID 94, entwickelt sie eine Zahlenfolge: Sie beginnt mit
zwei vorgegebenen Werten und jede folgende Zahl ist das geometrische Mittel
ihres Vorgangers und ihres Nachfolgers, es gilt also a, = /a,_1a, 1.

a) Céline beginnt mit 2 und 4. Berechne die nichsten fiinf Folgenglieder.

b) Da Céline es sehr anstrengend findet, alle Folgenglieder ausrechnen zu
missen, um irgend ein spates Folgenglied bestimmen zu kénnen, mochte
sie eine explizite Formel herleiten, mit der sie direkt das n-te Folgenglied,
mit n € N berechnen kann. Nach kurzer Uberlegung findet sie auch eine
solche Formel. Wie lautet diese?

c) Fiir die Startwerte 2 und 4 werden die Folgenglieder immer groRer. Wie
misste sie die Startwerte wahlen, damit die Folgenglieder immer kleiner
werden? Kann Céline die Startwerte auch so wahlen, dass die Glieder kon-
stant bleiben? (MG)

Aufgabe 966: Das verstopfte Waschbecken

In einem Waschbecken mit dem Volumen V = 14000 cm? flieRt aus einem Was-
serhahn mit dem Durchmesser dy = 2 cm das Wasser mit einer Geschwindigkeit
v = 0,04 7. Das Abflussrohr ist aber stark verstopft, sodass nur ein Durchmes-
ser von daq = 0,5cm frei ist. Man nehme an, das Wasser wiirde trotzdem mit
derselben Geschwindigkeit v durch die Abflusséffnung flieBen, wie es aus dem
Hahn kommt.

Wie lange wiirde es dauern, bis das Wasser iiber den Rand des Beckens l3uft?
(Alia’a Ahmed Doma, Klasse 11, Deutsche Schule der Borrom&erinnen, Kairo)
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Geloste Aufgaben aus Monoib 96
Klassen 8-13

Aufgabe 953: Bislang grollte Primzahlen gefunden — Teil 2

Wie lhr im Artikel Bislang gréBte Primzahlen gefunden von Ulrike Miiller lesen
kénnt, wurden vor Kurzem zwei neue, sehr grole Primzahlen entdeckt, bei
denen es sich um sogenannte Mersenne-Primzahlen handelt.

a) Wie lautet die letzte Ziffer der 45. Mersenne-Primzahl?

b) Zeige: Ist n = rs eine zusammengesetzte Zahl, mit r # 1 # s, dann kann
die Mersenne-Zahl 2" — 1 keine Primzahl sein.
(Marcel Gruner und Ulrike Miiller)

Lésung:

a) Die Einerziffern der 2-er-Potenzen sind 2, 4, 8, 6, 2, ... Sie wiederho-
len sich also mit der Periodenlinge 4.* Also hat die Potenz 243112609 —
241077815241 djeselbe Einerziffer wie 2%, namlich die Ziffer 2. Folglich hat
die 45. Mersenne-Primzahl 243112609 _ 1 die Einerziffer 1.

b) Mit Polynomdivision oder riickwérts Ausmultiplizieren kénnen wir folgende
Gleichung nachvollziehen, die dhnlich auch schon bei vielen anderen Aufga-
ben benétigt wurde: a”"—1 = (a"—1)(a" "= V4272 427 (s=3) 1 rar+1).
Daraus folgt fiir die Aufgabe mit a = 2:

2" —1=2"—1=(2" -1V 4+ +1).

Insbesondere ist also 2" —1 ein echter Teiler von 2" —1 und diese Mersenne-
Zahl keine Primzahl.

Aufgabe 954: Division mit der Parabel

Im Heft 95 hatten wir Euch im Artikel Hattest Du es gewusst? — Wie wir
mit Parabeln rechnen kénnen einen Algorithmus vorgestellt, wie mit Hilfe der
Normalparabel geometrisch multipliziert und dividiert werden kann. Allerdings
hatten wir die Richtigkeit nur fiir die Multiplikation gezeigt. Als ich Lioba das
nachste Mal besuchte, hatte sie zwischenzeitlich auch den Beweis fiir die Divi-
sion aufgeschrieben.

Zeige, dass der Algorithmus fiir die Division das korrekte Ergebnis liefert! (MG)

Lésung:
Fiir die Division c : b identifizieren wir ¢ — (0, ¢) und b+ (b, b?).
Die Gerade durch diese beiden Punkte hat also die Steigung m = A—i = b2—b_c

und somit die Geradengleichung g: y = b2b_cx +c.

* Formal lieRe sich das so aufschreiben: 2% = 2k+4 mod 10 fiir k € N.
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2

Diese bringen wir mit der Normalparabel y = x* zum Schnitt, indem wir die

. . 27
Gleichungen gleichsetzen: x? = 2~<x + c.
. . . 2_ - . . .
Die quadratische Gleichung x? — b_ch — ¢ = 0 lésen wir mit quadratischer
Ergdnzung und erhalten:

bzfci (b2+c)2  b?—c=+(b*+0)

X1,2 =

2b 4p2 2b
Eine Lésung 22—%2 = b ist der Abszissen-Abschnitt (x-Wert) des bekannten Punk-
tes, durch den die Gerade gelegt wurde, der andere Punkt bei _2—?)“ = —Z liefert
wirklich das Ergebnis der Division. q.e.d.

Aufgabe 955: Sudoku mit Fehlern

Steht in einem Sudoku in der gleichen Zeile (oder der gleichen Spalte oder dem
gleichen Teilquadrat) eine Ziffer doppelt (und fehlt dafiir eine andere), so ist
dies ein Fehler.

a) Ist es moglich, ein Sudoku so auszufiillen, dass es in jeder Zeile, in jeder
Spalte und in jedem Teilquadrat jeweils einen Fehler hat, aber auch nur
einen Fehler?

b) Ist es moglich, ein Sudoku so auszufiillen, dass es insgesamt nur einen
Fehler enthilt, also entweder nur in einer Spalte oder nur in einer Zeile
oder nur in einem Teilquadrat?

c) Wie viele Fehler entstehen, wenn die in zwei Positionen stehenden Ziffern
vertauscht werden? (WJB)

Lésung:
a) Ja, zum Beispiel indem man jeweils die Ziffer 4 durch die Ziffer 6 ersetzt.
Dann enthilt jede Zeile, Spalte und jedes Teilquadrat die Ziffer 6 doppelt
und die 4 nicht.

b) Nein, enthilt eine Zeile zum Beispiel die 3 doppelt und die 8 nicht, so
gibt es entweder die 8 insgesamt hochstens achtmal, sie muss also auch
in einer Spalte fehlen, oder das Fehlen der 8 wird in einer anderen Zeile
ausgeglichen, es gibt dann also eine weitere fehlerhafte Zeile.

c) Hier muss man verschiedene Fille unterscheiden:

1. Sind die Ziffern in den beiden Positionen gleich, so entsteht gar kein
Fehler.

2. Bei Vertauschung innerhalb der gleichen Zeile entsteht jeweils ein Feh-
ler in den beiden beteiligten Spalten; liegen die beiden Positionen
in verschiedenen Teilquadraten, so entsteht dort ebenfalls jeweils ein
Fehler, insgesamt also vier Fehler. Liegen sie im selben Teilquadrat,
so sind es insgesamt nur zwei Fehler.

Ahnlich sieht es aus bei Vertauschung innerhalb einer Spalte.
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3. Liegen die beiden Positionen innerhalb eines Teilquadrates, aber nicht
in der gleichen Zeile oder der gleichen Spalte, so entsteht in beiden
beteiligten Spalten und in beiden beteiligten Zeilen jeweils ein Fehler,
insgesamt also vier.

4. Sind die Positionen in verschiedenen Zeilen, verschiedenen Spalten
und verschiedenen Teilquadraten, so entsteht sechsmal je ein Fehler.

Es kdnnen also zwei, vier oder sechs Fehler entstehen.

Aufgabe 956: Parallelogrammdiagonale
Im Rechteck mit den Seiten a und b gilt fiir die Diagonale d? = a2 + b.
Zeige, dass im Parallelogramm mit den Seiten a und b und den Diagonalen dy
und ds gilt:
d? + d? = 2(a% + b?).

(WJB)
Lésung:
Nach Pythagoras gilt: b> = x*> + h?.

Damit folgt: '
d? = (a+x)2+h = @4+ 2ax+ x>+ h? = 2>+ 2ax+ b b

h
und
d? = (a—x)?+h? = 3% —2ax+x>+h* = a®—2ax+b. :
Addieren wir beide Gleichungen, so folgt die Behaup- x a X
tung.

Aufgabe 957: Summe reziproker Wurzeln
Bestimme (ohne Computer) ein méglichst kleines ganzzahliges Intervall, in dem
die Zahl S liegt, wenn

1 1 1 1

S=——f—F—F o —
V1ioV2 3 /1009020

ist.
Tipp: Ein Lésungsansatz ist, dass Du zunichst beweist, dass fiir n = 1,2, 3, ... gilt:

1
\/n+1fﬁ<m<ﬁf\/nfl.

Mit elementaren Methoden haben wir nur ein Intervall der Lénge 2 berechnen kdnnen, was
wir im Sinne der Aufgabenstellung auch als ,mdglichst kleines ansehen.

(nach Martin Mettlert)
Lésung:
Beweis der Ungleichung:
VAT i = (Vnt1—-+n) (Vn+t1+vn)  (n+1)—n _ 1
Vit 1++/n Vn+1l+yn = 2y/n
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und weiter

1 1  (Vn=+vn—=1) (Vn+Vn—-1)
2V S a1 Va+/n—1

furn=1,273,..

SN RN

Wir multiplizieren die eben bewiesenen Ungleichungen mit 2 und addieren die
Ungleichungen, bei denen n = 1,2, 3, ..., 1009020, wobei wir 1009020 mit z

abkiirzen:
2(vV2-v1) < S < 2(V1-V0)
+ (\/_—\/_) < g5 < 2(vV2-+1)
+ 2 (V4 ) < & < 2(vV3-v2)
+o2(VzTi- f) < L < 2(yz-vZol)
= 2(—V1+Vz+1) < S < 2z

Mit z = 1009020 folgt aus der letzten Ungleichung 2007,0007... < S <
2008,9997..., so dass S im Intervall (2007,2009) liegt.

Bemerkung: Die tatsdchliche Summe betragt ungefahr 2007,5399, das wirklich
kleinste ganzzahlige Intervall ist also (2007, 2008) — aber dafiir haben wir einen
Rechner bemiiht.

Aufgabe 958: Abstandssumme im Fiinfeck

ABCDE sei ein regelméBiges Fiinfeck und P sei ein Punkt im Inneren des
Finfecks. Die Abstande des Punktes P von den Seiten des Fiinfecks seien mit
di, dy, d3, dy und ds bezeichnet.

Zeige, dass gilt: Die Summe dy + dy + d3 + dy + ds hat fiir jede Position des
Punktes P im Inneren des Fiinfecks den gleichen Wert. (H.F)

Lésung:
Die Seitenlangen des regelmaBigen Fiinfecks seien s und F sei seine Flache. Es
ist

= |AABP| + |ABCP| + |ACDP| + |ADEP| 4+ | AEAP]
1 1 1 1 1 1
= ESdl + ESdz + §Sd3 + 55d4 + ESds = Es(dl +do + d3 + dy + ds).
Daraus folgt di + do + ds + dy + ds = =

Weil nun s und F und damit auch E feste Zahlen fiir ein gegebenes Fiinfeck

sind, hat die Summe d; +d> + d3 + d4 + ds stets den festen Wert 2E fiir jede
Lage des Punktes P im Inneren des Fiinfecks.
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Aufgabe 959: Abschatzungs-Problem
Sei x; := 1 und 2x2 4+ 1 = 2x,x,,1 fiir alle n > 1, dann gilt:
1+1Inn

n§x,2,§n+
n

fur alle n > 1.

(Mihaly Bencze, Kronstadt, Rumanien; Ubersetzung MG)

Lésung:
Wir haben x,11 = x, + 2—}(’7 = X2 =X 1+
Per Induktion folgt x2 > n, denn:

1
n+1_x +14+— >n+1+ 5 > n+1
4x2

n n

Per Iteration fiir die zweite Ungleichung erhalten wir:

1
x2=x>,+1+ = ..

4X 1
n—1 n—1
1 1 1+Inn
2
=x’+(n—1)+ —2§ +2y T <n+ :
= 4x; 4k:1k 4

somit gilt n < x2 < n+ %.

So sollte auch die Behauptung in der Aufgabenstellung lauten. Leider hat sich
aber ein Tippfehler eingeschlichen.

Daher ist die Aufgabe korrekt geldst, wenn durch ein Zahlenbeispiel belegt wird,
dass die rechte Ungleichung in der Aufgabenstellung falsch ist. So ist vielen von
Euch aufgefallen, dass die Ungleichung ab n = 6 nicht mehr gilt, denn dann ist
X ~6,537...> 6,465 ... = 6+ L0,

AbschlieRend noch ein Hinweis von Giinter Pickert aus GieRen: Mit der Inte-
gralabschitzung

n—1 n—1
1 1
;§1+/—dx:1+ln(nfl)ﬁjrn>l
X
k=1 1

erhilt man fiir n > 1 sogar: x2 < n+ =1
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Wer forscht mit?

Spiegelbildliche Zahlen mit spiegelbildlichen Quadraten

Zwei natiirliche Zahlen n und m heiRen spiegelbildlich, wenn n von rechts nach
links gelesen m ergibt und wenn m von rechts nach links gelesen n ergibt,
n % m.

So bilden etwa n = 3456 und m = 6543 ein Paar spiegelbildlicher Zahlen.
Unter den spiegelbildlichen Paaren gibt es welche, deren Quadrate ebenfalls
spiegelbildlich sind; etwa diese:

(12,21) — (144, 441); (13,31)—(169,961); (112,211)— (12544, 44521).

Wenn man nun mit dem Computer zum Beispiel alle spiegelbildlichen Paare
(n, m) mit spiegelbildlichen Paaren (n?, m?) und n, m kleiner als 1000 ausrech-
net, dann wird man feststellen:

In allen gefundenen Paaren (n, m) weisen die Zahlen n und m nur die Ziffern 0,
1, 2 oder 3 auf.

Es ist eine bisher nicht beantwortete Frage, ob diese Beobachtung allgemein
gilt.

Wir jedenfalls behaupten:

Es sei (n, m) ein spiegelbildliches Paar mit spiegelbildlichem Paar (n?, m?).

Dann besitzen die Zahlen n und m in ihrer Zifferndarstellung nur die Ziffern 0,
1, 2 oder 3.

Ein ungeldstes Problem — fiir unsere zahlentheoretisch interessierten Lo(e)ser
als Herausforderung. (H.F)

Hinweis: Eure Forschungsergebnisse konnt lhr bis zum 15. August 2009 an die Mowoip-
Redaktion einsenden, denn auch hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Eure Ergebnisse werden
jeweils drei Hefte spater verdffentlicht.

NN N SN 2

. Es ist nicht Wissen, sondern das Lernen,
es ist nicht Besitzen, sondern das Erwerben,

es ist nicht das Dasein, sondern das Hinkommen,
was den grolen Genuss gewahrt.”

Johann Carl Friedrich GaulR
*30.04.1777 in Braunschweig, 123.02.1855 in Gottingen;
deutscher Mathematiker, Geodat, Physiker und Astronom.
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Ein Blick hinter die Kulissen
Der Trick des Topologen — Die Auflosung

von Hartwig Fuchs

In Heft 96 haben wir Euch im Artikel Ein Blick hinter die Kulissen — Der Trick
des Topologen (Seite 41f.) den Trick vorgestellt, bei dem der Zauberer, der
sich selbst der ,,Topologe" nennt, einen zusammenhingenden Weg durch ein
Liniensystem findet, woran die Zuschauer gescheitert sind. Dabei arbeitet er
mit einem Trick.

Als er sich ndmlich zur Losung der Aufgabe seiner Tafel zuwendet, zeichnet er
unbemerkt in seine Abbildung eine Verbindungsstrecke zwischen den sehr nahe
beieinander liegenden Punkten C und D (Abbildung 2). Genau dieser kleine
Unterschied zwischen den beiden Figuren entscheidet tiber die Losbarkeit und
Unldsbarkeit der Aufgabe. Wieso? Das mochten wir nun (er)klaren.

Die Aufgabe des Topologen hat ihren Ursprung im beriihmten Konigsberger
Briicken-Problem.

In der nachstehenden Abbildung ist die Innenstadt von Kdnigsberg um 1730
schematisch skizziert. Man sieht, dass zwischen den beiden Fliissen Alter und
Neuer Pregel, die im Stadtgebiet flieRen, eine Verbindung besteht, bevor sie
sich zum Fluss Pregel vereinen und so die Insel Kneiphof bilden. Uber dieses
Fluss-System fiihren sieben Briicken.

Neuer Pregel

0

Pregel
[

Alter Pregel

Schematische Skizze von Koénigsberg um 1730
(die schwarzen Balken stellen die sieben Briicken dar)
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Bereits im 18. Jahrhundert wurde die Frage gestellt: Ist eine Wanderung durch
die Innenstadt von Kdnigsberg mdglich, bei der jede der sieben Briicken genau
einmal iiberquert wird?

Die folgende Antwort hat Leonhard Euler (1707-1783) gefunden:
N
Jedes der von dem Fluss-System gebil-
5 deten Teilgebiete der Kdnigsberger In-
7 nenstadt und ihrer Umgebung denke
0 man sich jeweils in einem der Punkte N,
J, S, O konzentriert. Die Wege iiber die
1 Briicken seien durch die Verbindungsli-
3 nien jeweils zweier dieser Punkte darge-
stellt.

S

Euler liberlegte nun, dass fiir n Briicken, n > 1 gilt: Wenn man in einer zusam-
menhdngenden Wanderung jede Briicke genau einmal iiberqueren will, dann ist
das nur moglich, wenn zu jedem Wegstiick (auBer dem ersten und dem letzten),
auf dem man zu einem Punkt P gelangt, ein zweites Wegstiick vorhanden ist,
auf dem man den Punkt P wieder verlasst. Euler hatte damit ein Kriterium fiir
die Losbarkeit und Unlosbarkeit des Kénigsberger Briicken-Problems und sogar
des n-Briickenproblems, n > 1, entdeckt.

(1) Fir jeden Punkt P eines Wanderweges gilt:
Die Anzahl der Wegstiicke, die in P einmiinden, muss geradzahlig sein.
Davon gibt es nur zwei Ausnahmen: Im Start- und im Zielpunkt der Wan-
derung diirfen ungeradzahlig viele Wegstiicke einmiinden.

Das Konigsberger Briicken-Problem ist danach unlésbar, denn in den Punkten
N, J, S, O miinden jeweils ungeradzahlig viele Wegstiicke ein.

Zuriick zur Aufgabe des Fernsehtopologen — sie stellt ein 30-Briicken-Problem
dar, auf das man (1) anwenden darf. Da es in der Abbildung 1 auBer dem
Punkt A noch drei weitere Punkte gibt (sie sind in Abbildung 1 mit B, C, D
bezeichnet) in welche ungeradzahlig viele Wegstiicke einmiinden, gibt es fiir
die Abbildung 1 keinen Losungsweg — die Mitspieler des Topologen mussten
zwangslaufig erfolglos bleiben. Dagegen fiihrt die Manipulation des Topologen
an Abbildung 1 zur Abbildung 2, die nur noch die beiden Punkte A und B mit
jeweils ungerader Anzahl einmiindender Wegstrecken enthilt. In der Abbildung 2
ist also ein Losungsweg durchaus moglich; und der Topologe hat ja dann auch
einen davon angegeben.
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Abbildung 1

Abbildung 2

Historische Nachbemerkung

Das Sieben-Briicken-Problem war wohl schon am Anfang des 18. Jahrhunderts
in Konigsberg bekannt und diskutiert und es gab bereits damals die Meinung,
es sei unldsbar. Das veranlasste 1735 eine Gruppe von Studenten den zu dieser
Zeit noch nicht beriihmten Professor der Mathematik an der St. Petersburger
Akademie, Leonhard Euler aufzusuchen und ihn zu bitten, nach einer Lésung des
Konigsberger Briicken-Problems zu suchen; sie selbst waren damit iiberfordert
— sind doch mehrere Millionen Kombinationen von Wegstiicken moglich.

Nach einem Jahr legte Euler eine umfangreiche Arbeit vor — 1741 in Band 8
der Annalen der Akademie verdffentlicht — in der er die Bedingung (1) fiir die
Losbarkeit des n-Briicken-Problems bewies und damit zugleich die Unl6sbar-
keit des Konigsberger Briicken-Problems herleitete. Seit damals heiflt ein Weg
durch einen Graphen (= eine geometrische Figur aus Punkten und einigen oder
alle diese Punkte verbindenden Linien), wenn er die Bedingungen des Fernseh-
Topologen erfiillt, ein Euler-Weg. Eulers Arbeit stellt die erste systematische
Untersuchung eines Graphen dar, so dass Euler als der Begriinder der heute
weit aufgefdcherten Graphentheorie anzusehen ist.
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Mathematische Lese-Ecke

— Lesetipps zur Mathematik —
von Wolfgang J. Biihler

Christoph Drésser: ,,Der Mathematik-Verfiihrer. Zahlenspiele fiir alle Le-
benslagen*

Jedes der 17 Kapitel diese Buches ist eine Kurzgeschichte, teils rein fiktiv, teils
mit realem Hintergrund, die zu einem mathematischen Problem hinfiihrt und
den Leser dazu verfiihrt, sich in die zugehdrigen mathematischen Sachverhalte
zu vertiefen, die sehr anschaulich und elementar dargestellt werden. Die Diskus-
sion iiber die Irrationalitdt der Zahl 7 und von Methoden zu ihrer ndherungs-
weisen Bestimmung beginnt mit der (wahren) Geschichte iiber ein Gesetz, das
durch das Abgeordnetenhaus von Indiana 1897 einstimmig beschlossen wurde
und den Wert von pi mit 3,2 festlegte. Dank des Eingreifens des Mathematikers
C. A. Waldo stimmte der Senat dem Gesetz nicht zu. Das Kapitel iiber Ex-
tremwerte behandelt unter anderem die Frage, wie weit man eine Getrankedose
austrinken sollte, um sie moglichst standfest zu machen. Einige der Geschichten
zeigen, wie leicht besonders im Umgang mit Wahrscheinlichkeiten Trugschliisse
und Verwirrungen entstehen. Beispiele sind die Berufung auf (bedingte) Wahr-
scheinlichkeiten beim Versuch, einen Rauber zu iiberfiihren, eine (nur scheinbar)
sichere Methode, in der Spielbank zu gewinnen, die Tatsache, dass der Bau einer
zusatzlichen Schnellstralle das Risiko von Staus auf den bestehenden StraRen
erhéhen kann. An der University of California in Berkeley wurde ca. 1972 festge-
stellt, dass unter den Bewerberinnen fiir einen Studienplatz ein geringerer Anteil
angenommen wurde als unter den mannlichen Bewerbern. Eine genauere Ana-
lyse zeigte, dass dies in den einzelnen Fichern umgekehrt war. Die Erkldrung
ist das Yule-Simpson-Paradox (G. U. Yule 1903, E. H.Simpson 1951), das der
Autor sehr anschaulich erkladrt. Eine der sehr seltenen Nachldssigkeiten ist, dass
Drosser es unterldsst, Yule zu erwdhnen. Im Anschluss an die einzelnen Kapitel
steht jeweils ein kleine Aufgabe, die meisten im Stil der Mathespielereien in
Monoip. Die Lésungen finden sich im Anhang und ausfiihrlicher im Internet.

Gesamtbeurteilung: sehr gut ©©©

Angaben zum Buch: Drésser, Christoph: Der Mathematik-Verfiihrer. Zahlen-
spiele fiir alle Lebenslagen. rororo 62426, 3. Auflage, 2008, 237 Seiten, bro-
schiert, 8,95 €

Art des Buches: Kurzgeschichten mit mathematischen Problemen
Mathematisches Niveau: Uberwiegend leicht verstandlich
Altersempfehlung: ab 12 Jahren
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Bundeswettbewerb . ‘
Mathematik 2009 A

Lésungsvorschlage zu den Aufgaben der ersten Runde
von Stefan Kermer und Volker Priebe

Aufgabe 1
Bei der 202-stelligen Quadratzahl 999...99 z000...009 ist die Ziffer z an der
—— N———

100 Neunen 100 Nullen
102-ten Dezimalstelle von rechts nicht lesbar. Ermittle eine mogliche Ziffer, die

dort stehen kann!
Losung: Die Ziffer z = 4 ist moglich.
Beweis: Wir betrachten die Quadratzahl n? mit n = 101! — 3. Fiir sie gilt:

n2 — (10101 _ 3)2 — 10202 —6- 10101 + 9
=1000...000000...000 —6 - 1 000...000+9
—_—— N——
101 Nullen 101 Nullen 101 Nullen
= 999...99 4000...009 ;
—— =
100 Neunen 100 Nullen
die Quadratzahl n? hat also, wie in der Aufgabenstellung gefordert, 202 Stel-

len, stimmt an den 201 lesbaren Dezimalstellen mit der Quadratzahl der Auf-
gabenstellung tiberein und enthalt an der 102-ten Dezimalstelle von rechts die

Ziffer 4. O
Aufgabe 2

Zu zwei positiven reellen Zahlren a und b sei m(a, b) die kleinste der drei Zahlen
a, % und §+ b.

Fir welche der Zahlenpaare (a, b) ist m(a, b) maximal?

Losung: Wir erhalten den maximalen Wert von m ausschlielllich fiir das Zah-
lenpaar (a, b) = (v/2, %) wobei m(v/2, %) =2

Beweis: Fiir zwei positive reelle Zahlen a und ¢ sei M(a, ¢) die kleinste der
drei Zahlen a, c und 1 + 1. Die Funktion m der Aufgabenstellung und diese
Funktion M stehen in einem engen Zusammenhang, denn fiir positive reelle
Zahlen a und b ist m(a, b) = M(a, b~1), und mit ¢ = b~! erreicht man jede
positive reelle Zahl ¢ fiir ein b > 0. Es genligt also zur Lésung der Aufgabe die
Untersuchung, fiir welche Zahlenpaare (a, ¢) die Funktion M ihren maximalen
Wert annimmt.
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Da M(a,c) = M(c, a) fiir alle positiven reellen Zahlen a und ¢, kdnnen wir,
gegebenenfalls durch Vertauschen von a und c, uns auf Zahlenpaare (a, ¢) mit
a < c beschranken. Fiir diese Zahlenpaare |dsst sich abschatzen, dass

M(a, ¢) = min {a, c, % + %} = min {a, % + %} < min {a, %} = M(a, a),
wir uns also bei der Suche nach dem maximalen Wert von M auf den Sonderfall
a = ¢ beschrianken kdnnen. Mit diesen Voriiberlegungen untersuchen wir also
fiir 2 > 0: maximiere M(a, a) = min{a, 2}.

Esist a = 2 fiir a > 0 genau dann, wenn a = /2; es ist dann M(v/2,v2) = V2.
Einen groBeren Wert kann M nicht annehmen: Denn ist 0 < a < V2, also
2> V2, so ist M(a,a) = a < v/2. Ist umgekehrt a > /2, so ist 2 <2 und
dann auch M(a, a) = 2 < V2. O

Aufgabe 3

Ein Punkt P im Inneren des Dreiecks AABC wird an den Mitelpunkten der
Seiten BC, CA und AB gespiegelt; die Bildpunkte werden mit P,, P, bzw. P,
bezeichnet.

Beweise, dass sich die Geraden (AP,), (BPp) und (CP.) in einem gemeinsamen
Punkt schneiden!

Beweis: Zunichst die Beweisidee: Wir betrachten die beiden Vierecke DABP, P,
bzw. OAP.P,C. Wir werden nachweisen, dass sie nicht degeneriert sind und
Parallelogramme bilden, vergleiche Skizze 3.1.

Skizze 3.1

Die Diagonalen dieser Vierecke sind die Strecken AP, und BP;, bzw. AP, und
CP.. Weil in einem Parallelogramm der Schnittpunkt der Diagonalen die Dia-
gonalen halbiert, ist sofort klar, dass sich die Geraden (AP,), (BPp) und (CP,)
in einem gemeinsamen Punkt schneiden, ndmlich dem Mittelpunkt der Strecke
AP,. Das beweist die Aufgabe.
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Dass das Viereck OABP,P, ein Parallelogramm ist, wird in mehreren Teil-
schritten bewiesen. Wir fiihren iiber die Aufgabenstellung hinaus die folgenden
Bezeichnungen ein: Die Mittelpunkte der Seiten BC, CA bzw. AB seien mit M,,
My, bzw. M. bezeichnet; die Bildpunkte von A, B bzw. C unter der Spiegelung
an M,, M bzw. M. mégen A’, B’ bzw. C’ heillen, vergleiche Skizze 3.2.
Erster Schritt (Das Viereck OABP, P, ist nicht degeneriert): Da P im Inne-
ren des Dreiecks AABC liegt, liegen die Bildpunkte P, bzw. P, im Inneren
der Dreiecke AA'CB bzw. AACB’, die keine gemeinsamen Punkte haben. Im
Viereck OABA'C halbieren sich die Diagonalen AA” und BC, es ist also ein
Parallelogramm, in dem <tA’BA = 180° — <BAC < 180° gilt. Der Punkt P,
kann damit nicht auf der Geraden (AB) liegen. Analog weisen wir nach, dass
Py & (AB).

Skizze 3.2

Zweiter Schritt (Eigenschaften der Mittelparallele MM, im AABC): Wir be-
trachten die Strahlen AC und BC durch C. Aus der Umkehrung des ersten
Strahlensatzes folgt wegen

1=AM,: M,C = BM, : M,C, (3.1)
dass MM, parallel zu AB ist. Damit folgt aus dem zweiten Strahlensatz, dass

AB : MyM, = CA: CM,, = 2, (3.2)
also

SWM,M, = AB. (3.3)

Dritter Schritt (Mittelparallele MyM, im AP,P,P): Die Punkte M, bzw. M,
sind nach Konstruktion auch Mittelpunkte der Strecken PP, bzw. PP,. Im
Dreieck AP,P,P folgt analog zur Herleitung von (3.1), dass PP, parallel zu
MpM, und damit parallel zu AB ist. AuRerdem folgt analog zu (3.2) mit (3.3),
dass

PyPy =2MpyM, = AB. (3.4)
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Vierter Schritt (DABP,P; ist ein Parallelogramm): Aus der Parallelitat von
PpP, und AB, die wir im dritten Schritt bewiesen haben, folgt, dass die Wech-
selwinkel <BAP, und <(P,P,A gleich groR sind. Damit und wegen (3.4) l4sst
sich auf die Dereiecke AABP, und AP,P,A der Kongruenzsatz SWS anwen-
den: Die Dreiecke sind kongruent, und damit sind im Viereck OABP,P},, auch
die Seiten AP, und BP, parallel zueinander.

Dass das Viereck OAP.P,C ein Parallelogramm ist, wird durch Nachweis von
P,, P. ¢ (AC) und Betrachtung der Mittelparallele M M, in den Dreiecken
AABC und AP.P,P ganz analog bewiesen. O

Aufgabe 4

Eine positive ganze Zahl heile Dezimal-Palindrom, wenn ihre Darstellung z,...zo
mit z, # 0 spiegelsymmetrisch ist, das heilt zx = z,_ fiir alle k =0, ..., n gilt.
Zeige, dass jede nicht durch 10 teilbare ganze Zahl ein positives Vielfaches
besitzt, dass ein Dezimal-Palindrom ist!

Vorbemerkung: Fiir zwei ganze Zahlen Z und z kénnen wir stets ganze Zahlen
u und r finden, so dass

Z=u-z+r. (4.1)

Die Zahlen u und r sind nicht eindeutig bestimmt, stets ist aber z ein Teiler
von Z — r. Wir fiihren eine abkiirzende Schreibweise dafiir ein, dass Z,z und r
die Gleichung (4.1) erfiillen:

Z = r mod z, in Worten: ,,Z ist kongruent r modulo z".
Wie man sich leicht iiberzeugt, gelten die folgenden Rechenregeln; sie formu-

lieren nur bekannte Tatsachen iiber Teiler ganzer Zahlen in der neuen Schreib-
weise:

Z=rmodzund Z = modz= (Z+Z')=(r+r') mod z,
Z =rmod z = kZ = kr mod z fiir k € Z.

Fiir z > 0 ldsst sich r in (4.1) stets so wahlen, dass 0 < r <z —1.

Beweis: Wir betrachten eine beliebige nicht durch 10 teilbare ganze Zahl z,
die im Folgenden fest gewahlt sei und von der wir ohne Beschrankung der All-
gemeinheit (gegebenenfalls nach Multiplikation mit —1) voraussetzen kdnnen,
dass sie positiv ist. Wir unterscheiden drei Fille, die sich, weil z nicht durch 10
teilbar ist, gegenseitig ausschlieRen:

(4.2)

e z und 10 sind teilerfremd;
e z ist gerade;
e z ist durch 5 teilbar.

Im ersten Fall betrachten wir die z verschiedenen positiven ganzen Zahlen 10™
mit 0 < m < z—1, fur welche die Reste r,, iber 10™ = r,, mod z definiert seien.
Nach Voraussetzung ist rp,, # 0 fiir alle m; die z Reste r,, nehmen also jeweils
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einen der z — 1 verschiedenen Werte 1,2, ...,z — 1 an. Nach Schubfachprinzip
existieren also zwei Indices ¢, m mit 0 < ¢ < m, fiir die r, = r,,. Wegen (4.2)
gilt dann auch:

10™ —10° = (rm — r7) = 0 mod z,

das heiRt 10™ — 10° = (10™~* — 1) - 10 ist durch z teilbar. Weil nach Voraus-
setzung im hier betrachteten Fall 10 und z teilerfremd sind, muss sogar

10" —1=0mod z (4.3)

gelten, das heift, 10™~¢ —1 ist ein Vielfaches von z. Die Zahl 10™~¢ —1 ist ein
Dezimal-Palindrom, da in ihrer Dezimaldarstellung jede der m — ¢ Ziffern eine
9 ist.

Im zweiten Fall kdnnen wir z als z = 2t-y mit t > 1 und einer zu 10 teilerfrem-
den positiven ganzen Zahl y schreiben. Es sei x,x,_1 ... x1xg mit x,, xg 7 0 die
Dezimaldarstellung von x = 2. Esist stets n+1 < t, weil n =0 fiir t = 1
und es sich induktiv leicht nachweisen l3sst, dass 2 < 10t~1 fiir t > 2. Wir
konstruieren hieraus ein Dezimal-Palindrom durch

w=x-10"+x=%-10"+2" = (x- 5" + 1) - 2, (4.4)

wobei X die Dezimaldarstellung xox; ... x,—1x, habe (Dezimaldarstellung von 2!
in umgekehrter Reihenfolge); w hat also die (t + n+ 1)-stellige Dezimaldarstel-
lung

Wp = XoX1 .- Xn—1Xp 00 ... 00 X, X1 ... X1X0, Wobei d =t —n—1. (4.5)

d—mal

Aus (4.4) folgt sofort, dass w durch 27 teilbar ist; w wird im Allgemeinen jedoch
nicht durch y teilbar sein. Aus den Betrachtungen im ersten Fall wissen wir aber,
dass eine postive ganze Zahl p existiert, so dass 10P = 1 mod y; vergleiche
(4.3). Aus den Rechenregeln in (4.2) ergibt sich, dass dann auch

1079 =1 mod y fiir alle positiven ganzen Zahlen g > 1. (4.6)
Wir wahlen ein g*, so dass
si=p-qg->t+n+1 (4.7)

Dann sind auf Grund von (4.6) alle y Summanden in 1+10°+10%°+...4-100—1)s
kongruent 1 modulo y; die Summe ist also auf Grund der Rechenregeln in (4.2)
kongruent y modulo y, das heilt die Summe ist durch y teilbar. Fiir die Zahl

w- (1+410° +10% + - + 100 ~1)9)

stellen wir zusammenfassend fest: Sie ist durch z = 2.y teilbar, weil w durch 2!
und die Summe in der Klammer durch y teilbar ist. AuRerdem ist sie ein Dezimal-
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Palindrom, weil sie das Dezimal-Palindrom w, auf Grund von (4.7) ohne Uber-
schneidungen, y-mal hintereinander fiigt: Mit der abkiirzenden Schreibweise wp
aus (4.5) ergibt sich, mit e =s — t — n — 1, die Dezimaldarstellung

wp 00...00... wp 00 ... 00 wp.

e—mal e—mal

(y—1)—mal

Der dritte Fall wird analog zum zweiten Fall bewiesen, indem wir z als z = 5ty
mit t > 1 und einer zu 10 teilerfremden positiven ganzen Zahl y schreiben. O

Bemerkung: Fiir eine positive ganze Zahl z sei
p(z) ={1<r<z|gglT(r.z)=1}| (4.8)

die Anzahl der positiven ganzen Zahlen r < z, die teilerfremd zu z sind; die
Funktion ¢ wird in der Zahlentheorie Eulersche p-Funktion genannt. Die Glei-
chung (4.3) im obigen Beweis der Aufgabe kann direkt und konstruktiv iiber
den folgenden Hilfssatz bewiesen werden.

Hilfssatz (Satz von Euler-Fermat)
Die beiden positiven ganzen Zahlen a und z seien teilerfremd, das heilt
geT(a, z) = 1. Dann ist

a¥® —1=0mod z. (4.9)
Beweis des Hilfssatzes: Im Fall z = 1 ist nichts zu beweisen; es sei daher im

Folgenden z > 2. Es sei R die Menge aus der Definition von ¢(z) in (4.8), das
heilt

R={1<r<z|geT(rz) =1} = {n, .. ry)}

Wegen z > 2 gilt fiir alle r € R, dass r < z. Fiir jedes r; € R, 1 < i < ¢(2),
gilt auch ggT(a- r;, z) = 1, es existieren also nicht-negative ganze Zahlen g;
mit 1 < g; < z, so dass a- r; = q; mod z. Die Reste g;, 1 < i < ¢(z), sind
paarweise verschieden, denn wére g; = g; mit i # j, so folgte aus (4.2)

0#a-(ri—r)=(qi—q;) mod z=0mod z,

das heifit, a- (r; — r;) wére ein Vielfaches von z. Weil jedoch ggT(a, z) = 1,
miisste r; —r; ein Vielfaches von z sein, was aber wegen |ri—rj| < max{r;, rj} < z
nicht sein kann. Daher sind in der Menge {q, ...,qg,(z)} alle Reste r; aus R
enthalten, insbesondere gilt Gleichheit beim Produkt

Q1 G2 o Gp(z) = M1 127 o Fp(2)- (4.10)

Durch Ausmultiplizieren erhalten wir wegen (4.2) und der Definition der g;
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D iy oy =(a-r) (a-n) .-(a ry)
=q1° G2 Gy(z) Mod z

=rn-n-..ryz modz,

wobei wir in der letzten Gleichung (4.10) verwendet haben. Durch Subtraktion

VON 11 - 1y - ... - Iy(z) auf beiden Seiten folgt

(@) —1)-r-rp- ... fo(z) = 0 mod z;
weil aber aus der Definition der r; folgt, dass auch ggT(r-ra-...- Fo(2) z) =1,
muss tatsdchlich (4.9) gelten. O

Wir danken Herrn Fegert und Herrn Prof. Quaisser fiir ihre hilfreichen Hinweise zur Darstel-
lung.

Mathematische Ahnen

Das ,,Mathematics Genealogy Project"
von Wolfgang J. Biihler

In Deutschland und teilweise auch in anderen Landern ist es blich, den Profes-
sor, der einen Studenten bei seiner Doktorarbeit betreut, als dessen Doktorvater
oder akademischen Vater zu bezeichen. Entsprechend ist die Bezeichnung Dok-
tormutter zu verstehen.

Im Internet gibt es fiir Mathematiker dazu das
Mathematics Genealogy Project®, in dem zu
vielen Mathematikern ihre Doktorviter bezie-
hungsweise -miitter zu finden sind.

Hilbert

Lefschetz

Falls Dein Mathematiklehrer oder ein anderer Mathematiker, den Du kennst,
den Doktortitel fithren, kannst Du dort herausfinden, wer sein Doktorvater und
wer seine weiteren akademische Vorfahren sind. Meine eigenen Vorfahren findest
Du in dem Stammbaum auf der nichsten Seite.

Manche Mathematiker haben dabei auch zwei Doktorvater, welche die Arbeit
gemeinsam betreut haben (hier beispielsweise Sierpinski, der von Zaremba und
Vorony betreut wurde).

*

deutsch: Mathematischer-Stammbaum-Projekt
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Einige dieser Namen werden Dir bekannt sein. In den Ahnenreihen anderer
Monoib-Redaktionsmitglieder steht zum Beispiel Carl Friedrich GauR, ebenfalls

ein sehr bedeutender Mathematiker.
Erhard Weigel Christiaan Huygens Emmanuel Stupanus

Gottfried Willhelm Leibniz Johann IBauhin

|
Jakob Bernoulli Nikolaus Eglinger

T
Johann Bernoulli
|

Leonhard Euler Jean d’Alambert
| |
Joseph Lagrange Pierre-Simon Laplace
Simeon Poisson Joseph von Littow
| |
Michel Chasles Nikolai Brashman
| |
Gaston Darboux Pafnuty Chebyshev
- _ 1 I
Emile Picard Andrei Markov
| I
Stanislaw Zaremba Georgy Vorony

Wactaw Sierpifski
|
Jerzy Neyman

I
Wolfgang J. Biihler

Rubrik der Loser und Loserinnen
Stand nach Heft 95

Elisabeth-Langgdsser-Gymnasium Alzey:

KI. 5: Anja Forster 12, Julian Langen 8;

KL 6: Arne Broszukat 19, Sophie Gatzemeier 4, Juliane Schafer 4.

KIl. 7: Matthias Blitzer 15, Marc de Zoeten 7, Laura Tabea Galkowski 14, Paul
Gantner 9, Sebastian Ludwig 20, Benedikt Maurer 16, Raja Haider Mehmood
10, Alexander Rupertus 10, Julia Scherner 14;

KI. 8: Lara Bergjohann 4, Eike Broszukat 16, Jochen Dahlem 12, Chantal
Graversen 16, Dominik Meier 14, Andreas Pitsch 16, Freya Roth 16, Philipp
Scherrer 16;

Kl. 9: Kevin Schmitt 10;

KI. 10: Philipp Mayer 12.

Karolinen-Gymnasium Frankenthal:
KI. 12: Martin Reinhardt 25.
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Alexandria, Deutsche Schule der Borromaerinnen: (betreuende Lehrerin-
nen: Ute Frohs, Marie Claire Farag)

KI. 6: Mariam Ahmed 9; Rehab Amr 9; Yara Ayman 5; Mona Sophie El Se-
gini 9; Hoda Hazem 5; Malak Khaled 7; Marianne Michel 12; Jessica Nabil 4;
Chantal Ragy 8; Mira Hamed 2; Maram Mohamed 9. KI. 10: Nada Moh 6.

Alzey, Gymnasium am Rémerkastell:
Anna Katharina Lange 12; KI. 12: Lennart Adam 25;

Bad Bergzabern, Gymnasium im Alfred-Grosser-Schulzentrum (betreuen-
de Lehrer: Gabriele Téaffler, Gerhard Weber):

Kl. 6: Friederike Kienle 4;

KI. 9: Roberto Rossi 8; Alexander Schneider 7; David Wander 4.

KI. 11: Riidiger Bahrle 6; Jonathan Bohlen 22.

Bad Neuenahr-Ahrweiler, Peter-Joerres-Gymnasium:
KI. 8: Frank Schindler 25.

Eiterfeld, Lichtbergschule (betreuender Lehrer Wolfgang Jakob):
Kl. 7: Katharina Brohm 4.

Erlangen, Freie Walldorfschule: KI. 11: Malte Meyn 23.

Fulda, Hochbegabten-AG Mathematik:
Kl. 7: Daniel Wilde 18, Kl. 8: Janina Miiller 6.

Grunheide, Gerhard-Hauptmann-Grundschule
KI. 5: Sonja Witte 9.

Hadamar, Fiirst-Johann-Ludwig-Gesamtschule (betr. Lehrerin Frau Irmtrud
Niederle):

KI. 5: Jamal Ageli 12; Sean Brauwers 6; Njomza Krasniqi 8; Nico Oschatz 8
Matthias Trinz 4.

KI. 6: Philipp Arndt 13; Mara Koch 14; Lars Prepens 18; Joachim Roth 8.
KI. 7: Rajeththanan Balachandran 10; Thorsten Roth 19.

Hamburg, Gymasium Hochrad: KI. 10: Connor Réhricht 15.
Herzogenaurach, Gymnasium Herzogenaurach: KI. 13: Lisa Janker 21.

Kairo, Deutsche Schule der Borromaerinnen (betr. Lehrer: Christoph Straub):
KI. 8: Shaima’a Ahmed Doma 8; Nada Zaghloul 10.
KI. 11: Alia’a Ahmed Doma 25.

Kelkheim, Eichendorffschule: KI. 6: Maike Stanischewski 18.
Lehrte, Gymnasium Lehrte: KI. 8: Robin Fritsch 29.

Mainz, Frauenlob-Gymnasium (betreuender Lehrer Herr Mattheis):
Kl. 6: Leonhard Conrath 19; Victor Jans 15; Valentina Preuhs 9.
KI. 7: Niklas Braun 17; Julia Braunschadel 7, Lucas Feringa 4; Jana Veit 8.
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KI. 8: Eva Miilbusch 6; Niklas Schliesmeier 15.
Kl. 9: Kira Bittner 6; Felix Braun 4.

Mainz, Gymnasium Gonsenheim: Kl. 13: Alexey Tyukin 21.
Mainz, Rabanus-Maurus-Gymnasium: Kl. 6: Magdalena WinkelvoB 13.

Mannheim, Peter-Petersen-Gymnasium (betr. Lehrer Herr Wittekindt):
KI. 5: Leo Lutz 14.
KI. 9: Steffen Hettler 1, Tim Lutz 13, Tobias Soldan 1.

Marktoberdorf, Gymnasium: KI. 11: Florian Schweiger 26.

Neuss, Gymnasium Marienberg (betr. Lehrerin Frau Cordula Langkamp):
Kl. 6: Annika Schmitz 11.
KI. 10: Vivien Kohlhaas 18. KIl. 11: Madeline Kohlhaas 19.

Neuss, Quirinus-Gymnasium:
KI. 5: Kristina Thomsen 3;
KI. 6: Daniel Linn 8; Nathalie Linn 8; Sarah Linn 8; Paul Nehrig 1.

Oberursel, Gymnasium (betreuende Lehrer Frau Beitlich und Frau Elze):
KIl. 5: Jakob Kuhn 14; Sarah Vogel 16; Leon Wietschorke 10; Julian Zimmer
14. Kl. 6: Michael Arasim 7; Julius Asal 9; Andrea Behrent 19; Lutz Bischoff
14; Annika Brinkmann 10; Christina Diel 7; Yannic Déring 11; Marcus Dérner
9; Yasmina Gab 3; Michael Grunwald 13; Anna-Lena Hock 15; Tim Hoh 10;
Anna-Maria Klaas 16; Kathi Klauda 12; Heiko Koétzsche 15; Lea Leopold 7;
Nataly Lipp 10; Babette Marschner 7; Martin Miiller 15; Thi Thao Nguyen 6;
Mariam Rahi 8; Jonas Schramm 5; Felix Sobotta 14; Nils Thomas 7; Julian
Tjardes 8; Eva-Marie Wagner 13.

Kl. 8: Valentin Kuhn 23;

KI. 11: Bianca Bellchambers 7; Vita Bellchambers 6.

KIl. 12: Valentin Walther 23. KI. 13: Stefan Albert 22.

Remagen, Gymnasium Nonnenwerth (betreuender Lehrer Herr Meixner):
Kl. 8: David Feiler 30.

Reutlingen, Friedrich-List-Gymnasium: Kl. 7: Luis Ressel 15.
Stendal, Winckelmann-Gymnasium: KI. 10: Alexander Rettkowski 8.
Wiesbaden, Leibniz-Gymnasium: KI. 8: Dorothea WinkelvoR 12.

Winnweiler, Wilhelm-Erb-Gymnasium (betr. Lehrer Herr Kuntz):
Kl. 6: Sarah Grabelmann 9, Anna Lena Meier 9, Lena Mohr 9;
KI. 7: Lorena Ritzmann 12.

Wittlich, Peter-Wust-Gymnasium (betr. Lehrerin Frau Elisabeth Maringer):
KI. 9: Anna Arendt 10.
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Mitteilungen

» Herausgeber und Redaktion begriilen herzlich alle neuen Leserinnen und
Leser, die sich mit dem Jahr 2009 zu der Schar der Monoip-Leser(innen) und
-Laser(innen) hinzugesellt haben.

» Das Jahr 2008 war das Jahr der Mathematik. MonoiD hat hierzu ein Son-
derheft beigesteuert, das alle Abonnent(inn)en zusatzlich erhalten haben. - Das
Bundesministerium fiir Bildung und Forschung hat zusammen mit der Initiative
Wissenschaft im Dialog das Jahr 2009 unter das Zeichen Forschung gestellt:
Forschungsexpedition Deutschland. MonoiD ermuntert seine Leser(innen) schon
immer, sich forschend mit mathematischen Fragen und Problemen auseinander
zu setzen: Die Rubriken ,,Mathis machen mathematische Entdeckungen®”, ,Wer
forscht mit?"* und ,Die Seite(n) fiir den Computer-Fan" laden hierzu ein. Ent-
sprechend werden die in diesen Rubriken erzielten Punkte Grundlage fiir die
Vergabe eines Forscherpreises 2009 sein, der 2008 erstmals vergeben wurde.

» Forscherinnen hatten es zu fritheren Zeiten nicht leicht, den akademischen
Weg iiber eine Habilitation zu beschreiten, da eine solche Frauen nicht ge-
stattet wurde. Der Beitrag von Frau Dr. habil. Margarita Kraus in der Rubrik
,Wer war's?"* beschreibt dies eindringlich. Frau Kraus ist Akademische Ratin im
Institut fiir Mathematik und inzwischen Mitglied der MonoiD-Redaktion.

» Zum Jahreswechsel gab es auch einen Wechsel im Monoip-Biiro: Marcel
Gruner, bisher zustandig fiir die Erstellung und das Layout der Monoip-Hefte,
legt derzeit sein Staatsexamen ab und wird demnichst in das Referendariat fiir
den gymnasialen Schuldienst wechseln. Die Redaktion dankt Herrn Gruner fiir
seine engagierte und umsichtige Mitarbeit, die deutlich zur Qualitdt der Hefte
beigetragen hat. Von seiner Erfahrung profitieren nun seine Nachfolger Boris
Baltes und Steffen Wolf. (E.K)

Die Redaktion

Leitung: Dr. Ekkehard Kroll, Siidring 106, 55128 Mainz

Mitglieder: Angelika Beitlich, Prof. Wolfgang J. Biihler, Ph. D., Markus
Dillmann, Christa Elze, Dr. Hartwig Fuchs, Dr. Klaus Gornik, Marcel Gruner,
Dr. Cynthia Hog-Angeloni, Arthur Képps, Wolfgang Kraft, PD Dr. Marga-
rita Kraus, Helmut Ramser, Silke Schneider, Prof. Dr. Hans-Jiirgen Schuh,
Prof. Dr. Duco van Straten, Dr. Siegfried Weber

Weitere Mitarbeiter: Dr. Valentin Blomer, Martin Mattheis, Dr. Volker Priebe,
Dr. Stefan Kermer

Zusammenstellung und Satz: Boris Baltes, Marcel Gruner, Steffen Wolf
Internet: Juliane Gutjahr

Betreuung der Abonnements: Katherine Pillau
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