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Liebe L(o)eserin, lieber L(o)eser!Die neuen Aufgaben warten auf Lösungen. Nur Mut, au
h wenn Du in Mathe keine�Eins� hast! Die Aufgaben sind so gestaltet, dass Du zur Lösung ni
ht unbedingt denMathe-Sto� der S
hule brau
hst. Vielmehr wirst Du viel mathematis
he Fantasie undselbstständiges Denken brau
hen, aber au
h Zähigkeit, Willen und Ausdauer.Wi
htig: Au
h wer nur eine Aufgabe oder Teile einzelner Aufgaben lösen kann, sollteteilnehmen; der Gewinn eines Preises ist denno
h ni
ht ausges
hlossen. Denkt beiEuren Lösungen daran, au
h den Lösungsweg abzugeben!Für S
hüler/innen der Klassen 5-7 sind in erster Linie die Mathespielereien vorgese-hen; au
h S
hüler/innen der Klassen 8 und 9 dürfen hier mitma
hen, aber nur aufder Basis der halben Punktzahl. Alle S
hüler, insbesondere aber jene der Klassen8-13, können Lösungen zu den Neuen Aufgaben abgeben. Punkte aus den RubrikenComputer-Fan, Mathis ma
hen mathematis
he Entde
kungen und Wer fors
ht mit?werden bei der Vergabe des Fors
herpreises zugrunde gelegt. (Beiträge zu vers
hiede-nen Rubriken bitte auf vers
hiedenen Blättern abgeben.)Abgabe-(Einsende-) Termin für Lösungen ist der 15.05.2009.Zus
hriften bitte an folgende Ans
hrift:Johannes Gutenberg�UniversitätInstitut für MathematikMONOID-Redaktion55099 Mainz Tel.: 06131/3926107Fax: 06131/3924389E-Mail: monoid�mathematik.uni-mainz.deIm ELG Alzey können Lösungen und Zus
hriften direkt an Herrn Kraft abgegebenwerden, im KG Frankenthal direkt an Herrn Köpps.Ferner gibt es in folgenden S
hulen betreuende Lehrer/innen, denen Ihr Eure Lösungengeben könnt: Herrn Ronellen�ts
h im Leibniz-Gymnasium Östringen, Herrn Witte-kindt in Mannheim, Herrn Jakob in der Li
htbergs
hule in Eiterfeld, Frau Langkampim Gymnasium Marienberg in Neuss, Herrn Kuntz im Wilhelm-Erb-GymnasiumWinn-weiler, Herrn Meixner im Gymnasium Nonnenwerth, Herrn Mattheis im Frauenlob-Gymnasium Mainz, Frau Beitli
h und Frau Elze im Gymnasium Oberursel, Frau Nie-derle in der F-J-L-Gesamts
hule Hadamar und Herrn Dillmann im Gymnasium Eltville.Die Namen aller, die ri
htige Lösungen eingerei
ht haben, werden im MONOID in der�Rubrik der Löser� und auf der MONOID-Homepage im Internet ers
heinen.Wir bitten au
h um neue Aufgaben, die Du selbst erstellt hast, um sie zu veröf-fentli
hen. Diese Aufgaben sollen aber ni
ht aus Bü
hern oder Aufgabensammlungenentnommen sein, sondern Deiner eigenen Fantasie entspringen. Würde es Di
h ni
hteinmal reizen, eine Aufgabe zu stellen, deren Lösung vorerst nur Du kennst?Am Jahresende werden rund 50 Preise an die �eiÿigsten Mitarbeiter vergeben. Seit1993 gibt es no
h einen besonderen Preis: das Goldene M.Auÿer der Medaille mit dem Goldenen M gibt es einen bea
htli
henGeldbetrag für die beste Mitarbeit bei MONOID und bei anderen ma-thematis
hen Aktivitäten, nämli
h: Lösungen zu den Neuen Aufgabenund den Mathespielereien, Beiträge zur Seite für den Computer-Fan,Artikel s
hreiben, Erstellen von neuen Aufgaben, et
.Und nun wüns
hen wir Eu
h viel Erfolg bei Eurer Mitarbeit! Die RedaktionMONOID 97 2



Aus Zwei ma
h Einsvon Hartwig Fu
hsEine bekannte AufgabeZwei Quadrate Q1 und Q2 seien gegeben. Kann man eines dieser Quadrate so invier Teile zerlegen, dass si
h aus diesen Teilen und dem unzerlegten Quadrat einneues Quadrat zusammensetzen lässt? Versu
he es selbst, bevor Du weiterliest!Die Lösung zu der AufgabeEs seien Q1 = ABCD und Q2 = RSTU; für die Seitenlängen L1 von Q1 und L2von Q2 gelte L1 ≥ L2.Auf den Seiten von Q1 markieren wir Punkte A∗, B∗, C∗ und D∗ so, dassdie Stre
ken AA∗, BB∗, CC∗, und DD∗ sämtli
h die Länge L = 1
2(L1 + L2)besitzen � eine Begründung für diese Wahl von L wird unten na
hgeliefert.Die Q1 querenden Stre
ken A∗C∗ und B∗D∗zerlegen Q1 in vier Viere
ke mit einer allen ge-meinsamen E
ke M. Na
h Konstruktion stim-men in diesen Viere
ken drei Innenwinkel � undsomit alle Innenwinkel � sowie die Längen jezweier Seiten überein: Daher sind die vier Teil-�guren V1, V2, V3, V4 von Q1 kongruent.
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Wir legen nun V1, V2, V3, V4 so wie in Bild 2an die Seite des Quadrates Q2 an. Wir wollendann zeigen, dass der Umriss der Figur in Bild 2in Wirkli
hkeit ein Quadrat M1M2M3M4 undni
ht etwa ein Zwölfe
k ist. Da die Figur inBild 2 drehsymmetris
h ist, genügt dazu derNa
hweis, dass es eine einspringende E
ke, zumBeispiel A∗
1A

∗
2M2, gar ni
ht gibt. Dabei solltenwir stets das Bild 1 im Auge behalten.
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In V1 ist |RA∗
1 | = |AA∗| = L; in V2 folgt aus |UA∗

2 | = |BA∗| = L1 − L, dass
|RA∗

2 | = |RU| + |UA∗
2 | = L2 + L1 − L ist. Daraus ergibt si
h: Es gilt A∗

1 = A∗
2 ,sobald |RA∗

1 | = |RA∗
2 |, also L = L1 + L2 − L und somit L = 1

2 (L1 + L2), ist. Soaber war L oben de�niert. Die Punkte A∗
1 und A∗

2 stimmen daher überein.3 MONOID 97
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Wir setzen nun A∗
1 = A∗

2 = A∗. Dann hat derStre
kenzug M1A
∗M2 keinen Kni
k in A∗, dennwir haben oben begründet (Bild 1), dass in Bild 2

α + β = 180◦ gelten muss. Daher ist M1A
∗M2eine Stre
ke.Wegen der Drehsymmetrie der aus Q2 und V1,

V2, V3, V4 zusammengesetzten Figur gilt also: DieStre
ken M1M2, M2M3, M3M4, M4M1 sind glei
hlang. Und da sie na
h Konstruktion vier re
hte In-nenwinkel besitzt, stellt das Viere
k M1M2M3M4das Lösungsquadrat dar (Bild 3).Wer war's?von Margarita KrausSie wird als �Mutter der modernen Algebra� bezei
hnet, weil ihre Denkweiseein neues Zeitalter der Algebra einleitete, in dem es ni
ht mehr um umfangrei-
he Re
hnungen, sondern um abstraktere Begri�e ging. Obwohl sie s
hon zuLebzeiten eine anerkannte Mathematikerin war, bekam sie nie eine Stelle alsordentli
he Professorin.Selbst die Habilitation s
heiterte im ersten Anlauf, obwohl nie Zweifel an ihrermathematis
hen Befähigung herrs
hten. Die wahren Gründe verrät das folgendeGuta
hten: �... die wissens
haftli
he Höhe der deuts
hen Universitäten würdedur
h die forts
hreitende Verweibli
hung zweifellos sinken. Alle Fakultätsmit-glieder sind darüber einig, ... dass ein weibli
her Kopf nur ganz ausnahmsweises
höpferis
he wissens
haftli
he Leistungen hervorbringen wird ... wenn si
h un-ser Widerspru
h ... nur auf die s
hweren sozialen und akademis
hen Bedenkenund Folgen stützt, die gegen die Zulassung der Frauen zur Habilitation spre-
hen� Unterzei
hnet am 19.11.1915 von Professoren der Göttinger Universität.Erst vier Jahre später � 1919, mit Beginn der Weimarer Republik � konntesie si
h habilitieren. Ohne feste Anstellung lehrte und fors
hte sie bis 1933mit kleinen Unterbre
hungen in Göttingen und wurde dort Mittelpunkt einermathematis
hen S
hule, die weltweit Anerkennung fand.Am 25.04.1933 wurde sie, da sie Jüdin war, aufgrund des Gesetzes zur Wie-derherstellung des Berufsbeamtentums von ihrer Tätigkeit an der Universität�beurlaubt�. Sie ging ins Exil in die USA. Am Frauenkolleg Bryn Mawr (USA)erhielt sie eine Gastprofessur. Do
h s
hon am 14.04.1935 starb sie völlig uner-wartet an den Folgen einer Operation. Albert Einstein s
hrieb in seinem Na
hruf,der am 04.05.1935 in der New York Times ers
hien, dass �das kreativste ma-thematis
he Genie, das seit Begin der höheren Erziehung für Mäd
hen geborenworden ist�, ni
ht mehr am Leben war.MONOID 97 4



Des Rätsels LösungDie gesu
hte Person ist Emmy Amalie Noether. Sie wurde als erstes von vierKindern der jüdis
hen Eltern Ida Amalia Noether, geb. Kaufmann, und MaxNoether am 23.03.1882 in Erlangen geboren.Ihr Vater war Professor für Mathematik ander Universität Erlangen. Na
h dem Besu
hder S
hule für höhere Tö
hter legte sie 1900die bayeris
he Staatsprüfung für Lehrerinnen infranzösis
her und englis
her Spra
he ab. Es gabzu dieser Zeit weder S
hulen, in denen Mäd-
hen zum Abitur geführt wurden, no
h konn-ten si
h Frauen an deuts
hen Ho
hs
hulen im-matrikulieren. Jedo
h konnten (mit Erlaubnisdes Professors) Frauen als Gasthörerinnen Vor-lesungen besu
hen und dies tat Emmy Noether.Zu der Zeit gibt es knapp 1000 Studenten und 3Gasthörerinnen in Erlangen. Neben Romanistikund Ges
hi
hte begann sie au
h Mathematik-Vorlesungen bei ihrem Vater und dessen Kolle-gen, Prof. Paul Gordon, zu hören.1903 legte sie als �Externe� das Abitur ab. Na
h einem Semester in Göttingenkehrte sie wieder na
h Erlangen zurü
k. Dort war es mittlerweile au
h für Frau-en mögli
h, si
h zu immatrikulieren, und sie begann ihr Mathematikstudium.1907 s
hloss sie ihre Promotion bei Paul Gordon mit �summa 
um laude� ab. ImGegensatz zu ihren späteren Arbeiten hatte ihre Dissertation komplizierte te
h-nis
he Re
hnungen zum Gegenstand. Später bezei
hnet sie ihre Dissertationals �Formelgestrüpp� und �Mist�. Ans
hlieÿend unterstützte sie ihren Vater beiseiner Lehrtätigkeit und arbeitete privat wissens
haftli
h. 1909 hielt sie als ers-te Frau bei einer Jahresversammlung der Deuts
hen Mathematiker-Vereinigungeinen Vortrag.1915 ging sie zur Zusammenarbeit mit Felix Klein und David Hilbert na
hGöttingen � einem der führenden mathematis
hen Institute dieser Zeit. Einerster Habilitationsversu
h 1915 s
heiterte, da die preuÿis
he Habilitationsord-nung nur Männer zur Habilitation zulieÿ. Die Göttinger Professoren versu
htenvergebli
h, eine Ausnahmegenehmigung für Emmy Noether zu errei
hen. DieDiskussionen dazu waren wohl sehr kontrovers. Von Hilbert ist der Ausspru
hüberliefert �Meine Herren, wir be�nden uns hier in einer Universität ni
ht ineiner Badeanstalt, i
h kann ni
ht sehen, wel
he Rolle das Ges
hle
ht des Kan-didaten spielt.� Emmy Noether war keine rebellis
he Feministin, die gegen ihreRolle aufbegehrte, sondern eine leidens
haftli
he Fors
herin. Sie arbeitete wei-ter mit Klein und Hilbert an Fragen der allgemeinen Relativitätstheorie. Darausentstand ihre Arbeit �Invariante Variationsprobleme�, mit der sie si
h 1919, na
hEnde des Ersten Weltkriegs habilitierte. Einstein s
hrieb über diese Arbeit: �Es5 MONOID 97



imponiert mir, dass man diese Dinge von so allgemeinem Standpunkt übersehenkann. Es hätte den Göttinger Feldgrauen ni
hts ges
hadet, wenn sie zu FräuleinNoether in die S
hule ges
hi
kt worden wären. Sie s
heint ihr Handwerk zuverstehen.�Wir werden unten no
h auf den Inhalt dieser Arbeit, die au
h heute no
h invielen Physikbü
hern zitiert wird, eingehen.Für Emmy Noether war diese Arbeit jedo
h abseits ihrer hauptsä
hli
hen Inter-essen, der abstrakten Algebra. Viele Begri�e dort tragen ihren Namen. So gibtes zum Beispiel noethers
he Ringe, die heute jeder Mathematik-Student kennt.Ihre Vorlesungen waren wohl ni
ht na
h jedermanns Ges
hma
k und wenigerfür Anfänger als für fortges
hrittene Studenten geeignet. Au
h ihr Vortragsstilwar gewöhnungsbedürftig. �Sie zerstampfte man
hmal ein Stü
k Kreide, das siezerbro
hen hatte ..., das Gegenteil einer eleganten Dame�, beri
htete einer ihrerS
hüler, der Algebraiker van der Waerden.Oft präsentierte sie neue Theorien und Beweise in ihren Vorlesungen. So hat-te sie bald einen Kreis begabter S
hüler um si
h, ihre �Trabanten� oder die�Noether-Knaben�, wie sie genannt wurden. Zu ihnen gehörten ni
ht nur fort-ges
hrittene Studenten, sondern au
h ausgebildete Mathematiker � unter ih-nen viele ausländis
he Gäste. Ni
ht nur in Seminaren, sondern au
h bei lan-gen gemeinsamen Spaziergängen, Puddingessen in ihrer Mansardenwohnungund S
hwimmen im Stadtbad redeten sie über Mathematik. Van der Waer-den s
hrieb über sie: �Völlig unegoistis
h und frei von Eitelkeit, beanspru
htesie niemals etwas für si
h selbst, sondern förderte in erster Linie die Arbeitenihrer S
hüler. Sie s
hrieb für uns alle immer die Einleitungen, in denen die Leit-gedanken unserer Arbeiten erklärt wurden, die wir selbst anfangs niemals insol
her Klarheit bewusst ma
hen und ausspre
hen konnten. Sie war uns einetreue Freundin und glei
hzeitig eine strenge, unbeste
hli
he Ri
hterin.�Dieses blühende mathematis
he Leben wurde dur
h das Nazi-Gesetz zur Wie-derherstellung des Berufsbeamtentums von 1933 jäh zerstört. Sie emigrierte indie USA. Ras
h begann sie in Bryn Mawr wieder einen Kreis von S
hülerinnenum si
h zu s
haren. Daneben lehrte sie im nahen Prin
eton bis sie 1935 völligunerwartet starb.Der in der Arbeit �Invariante Variationsprobleme� bewiesene Satz spielt au
hheute no
h vor allem in der Physik, aber au
h in der Mathematik, eine wi
htigeRolle. Die Stärke des Satzes liegt darin, dass eine spezielle Fragestellung � hierdie na
h der Erhaltung der Energie in der allgemeinen Relativitätstheorie � soverallgemeinert wird, dass er Antworten auf völlig unters
hiedli
he Fragestellun-gen gibt: Grob formuliert, sagt der Satz, dass jede �Symmetrie� eines Problemseine �Erhaltungsgröÿe� liefert.Ein geometris
hes Muster ist symmetris
h, wenn es unter bestimmten �Bewe-gungen�, beispielsweise Vers
hiebungen, Spiegelungen oder Drehungen in si
hüberführt wird. Entspre
hend kann man au
h von der Symmetrie eines phy-sikalis
hen Experiments spre
hen, wenn man es verändern kann und denno
hMONOID 97 6



dieselben Resultate erzielt:Führt man ein physikalis
hes Experiment dur
h, so erwartet man, dass dasErgebnis unabhängig vom Zeitpunkt der Ausführung ist. Ein Pendel s
hwingtheute so s
hnell wie morgen. Dies nennt man �Symmetrie gegenüber Vers
hie-bungen in der Zeit.� Die �Erhaltungsgröÿe�, die man na
h dem Satz von EmmyNoether daraus herleiten kann, ist die �Energie�. In einem �abges
hlossenen�System bleibt die Energie erhalten.Wenn man ein Experiment unter glei
hen Bedingungen an vers
hiedenen Ortenausführt, so erwartet man dieselben Messergebnisse. Dies nennt man �Symme-trie unter räumli
hen Vers
hiebungen�. Die Erhaltungsgröÿe, die der Noether's
heSatz liefert, ist die Impulserhaltung, das heiÿt, wenn auf einen Körper keine äu-ÿere Kraft wirkt, bleibt der Impuls, also das Produkt aus Masse und Ges
hwin-digkeit, erhalten.Die wi
htigste Rolle spielt der Satz heute in der modernen Elementarteil
hen-physik. Symmetrien der Systeme führen dort zur Erhaltung der Ladung undgewisser �Quantenzahlen�.Eulers Bere
hnung von π mit einemPrimzahlen-Siebvon Hartwig Fu
hsDie Primzahlen und die Kreiszahl π sind seit bald 3000 Jahren Themen derMathematik. Dabei galt lange Zeit:�Primzahlen gehören zur Zahlentheorie und die Zahl π ist auss
hlieÿli
h eineRe
hengröÿe der Geometrie.�Leonhard Euler (1707�1783) widerlegte dieses Vorurteil, als es ihm gelang, einearithmetis
he Verbindung zwis
hen den Primzahlen und π herzuleiten. Ganzunvorbereitet war seine Entde
kung allerdings ni
ht � sie hatte berühmte Vor-läufer:John Wallis (1616�1703), ein anglikanis
her Geistli
her, der erst mit 30 Jahrenals Autodidakt (Selbstlerner) zur Mathematik kam, verö�entli
hte 1655 eineGlei
hung, nämli
h das na
h ihm benannte unendli
he Wallis-Produkt(1) π
4 = 2

3 · 4
3 · 4

5 · 6
5 · 6

7 ...Er s
hlug also eine arithmetis
he Brü
ke zwis
hen den rationalen Zahlen undder Kreiszahl π.Im Jahre 1682 wurde dann von Gottfried W. Leibniz (1646�1716), einem dergröÿten Gelehrten seiner Zeit, die sogenannte Leibniz-Reihe entde
kt:(2) π
4 = 1

1 − 1
3 + 1

5 − 1
7 + 1

9 − ... 7 MONOID 97



Hiermit ist eine arithmetis
he Beziehung zwis
hen π und nur den ungeradennatürli
hen Zahlen hergestellt.Die Glei
hungen (1) und (2) waren von groÿer Bedeutung für die Mathematik.Sie bra
hten einen wi
htigen methodis
hen Forts
hritt:Sie zeigen, dass die bis dahin nur in geometris
hen Bere
hnungen aufgetrete-ne Zahle π dur
haus au
h in arithmetis
hen Zusammenhängen vorkommt undsol
he Zusammenhänge lassen si
h mit zahlentheoretis
hen Mitteln bearbeiten.Euler demonstierte mit der Herleitung seiner Formel (3), dem unendli
hen Euler-Produkt, wie so eine Bearbeitung aussehen kann:(3) π
4 (1 + 1

3 )(1− 1
5 )(1 + 1

7 )...(1± 1
pn

)... = 1 mit (1 + 1
pn

) falls n = 4k − 1 und
(1− 1

pn
) falls n = 4k +1, wobei pn die n-te Primzahl meint und n ≥ 2 gilt.Das von Euler dabei eingesetzte zahlentheoretis
he Werkzeug ist ein uraltersimpler Algorithmus � ein sogenanntes Primzahlen-Sieb.Seit der Antike besitzen die Mathematiker ein von Eratosthenes von Kyrene (um284�
a. 200 v. Chr.) entwi
keltes, genial einfa
hes Verfahren zur Aussonderungder Primzahlen aus der Folge der natürli
hen Zahlen � das Sieb des Eratosthenes�, wel
hes no
h ni
ht einmal vorraussetzt, dass man multiplizieren kann, nurzählen muss man können und Folgendes wissen:(∗) Wenn man von einer natürli
hen Zahl a > 1 aus mit der S
hrittlänge a dieFolge der natürli
hen Zahlen �entlang geht�, dann tri�t man dabei genaudie Vielfa
hen von a, nämli
h a, 2a, 3a, ....Das Verfahren von Eratosthenes funktioniert als Siebverfahren so:Es sei F0 : 2, 3, 4, 5, ... die Folge der natürli
hen Zahlen gröÿer als 1.1. Dur
hgang: Aus F0 entfernt man alle Vielfa
he von 2 auÿer der 2 selbst.Man erhält so die Folge F1.

F1 : [2], 3, 5, 7, 9, 11, ... , 47, 49, 51, 53, 55, 57, 59, ...2. Dur
hgang: Man strei
ht in F1 alle Vielfa
he von 3 auÿer der 3 selbst.Man erhält so die Folge F2.
F2 : [2, 3], 5, 7, 11, ... , 47, 49, 53, 55, 59, ...3. Dur
hgang: Man strei
ht in F2 alle Vielfa
he von 5 auÿer der 5 selbst.Man erhält so die Folge F3.
F3 : [2, 3, 5], 7, 11, ... , 47, 49, 53, 59, ...4. Dur
hgang: Man strei
ht in F3 alle Vielfa
he von 7 auÿer der 7 selbst.Man erhält so die Folge F4.
F4 : [2, 3, 5, 7], 11, ... , 47, 53, 59, ...Man ma
ht si
h lei
ht klar, dass für n ≥ 1 gilt:MONOID 97 8



Ist Fn = [2, 3, 5, 7, ..., pn], m1, m2, m3, ..., dann bildet [2, 3, 5, ..., pn] ein An-fangsstü
k der Folge p1, p2, p3, ...pn, ... der na
h wa
hsender Gröÿe gord-neten Primzahlen; m1, m2, m3, ... sind natürli
he Zahlen gröÿer als pn, vondenen keine dur
h eine Primzahl kleiner oder glei
h pn teilbar ist.Diese Aussage lässt si
h ans
hauli
h so ums
hreiben:Das Eratosthenes-Verfahren siebt aus der Fogle der natürli
hen Zahlen gröÿer1 genau die Primzahlen aus.Wie hat nun Leonhard Euler die mit (3) behauptete arithmetis
he Beziehungzwis
hen π und den Primzahlen hergeleitet?Sein Ausgangspunkt war die Leibniz-Reihe (2), die wir R1 nennen und so s
hrei-ben:
R1 =

1

1
− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− ... ± 1

t
± ... ,mit + 1

t
, falls t = 4n +1, sowie − 1

t
, falls t = 4n− 1. Dabei sei t ≥ 1 ungerade.Euler hatte bemerkt, dass bis auf eine Ausnahme die Reziproken der Zahlen derEratosthenes-Folge F1 genau die Bru
hzahlen der Reihe (2) sind. Das bra
hteihn dazu, das folgende Eratosthenes-Verfahren auf R1 anzuwenden:1. Dur
hgang: Aus R1 entfernte Euler alle Brü
he, deren Nenner Vielfa
he derPrimzahl 3 sind. Er errei
ht dies, indem er zu R1 die Reihe 1

3R1 so addiert∗:
R1 = + 1

1− 1
3 + 1

5− 1
7 + 1

9− 1
11 ± ...+ 1

49 − 1
51+ 1

53 − 1
55 ± ...

+ 1
3R1 = + 1

3 − 1
9 ± ... + 1

51 ± ...

R2 = (1 + 1
3 )R1 = + 1

1 + 1
5− 1

7 − 1
11 ± ...+ 1

49 + 1
53 − 1

55 ± ...2. Dur
hgang: Aus R2 werden alle Brü
he entfernt, deren Nenner Vielfa
he derPrimzahl 5 sind, indem man zu R2 die Reihe − 1
5R2 addiert. Man erhält dieReihe R3:

R3 = R2(1 − 1
5 ) = 1

1 − 1
7 − 1

11 ± ... + 1
49 + 1

53 − 1
59 ± ...3. Dur
hgang: Entfernung aller Brü
he aus R3, deren Nenner Vielfa
he derPrimzahl 7 sind, dur
h Addition der Reihe 1

7R3 zu R3 ergibt die Reihe R4:
R4 = R3(1 +

1

7
) =

1

1
− 1

11
+

1

13
± ... − 1

47
+

1

53
− 1

59
± ...So fortfahrend (vollständige Induktion) erhält man aufeinander folgende Reihen

R1,R2,R3, ...,Rn−1, Rn für n ≥ 2, wobei für Rn gilt:
∗ Mit der Reihenlehre lässt si
h beweisen, dass die an den Reihen R1, R2,R3, ... ausgeführ-ten Operationen sämtli
h zulässig sind. 9 MONOID 97



Rn = Rn−1(1 ± 1
pn

) = 1
1 ± 1

pn+1
± ... Dabei meinen pn und pn+1 die n-teund (n+1)-te Primzahl. Es ist 1 + pn falls pn = 4k − 1 sowie 1 − pn falls

pn = 4k + 1 und 1
1 + 1

pn+1
falls pn+1 = 4m + 1 ist sowie 1

1 − 1
pn+1

falls
pn+1 = 4m − 1 ist.Ersetzt man nun in der Glei
hung für Rn der Reihe na
h Rn−1 dur
h Rn−2, dann

Rn−2 dur
h Rn−3, ... und s
hlieÿli
h R2 dur
h R1, so folgt:
Rn = R1(1 + 1

3 )(1 − 1
5 )(1 + 1

7 )...(1 ± 1
pn

) = 1
1 ± 1

pn+1
± ...Von hier aus hat Euler viellei
ht so weiter überlegt:Es ist 1

1 ± 1
pn+1

± ... = 1 + R1 − ( 1
1 − 1

3 + 1
5 ± ... ± 1

pn
)Damit gilt für n → ∞:Wegen (2) ist 1 + R1 − ( 1

1 − 1
3 + 1

5 ± ... ± 1
pn

) → 1 + R1 − R1 = 1; folgli
h istau
h 1
1 ± 1

pn+1
± ... → 1 und deshalb au
h Rn → 1.Das Letzte bedeutet aber mit R1 = π

4 , dass dann wegen
π
4 (1 + 1

3 )(1 − 1
5 )(1 + 1

7 )...(1 ± 1
pn

) → 1 Eulers Behauptung (3) zutri�t.Selbst heute im Zeitalter der Computer sind die Formeln (1),(2) und (3) nurvon geringem praktis
hen Nutzen:Um au
h nur einige wenige si
here Stellen des π-Wertes zu erhalten, muss manunverhältnismässig riesige Anzahlen von Summanden bzw. Faktoren berü
k-si
htigen, weil die Ausdrü
ke (1),(2) und (3) äuÿerst langsam konvergieren.Hättest Du es gewusst?Was ist ein unendli
her Abstiegvon Hartwig Fu
hsEine der ältesten Beweisstrategien, die wir kennen, ist ein bemerkenswert struk-turierter Umögli
hkeitsbeweis, den die Mathematiker des alten Grie
henland �vermutli
h die Pythagoreer, eine von etwa 550 bis 350 v. Chr. bestehende Grup-pe von Philosophen und Mathematikern � entwi
kelt haben. Er geriet na
h demUntergang der grie
his
h-römis
hen Zivilisation lange in Vergessenheit, bis ihnPierre de Fermat (1601�1665) wiederentde
kte. Fermat war so stolz auf �sein�Beweisverfahren, dass er später behauptete, alle seine s
hönen mathematis
henErfolge alleine damit errungen zu haben.Er war es au
h, der dieser Beweisstrategie ihren heutigen Namen gab: des
entein�nie � was mit unendli
her Abstieg und man
hmal au
h mit unendli
herRegress übersetzt wird.Die Methode des unendli
hen Abstiegs funktioniert ans
hauli
h so: Ein logis
herProzess führt von Stufe zu Stufe hinab in einen mathematis
hen Abgrund � inMONOID 97 10



einen Widerspru
h. Aber dieser Widerspru
h ermögli
ht es � erstaunli
her Weise� die Wahrheit einer zu beweisenden Aussage herzuleiten.∗Algorithmis
he Bes
hreibung eines unendli
hen RegressesEs sei A eine Aussage, in der natürli
he Zahlen n eine Rolle spielen� sol
heAussagen bezei
hnen wir mit Hinweis auf die Abhängigkeit der Aussage A von
n mit A(n).Die mit einem unendli
hen Abstieg beweisbaren Behauptungen sind nun imeinfa
hsten Fall typis
her Weise von der Art:(1) Die Aussage A(n) tri�t für keine natürli
he Zahl n zu.Man beginnt den Beweis von (1) mit einem unerwarteten logis
hen Zug, indemman das Gegenteil von (1) � also die Negation (Verneinung) von (1) � für ein
n1 als wahr annimmt, also:(2) Die Aussage A(n1) ist wahr für eine natürli
he Zahl n1.Aus der Annahme (2) sei nun herleitbar, dass für eine natürli
he Zahl n2 mit
n2 < n1 gilt:(3) Die Aussage A(n2) tri�t zu für n2.Mit (3) be�ndet man si
h nun in der glei
hen logis
hen Situation wie bei (2).Von (3) kann man daher au
h mit der glei
hen S
hlusskette wie (2) ⇒ (3) dieBehauptung beweisen: Für eine natürli
he Zahl n3 mit n3 < n2 gilt:(4) Die Aussage A(n3) ist wahr für n3.Aus A(n3) leitet man ebenso A(n4) für ein n4 < n3 her und so weiter... in einerans
heinend ni
ht abbre
hende Folge von weiteren �Abstiegen� A(n5), A(n6),
A(n7)... mit n4 > n5 > n6 > n7 >...Aber die mit einer unbes
hränkt langen S
hlusskette (2) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒...einhergehende, ebenfalls unbes
hränkt lange Unglei
hungskette n1 > n2 >
n3 >... von immer kleiner werdenden natürli
hen Zahlen n1, n2, n3, ... ist garni
ht mögli
h, denn sie widerspri
ht der Tatsa
he, dass es unterhalb von n1 nurendli
h viele vers
hiedene natürli
he Zahlen gibt.Aus diesem Widerspru
h folgt: Die Annahme (2) muss fals
h sein. Dann giltaber (1), was zu zeigen war.Anwendung an einem BeispielAn einem geometris
hen(!) Beispiel demonstieren wir, wie der logis
he Prozessdes unendli
hen Abstiegs konkret abläuft, indem wir zeigen:(∗) Es gibt kein regelmäÿiges Fünfe
k, dessen sämtli
he E
kpunkte Gitterpunk-te sind.
∗ Ludwig Wittgensetin (1889�1951), einer der bedeutendsten Philosophen und Logikerdes 20. Jahrhunderts, bemerkt einmal: �Die Logiker und Mathematiker haben eine aber-gläubige Angst vor dem Widerspru
h.� Unser Beri
ht wird zeigen, dass diese Angst beieinem unendli
hen Regress gänzli
h unbegründet ist.11 MONOID 97



Eine Ebene sei mit einem 
artesis
hen Koordinatensystem versehen. Dann heiÿtjeder Punkt (x |y) mit ganzzahligen Koordinaten x , y ein Gitterpunkt. Um zuzeigen, dass (∗) gilt, beweisen wir vorweg:a) Die quadrierte Länge einer Stre
ke zwis
hen zwei Gitterpunkten ist ganz-zahlig.b) Sind drei E
kpunkte eines Parallelogramms Gitterpunkte, so ist es au
hder vierte E
kpunkt.Begründung:
d2 − a2

C

D

B

A d1 − a1

L

d2 − a2

y

x

d1 − a1Abbildung 1
A = (a1|a2) und D = (d1|d2) seien zweibeliebige Gitterpunkte � verglei
he Ab-bildung 1. Dann ist die quadrierte Länge
L2 = (d1 − a1)

2 +(d2 − a2)
2, da nur mitganzen Zahlen addiert, subtrahiert undmultipliziert wird, ganzzahlig.

B = (b1|b2) sei nun ein weiterer Git-terpunkt und C = (c1|c2) ein vierterPunkt so, dass der Stre
kenzug ABCDein Parallelogramm ist. Dann ist c1 =
b1 + (d1 − a1) und c2 = b2 + (d2 − a2).Wie bei der quadrierten Seitenlänge sinddemna
h c1 und c2 ganze Zahlen, alsoist C ebenfalls ein Gitterpunkt.Wir beweisen nun (∗) dur
h einen unendli
he Abstieg:Annahme: Die E
kpunkte A1, B1, C1, D1 und E1 eines regelmäÿigen Fünfe
ks

F1 seien Gitterpunkte.Dann ist die quadrierte Seitenlänge
L2

1 von F1 ganzzahlig. In das Fünfe
k
F1 konstruieren wir fünf Rauten, et-wa die Raute A1B1C1D2 mit Gitter-punkten A1, B1, C1 und D2 � verglei-
he Abbildung 2 � sowie die übrigenRauten B1C1D1E2 und so weiter � ver-glei
he Abbildung 3. Die fünf Punkte
A2, B2, C2, D2, E2 sind als E
kpunkte derRauten � und somit als E
kpunkte spe-zieller Parallelogramme � jeweils Gitter-punkte; sie bilden die E
kpunkte einesneuen Fünfe
ks F2, wel
hes aus Sym-metriegründen regelmäÿig ist.

L1

A1 B1

D2
E1

D1

C1

Abbildung 2MONOID 97 12



Aus der Annahme folgt somit:Sämtli
he E
kpunkte des regelmäÿigenFünfe
ks F2 sind Gitterpunkte und des-halb ist die quadrierte Seitenlänge L2
2von F2 ganzzahlig. O�entsi
htli
h gilt

L2
2 < L1

2. Ebenso konstruiert man aus
F2 ein regelmäÿiges Fünfe
k F3 mit lau-ter Gittere
kpunkten und ganzzahligen,quadrierten Seitenlängen L3

2 mit L3
2 <

L2
2 und so weiter...

E1

D1

C1
C2D2

E2

A2

B2
L1

L2

B1A1Abbildung 3Aber eine auf diese Weise erzeugte, ni
ht abbre
hende Folge von natürli
henZahlen L1
2, L2

2, L3
2, ... mit L1

2 > L2
2 > L2

2, ist ni
ht mögli
h � irgentwannmuss es eine kleinste natürli
he Zahl geben! Damit ist gezeigt, dass die amAnfang getro�ene Annahme auf einen Widerspru
h führt, also ist sie fals
h.Somit gilt die Behauptung (∗ ).Die besondere AufgabeÜber die Zerlegung von spitzwinkligenDreie
ken in spitzwinklige Dreie
kevon Hartwig Fu
hsEin Dreie
k heiÿt spitzwinklig, wenn jeder seiner Winkel < 90◦ ist. SpitzwinkligeDreie
ke können ni
ht immer in spitzwinklige Dreie
ke zerlegt werden. Vielmehrlässt si
h zeigen:Ein spitzwinkliges Dreie
k kann ni
ht in zwei oder drei, wohl aber in vierspitzwinklige Dreie
ke zerlegt werden.Die LösungEs sei △ ein spitzwinkliges Dreie
k mit den E
kpunkten A, B und C .(1) Annahme: △ sei in zwei spitzwinklige Dreie
ke △1, △2 zerlegt.Die beiden Dreie
ke △1 und △2 besitzen eine gemeinsame Seite, bei der einEndpunkt zuglei
h E
kpunkt von△ sein muss und der andere Endpunkt � er sei
P genannt � in einer Seite von△ liegt (Figur 1). Dann sind na
h Voraussetzungdie Winkel von △1 und △2 bei P zusammen < 90◦ + 90◦, also < 180◦ � einWiderspru
h: △1 und △2 können daher ni
ht beide spitzwinklig sein.13 MONOID 97



△2

P B B

△2

△1

P

△3
Q

△1

A

C C

AFigur 1 Figur 2(2) Annahme: △ sei in drei Spitzwinklige △1, △2 und △3 zerlegt.1. Fall: Es gebe keinen Punkt R , der ein gemeinsamer E
kpunkt von △1, △2und △3 ist.Zerlegung von △:Zunä
hst zertrennt man △ wie in Figur 1 in zwei Dreie
ke � deren gemeinsameSeite sei CP . Eines der beiden Dreie
ke � zu Beispiel△ BCP zerlegt man weiterin zwei Dreie
ke △2, △3 mit gemeinsamer Seite BQ (verglei
he Figur 2). Wiein (1) folgt für die Winkel von △2 und △3 bei Q, dass sie zusammen < 180◦sind � ein Widerspru
h. Also tritt der 1.Fall ni
ht ein.2. Fall: Es gebe einen Punkt R , der gemeinsamer E
kpunkt von△1, △2 und △3ist.a) R liegt im Inneren von △ (Figur 3).Dann sind die Winkel von △1, △2 und △3 beim Punkt R zusammen
< 3 · 90◦ = 270◦ � ein Widerspru
h, da sie ja zusammen 360◦ergeben müssen.b) R sei ein E
kpunkt von △ oder R liege in einer Seite von △.Dann sind nur die in Figur 4 oder Figur 5 skizzierten Zerlegungen mög-li
h. Es gibt daher stets einen Punkt S , S 6= R , in einer Seite von △,der gemeinsamer Endpunkt zweier Zerlegungsdreie
ke ist. Wie in (1) folgtdaraus der Widerspru
h, dass die Winkel zweier Dreie
ke bei S zusammen
< 180◦ sind.

A

C

R

S

△1Figur 5 BA

C = R

SFigur 4△1

A

C

Figur 3R
△2

△1
△3

B

△3

△2
△3△2

BMit (1) und (2) ist gezeigt: Ein spitzwinkliges Dreie
k ist weder in zwei no
hin drei spitzwinklige Dreie
ke zerlegbar.MONOID 97 14



(3) Wir zei
hnen in△ das Mittendreie
k PQR einund zerlegen △ in vier kongruente Dreie
ke
△1, △2, △3 △4, die zu △ ähnli
h sind, denndie Seitenlängen von △1, △2, △3 und △4betragen die Hälften der Seitenlängen von △,da P , Q, R deren Mittelpunkte sind und weil
PQ ‖ AB, QR ‖ BC , RP ‖ CA (Umkehrungdes Strahlensatzes). A

C

PQ

β

z

x

y

α

γ
△4

γ

R BFigur 6α β

α β

Bezei
hnet man die Winkel von △ mit α, β, γ, dann sind die Winkel von
△1, △2, △3 als Stufenwinkel an Parallelen festgelegt (Figur 6).Für den Winkel x von △4 gilt: α + β + x = 180◦; also x = γ. Entspre
hend�ndet man: y = α und z = β.Wegen α, β, γ < 90◦ sind die vier Dreie
ke △1, △2, △3 und △4 spitzwinklig.Daher ist jedes spitzwinklige Dreie
k in vier spitzwinklige Dreie
ke zerlegbar.Anregung zum WeiterdenkenWie steht es mit der Zerlegung eines spitzwinkligen Dreie
ks in fünf (in se
hs,in sieben, in a
ht, ...) spitzwinklige Dreie
ke?Die Seiten für den Computer-FanEine Formel zur Erzeugung von Primzahlzwillingen?Ein Primzahlzwilling ist ein Paar (p, q) von Primzahlen p und q im Abstand
2 wie (3, 5), (5, 7) oder (11, 13). Die Frage, ob es unendli
h viele oder nurendli
h viele Primzahlzwillinge gibt, ist bislang trotz intensiver Bemühungender Mathematiker no
h ni
ht ents
hieden.Wenn man eine Formel als Funktion einer natürli
hen Zahl n �nden könnte,die für alle n nur Primzahlzwillinge liefert oder do
h mit wa
hsendem n immerwieder wel
he, wäre der Na
hweis erbra
ht, dass es unendli
h viele Primzahl-zwillinge gibt; denn dies ist die allgemeine Vermutung.Untersu
he unter diesem Aspekt die Folge der Zahlenpaare (p(n), q(n)) mit

p(n) := 30·|(2n−27)·(n−15)|−1 und q(n) := 30·|(2n−27)·(n−15)|+1für mögli
hst viele natürli
he Zahlen n. Was beoba
htest Du? (na
h H.F.)Hinweis: Ihr könnt Eure Lösungen bis zum 15. Mai 2009 eins
hi
ken, denn au
h hierbei gibtes Punkte zu ergattern. Allerdings müsst Ihr bei der Verwendung eines eigenen Programmsdies entspre
hend dokumentieren dur
h Einsenden der Programm-Datei (am Besten als E-Mail-Anhang an monoid�mathematik.uni-mainz.de).Die Lösungen werden jeweils im übernä
hsten Heft ers
heinen.15 MONOID 97



Ergebnisse zur Computer-Aufgabe ausMONOID 95Aufgabe: Ganzzahlige Punkte auf kubis
her KurveWir betra
hten in einem (x , y)-Koordinatensystem die Kurve k , die dur
h diekubis
he Glei
hung y2 − x3 = 17 bes
hrieben wird.Falls es in dem Kreisgebiet, das dur
h die Unglei
hung x2 + y2 ≤ 108 de�niertwird, Kurvenpunkte K auf k mit ganzzahligen Koordinaten gibt, bestimme mandiese! (H.F.)Ergebnisse:Es genügt zur Au�ndung von Lösungen in dem vorges
hlagenen Berei
h nurganzzahlige x mit −2 ≤ x ≤ 104 in Betra
ht zu ziehen; denn für x ≤ −3 ist
y2 − x3 ≥ 27 und für x > 104 ist x2 + y2 > 108.Mit dieser Coputer-Aufgabe bes
häftigt haben si
h Janos
h Gräf (Georg-Forster-Gesamts
hule Wörrstadt) und Florian S
hweiger (Gymnasium Markto-berdorf) mit eigenen Programmen in C beziehungsweise Visual Basi
. Ihre über-einstimmenden Resultate von 14 ganzzahligen Koordinatenpaaren (x , y) lauten:
K1(−2|3), K2(−2| − 3), K3(−1|4), K4(−1| − 4),
K5(2|5), K6(2| − 5), K7(4|9), K8(4| − 9),
K9(8|23), K10(8| − 23), K11(43|282), K12(43| − 282),
K13(52|375), K14(52| − 375).Florian S
hweiger ist mit x no
h über 104 hinaus gegangen (bis 105) und hatdabei no
h zwei weitere Punkte entde
kt:

K15(5234|378661) und K16(5234| − 378661).Mathis ma
henmathematis
he Entde
kungenZahlen-TrapezeS
hreibe für eine natürli
he Zahl n > 1 einen beliebig langen Anfang der n-ten Potenzen 1n, 2n, 3n, 4n, ... in eine Reihe R1. Bere
hne dann die positivenDi�erenzen D1, D2, D3, ... von jeweils zwei bena
hbarten Potenzen und s
hreibesie wie im Beispiel in einer Reihe R2 unter die Reihe R1; dana
h s
hreibe diepositiven Di�erenzen von jeweils zwei bena
hbarten Zahlen Di , Di+1 in einerReihe R3 unter die Zeile R2, und so weiter.MONOID 97 16



6
3

...

...

...

...R4 :

R3 :

R2 :

R1 : 1
3

2
3

3
3

4
3

5
3

91

3630

61

24

37

18

19

12

7

6 6 6 6Untersu
he nun sol
he Zahlen-Trapeze für vers
hiedene Werte von n.Kannst du in ihnen irgendwel
he Gesetzmäÿigkeiten erkennen?Wenn ja: Formuliere sie als Vermutung! (H.F.)Hinweis: Eure mathematis
hen Entde
kungen könnt Ihr bis zum 15.08.2009 an die MONOID-Redaktion einsenden, denn au
h hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Eure Ergebnisse werdenjeweils drei Hefte später verö�entli
ht.Lösungen der Mathespielereien ausMONOID 96Für die jüngeren S
hüler/innen der Klassen 5�7In eigener Sa
heIhr haltet nun das Heft 97 in den Händen, bald können wir also Jubiläum, das100. feiern.Bei den Neuen Aufgaben sind wir au
h s
hon weit im 900-er Berei
h mit derAufgabennummerierung, es steht also au
h die 1000. Aufgabe kurz bevor.Do
h wel
hes dieser beiden Ereignisse werden wir früher feiern können? Fallendiese Ereignisse viellei
ht sogar zusammen?Hinweis: Wir stellen in der Regel in jedem Heft sieben Neue Aufgaben. � Zusatzfrage fürZusatzpunkte: War es immer so, dass pro Heft sieben Neue Aufgaben gestellt wurden?(MG)Lösung:Die Hefte ers
heinen alle drei Monate. Daher lässt si
h bere
hnen, dass Heft 100im Dezember 2009 ers
heinen wird.Im letzten Heft haben wir die Aufgabe 959 gestellt. Daraus lässt si
h wiederumho
hre
hnen, dass bei sieben Aufgaben pro Heft im Jubiläumsheft die Aufgaben981 bis 987 gestellt werden. Das Jubiläum wird erst später gefeiert werdenkönnen, nämli
h im Heft 102 im Juni 2010.Zur Zusatzaufgabe: Da 7 · 100 = 700 < 987 ist, müssen in früheren Heftens
hon mehr als �nur� sieben Aufgaben gestellt worden sein.17 MONOID 97



Die magis
he 7 und die au
h no
h viermalSimone geht auf Entde
kungsreise dur
h die Welt der Zahlen. Ihr hat es diemagis
he Sieben angetan. Sie entde
kt:
1 = 77 : 77

2 = 7 : 7 + 7 : 7

3 = (7 + 7 + 7) : 7Jetzt su
ht sie natürli
h andere Zahlen, die ebenfalls nur mit Hilfe von genau vierSiebenen, Re
henzei
hen +, −, ·, : und Klammem dargestellt werden können.Stelle die Zahlen 4 bis 10 so dar! (WK)Lösung:Es gilt zum Beispiel
4 = 77 : 7 − 7

5 = 7 − (7 + 7) : 7

6 = (7 · 7 − 7) : 7

7 = (7 − 7) · 7 + 7

8 = (7 · 7 + 7) : 7

9 = 7 + (7 + 7) : 7

10 = (77 − 7) : 7Wie lang ist das S
hi�, wie alt der Kapitän?Seeleute verbringen viel Zeit auf hoher See, und da kommt es s
hon mal vor,dass si
h die Leute gegenseitig kleine Rätsel aufgeben. Ein junger Matrose willvon seinem Kapitän wissen, wie lang eigentli
h ihr S
hi� ist. Der Kapitän testetseinen Mitarbeiter ein wenig und sagt: �I
h habe ni
ht weniger als drei Kinder.Deren Altersunters
hied ist jeweils genau zwei Jahre. Wenn man die Alterszahlenmeiner Kinder multipliziert, so kommt mein Alter heraus und das S
hi� istfünfmal so lang, wie i
h alt bin.� Jetzt kann der Matrose bere
hnen, wie langdas S
hi� ist, und er weiÿ sogar, wie alt der Kapitän ist. (WK)Lösung:Wir gehen mal davon aus, dass der Kapitän jünger als das Rentenalter, also 65oder 67, und älter als 20 Jahre ist. Über seine Kinder wissen wir, dass der Al-tersunters
hied immer genau 2 Jahre beträgt. Wir testen jetzt alle realistis
henMögli
hkeiten, ausgehend vom Alter des jüngsten Kindes:Alter der Kinder Alter des Kapitäns1; 3; 5 15 (zu jung)2; 4; 6 483; 5; 7 105 (zu alt)MONOID 97 18



Hätte der Kapitän mehr als drei Kinder, also mindestens vier, so wären diesemindestens 1, 3, 5 und 7 Jahre alt und der Kapitän daher mindestens 105 Jahre.Das ist bereits zu alt.Wir sehen, dass die einzige realistis
he Lösung vorliegt, wenn der Kapitän dreiKinder hat und diese 2, 4 und 6 Jahre alt sind. Dann ist der Kapitän 48 Jahrealt und das S
hi� 48 · 5 = 240m lang.Staats�aggeIn einem neu gegründeten Staat soll die neue Staats�agge aus drei horizontalenStreifen bestehen, wobei natürli
h bena
hbarte Streifen ni
ht glei
hfarbig seindürfen. Für die Streifen stehen se
hs Farben zur Auswahl.Wie viele vers
hiedene Flaggen sind mögli
h? (H.F.)Lösung:Da bei Staats�aggen die Reihenfolge der Farben wesentli
h ist, werden zweiglei
hfarbige Flaggen, bei denen der obere Streifen der einen Flagge farbglei
hmit dem unteren Streifen der anderen Flagge ist, als vers
hieden betra
htet.Die drei Streifen seien vers
hieden farbig.Dann gibt es für einen Streifen 6, für einen anderen Streifen 5 und für dendritten Streifen 4 Wahlmögli
hkeiten. Deshalb sind 6 · 5 · 4 = 120 vers
hiedeneFlaggen mögli
h.Nun seien der obere und der untere Streifen von glei
her Farbe.Dann gibt es für den mittleren Streifen 6 Wahlmögli
hkeiten und für die beidenäuÿeren Streifen 5 Wahlmögli
hkeiten. In diesem Fall sind daher 6 · 5 = 30vers
hiedene Flaggen mögli
h.Insgesamt gibt es 30 + 120 = 150 mögli
he vers
hiedene Flaggen.Re
hte
k-ZerlegungZerlege das Re
hte
k, dessen Seiten 43 
m und 611 
m lang sind, in mögli
hstwenige Quadrate. (H.F.)Lösung:
Qa bezei
hne ein Quadrat mit den Seitenlängen a 
m, R das gegebene Re
ht-e
k. Wir zerlegen das Re
hte
k nun, indem wir jeweils das gröÿtmögli
he Qua-drat (an einem Rand!) konstruieren. Es ist klar, dass dadur
h die Anzahl derQuadrate minimiert wird.

.

.

.

...Q43 Q43

Q9

Q9

Q7
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Es ist: 611 = 14 · 43 + 9 =⇒ R enthält 14 Quadrate Q43,
43 = 4 · 9 + 7 =⇒ R enthält vier Quadrate Q9,
9 = 1 · 7 + 2 =⇒ R enthält ein Quadrat Q7,
7 = 3 · 2 + 1 =⇒ R enthält drei Quadrate Q2,
2 = 2 · 1 =⇒ R enthält zwei Quadrate Q1.Damit ist R in 14 + 4 + 1 + 3 + 2 = 24 Quadrate zerteilt.Den Kennern unter Eu
h wird si
her aufgefallen sein, dass si
h hinter der obigenBere
hnung der Euklidis
he∗ Algorithmus verste
kt, der zur Bere
hnung desgröÿten gemeinsamen Teilers dient. Hier ist ggT(611, 43) = 1. (H.F., MG)FinanzkriseJetzt wird es politis
h... Eu
h dürfte aus den Na
hri
hten ni
ht entgangensein, dass überall die Rede von einer weltumspannenden Finanz- oder Banken-krise ist. Um no
h gröÿeren S
haden zu vermeiden, hat die Bundesregierungam 13. Oktober 2008 bes
hlossen, bis zu 480 Milliarden Euro für Hilfe zurVerfügung zu stellen.a) Das Geld muss au
h irgendwo herkommen und Geld bekommt der Staatin erster Linie vom Steuerzahler. Angenommen die Hälfte aller in Deuts
h-land lebenden 82 Millionen Einwohner zahlt Steuern: Wie viel muss jedereinzelne Steuerzahler aufbringen, um die 480 Milliarden Euro bereit zuhalten?b) Deuts
he Jugendämter empfehlen für 13- bis 15-Jährige Tas
hengeld inHöhe von 20 Euro monatli
h. Wie lange muss Elena, die so viel bekommt,sparen, um diesen Pro-Kopf-Betrag zusammen zu haben?
) Ein 100-Euro-S
hein hat die Abmessung 147 mm×82 mm und ist 0,11 mmdi
k. Wie lang wäre die Stre
ke, wenn die 480 Milliarden Euro in sol
henS
heinen (längs) aneinander gelegt würden (verglei
he die Länge mit demErdumfang) beziehungsweise wie ho
h wäre ein Stapel aus sol
hen S
hei-nen übereinander?d) Ein Bankmanager, Josef A
kermann, verdiente 14 Millionen Euro im Jahr2007∗∗, ein ausgelernter Bankangestellter na
h Tarifvertrag rund 2000 Euromonatli
h (brutto). Wie lange muss ein sol
her arbeiten, damit er so vielGeld bekommt, wie sein oberster Chef in einem Monat? Was fällt Dir andieser Zahl auf?e) Ein Zinssatz von 1% ist sehr gering. Wie viel Zinsen würde der Bankmana-ger pro Tag bekommen, wenn er sein Geld trotzdem zu diesem Prozentsatz

∗ Euklid (Eυκλειδης), * um 365 v. Chr. vermutli
h in Alexandria oder Athen, † 
a.300 v. Chr.; grie
his
her Mathematiker. Er stellte in seinem Werk �Die Elemente� dasmathematis
he Wissen seiner Zeit zusammen.
∗∗ vgl. Vorstands
hef A
kermann verdiente 14 Millionen Euro; In: Mitteldeuts
he Zeitung,26. März 2008.MONOID 97 20



anlegte? (Zum Verglei
h: Der Regelsatz bei Hartz IV beträgt für eine al-leinstehende Person (Single) 351 Euro im Monat.) (MG)Lösung:a) 480 · 109 : 82·106

2 ≈ 11707,32. Jeder Steuerzahler muss etwa 12000e auf-bringen.b) 11707e : 20 e

Monat ≈ 585 Monate. Elena muss 585 Monate Tas
hengeldsparen, das sind fast 49 Jahre!
) Für 480 Milliarden Euro werden 4,80 Milliarden S
heine zu 100 Euro be-nötigt. Aneinander gelegt ergibt si
h eine Stre
ke von 4,8 · 109 · 147 mm =
7,056 · 1011 mm = 705600 km, was etwa dem 17,6-fa
hen des Erdäquators(40075 km) entspri
ht. Übereinander ergibt si
h ein gigantis
her Stapelvon 4,8 · 109 · 0,11 mm = 528 · 106 mm = 528 km Höhe, was etwa dem
59,7-fa
hen der Höhe des Mount Everest (8848m) entspri
ht.d) 14·106

e

12 : 2000e ≈ 583,3. Ein ausgelernter Bankangestellter muss also über583 Monate arbeiten, das sind über 48 Jahre. Da aber ein Bankangestellter,bis er ausgelernt hat, s
hon deutli
h über 20 Jahre alt ist, kann er bis zumRentenalter gar ni
ht so lange arbeiten.e) Er bekäme 14 · 106e · 0,01 · 1
360 ≈ 388,89e, also jeden Tag mehr, als einHartz-IV-Empfänger im ganzen Monat als Regelsatz erhält!MittelwertfolgenKatrin ist begeisterte Knoblerin und angespornt vom Artikel �Pappos und dieMittelwerte� aus MONOID 94 entwi
kelt sie eine Zahlenfolge: Sie beginnt mitden Zahlen 1, 5 und jede folgende Zahl ist halb so groÿ wie ihr Vorgänger undihr Na
hfolger zusammen (arithmetis
hes Mittel!).a) Wie heiÿen die nä
hsten fünf Zahlen von Katrins Folge?b) Wel
hes ist die 96. Zahl der Folge?
) Gehören die Zahlen 97 und 2009 zu Katrins Folge?d) Da Katrin es sehr anstrengend �ndet, alle Folgenglieder ausre
hnen zumüssen, um irgend ein spätes Folgenglied bestimmen zu können, mö
htesie eine explizite Formel herleiten, mit der sie direkt das n-te Folgenglied,mit n ∈ N, bere
hnen kann. Na
h kurzer Überlegung �ndet sie au
h einesol
he Formel. Wie lautet diese?e) Wel
hes Phänomen tritt auf, wenn Katrin ni
ht � jede folgende Zahl ist halbso groÿ wie ihr Vorgänger und ihr Na
hfolger zusammen� festgelegt hätte,sondern � jede folgende Zahl ist halb so groÿ wie ihre beiden Vorgängerzusammen�? (MG)Lösung:a) Die nä
hsten fünf Folgenglieder sind 9, 13, 17, 21, 25.21 MONOID 97



d) Die ersten Folgenglieder lassen vermuten, dass jedes neue Folgenglied je-weils um 4 gröÿer ist, als sein Vorgänger. Dann wäre die explizite Folgen-vors
hrift: an = 4(n − 1) + 1 = 4n − 3.Diese Formel können wir beweisen, denn aus der Bildungsvors
hrift an =
an−1+an+1

2 folgt 2an = an−1 + an+1 und daraus an+1 − an = an − an−1, dasheiÿt die Di�erenz je zweier Folgenglieder ist konstant von Anfang an, alsoglei
h 4 (siehe Teil a)).Somit gilt die Bildungsvors
hrift an+1 = an + 4 für alle n ∈ N mit a1 = 1.Insgesamt gilt damit an = a1 + 4(n − 1) = 1 + 4n − 4 = 4n − 3.b) Mit dieser Formel können wir sehr lei
ht die übrigen Folgenglieder bere
h-nen. So ist a96 = 4(96 − 1) + 1 = 381.
) Da 97 = 96 + 1 = 4 · 24 + 1 gilt, ist 97 das 25. Folgenglied und analog istwegen 2009 = 2008 + 1 = 4 · 502 + 1 das 503. Folgenglied.e) Wäre � jede folgende Zahl ist halb so groÿ wie ihre beiden Vorgänger zu-sammen�, also an+1 = an−1+an

2 , so würden die Folgenglieder si
h immerweiter einander annähern, da an+1 − an = 1
2 (an−1 − an) und am Ende umeinen festen Wert liegen, in diesem Fall etwa 3,666. Mathematiker sagen,die Folge konvergiert.Bislang gröÿte Primzahlen gefunden � Teil 1Wie Ihr im Artikel Bislang gröÿte Primzahlen gefunden von Ulrike Müller lesenkönnt, wurden vor Kurzem zwei neue, sehr groÿe Primzahlen entde
kt, beidenen es si
h um sogenannte Mersenne-Primzahlen handelt.a) Die damit gröÿte bislang bekannte Primzahl ist die 45. Mersenne-Primzahl.Auf eine Seite in einem Monoid-Heft passen (bei normalem Satz) 43 Zeilenmit 65 Zei
hen. Wieviele Seiten werden benötigt, um die komplette Zahlmit allen Zi�ern abzudru
ken?b) Ist die Mersenne-Zahl für n = 3 und n = 11 eine Primzahl?
) Ist die Mersenne-Zahl für n = 4 eine Primzahl?Zwei weitere Aufgaben zu diesem Thema �ndet Ihr bei der Neuen Aufgabe 953.(Mar
el Gruner und Ulrike Müller)Lösung:a) Auf eine Seite passen 43 · 65 = 2795 Zei
hen. Die 45. Mersenne-Primzahlhat 12 978 189 Stellen, also werden 12978189 : 2795 ≈ 4643,4 Seitenbenötigt � mehr als 105 Hefte (in der Hand haltet Ihr Heft 97).b) Die Zahl 23 − 1 = 8 − 1 = 7 ist eine Primzahl.Es ist 211 − 1 = 2048− 1 = 2047 = 23 · 89, also ist die Zahl ni
ht prim.
) Es ist 24 − 1 = 16 − 1 = 15 = 3 · 5, also ebenfalls keine Primzahl.MONOID 97 22



Neue MathespielereienFür die jüngeren S
hüler/innen der Klassen 5�7GeburtstagsmathematikBei einem Spaziergang mit ihrem Mann Hans-Wernerletztes Jahr (2008) stellte Ute fest: �Meine S
hwesterist vom Jahrgang '52 und so alt bin i
h jetzt. MeineS
hwester ist nun 56 Jahre alt und das ist mein Jahr-gang!� Der Geburtsjahrgang besteht aus den letztenbeiden Zi�ern des Geburtsjahres.∗ ∗a) Sie stellt si
h nun die Frage: Ist das Zufall oder gibt es bei jedem Paar einJahr, in dem dieses Phänomen auftritt? Ihr Mann � ein Mathematiker �stellt wilde Theorien auf. Kannst Du ihnen helfen? Wie lautet die Antwortauf Utes Frage?b) Ihre Tö
hter sind in den Jahren 1980 und 1983 geboren. Gibt es für diebeiden au
h ein sol
hes Jahr? Gib das Jahr an oder begründe, warum esdieses ni
ht gibt.
) Ute und Hans-Werner stellen fest, dass es für sie au
h ein sol
hes Jahrgibt, nämli
h 2009. In wel
hem Jahr wurde Hans-Werner geboren? (MG)Gröÿenverglei
hDie Seiten�ä
hen eines Quaders haben die Flä
heninhalte 220 cm2, 264 cm2und 270 cm2; die Flä
heninhalte der Seiten�ä
hen eines zweiten Quaders sind
176 cm2, 198 cm2 und 450 cm2.Wel
her der Quader hat das gröÿere Volumen � oder haben sie etwa das glei
heVolumen? (H.F.)No
h eine Variante der Goldba
h-Vermutung∗∗Jede natürli
he Zahl n > 5 ist die Summe aus einer Primzahl und einer Ni
ht-primzahl. (Malte Meyn, Kl. 11, Ohm-Gymnasium, Erlangen)
∗ Für alle, die mit der S
hreibweise vertraut sind, dasselbe no
h mal mathematis
h for-muliert: Der Jahrgang j zum Geburtsjahr J ist J ≡ j mod 100 mit 0 ≤ j ≤ 99.
∗∗ Na
h Christian Goldba
h, *18.03.1690 in Königsberg, †20.11.1764 in Moskau (in man-
hen Quellen steht 01.12.1764 in St. Petersburg). Seine berühmte Vermutung formulierteer 1742 in einem Brief an Leonhard Euler. Diese besagt: Jede gerade natürli
he Zahllässt si
h als Summe zweier Primzahlen s
hreiben. Bis heute ist dies nur eine Vermutungund no
h ni
ht bewiesen oder widerlegt!23 MONOID 97



Uwes UhrUwes Uhr geht 2 1
2 -mal so s
hnell, wie sie sollte. Er stelltsie um Mitterna
ht. Wann hat sie zum ersten Mal wiederdie ri
htige Zeigerstellung? (WJB)No
h mehr FlaggenEin Verband von Vereinen oder Staatenusw. bes
hlieÿt, dass jedes seiner Mit-glieder eine Flagge mit drei Streifen ha-ben soll. Alle Flaggen sollen längstge-streift sein und jeweils drei vers
hiedeneder vier Farben rot, s
hwarz, gelb undweiÿ tragen.a) Ist es mit dieser Vors
hrift mögli
h, alle derzeitigen Mitglieder der Euro-päis
hen Union mit vers
hiedenen Flaggen auszurüsten?b) Wie viele vers
hiedene Flaggen sind mögli
h, wenn wir ledigli
h glei
heFarbe bena
hbarter Streifen verbieten?
) Wie viele Mögli
hkeiten gibt es, wenn die Fahnen m vers
hiedene Streifenaus n verfügbaren Farben haben sollen?d) Wie viele vers
hiedene Fahnen sind mögli
h, wenn wir (wie in Teil b) Farb-wiederholungen zulassen, aber ni
ht glei
he Farbe auf bena
hbarten Strei-fen? (WJB)Einerzi�erUlrike bes
häftigt si
h gerne mit Zahlentheorie. So fors
ht sie im Berei
h derZahlen und geht au
h der Frage na
h: Wel
he Einerzi�er haben die Zahlen

k2009 für ganze Zahlen k?Sie ma
ht dabei au
h tatsä
hli
h eine interessante Entde
kung... (MG)Unglei
hungen am Dreie
kZeige: Die Länge einer Dreie
ksseite ist stets kleiner als der halbe Dreie
ksum-fang.Hinweis: Versu
he es mal mit der sogenannten Dreie
ksunglei
hung: Die Längen zweier Drei-e
ksseiten sind zusammen stets gröÿer als die Länge der dritten Seite des Dreie
ks. (H.F.)
Weitere Mathespielereien �ndet ihr auf der vorherigen Seite!MONOID 97 24



Neue AufgabenKlassen 8�13Aufgabe 960: Professor Altermann und alte Hölz
henProf. Altermann ist Ar
häologe. Bei Ausgrabungen �ndet er ein Käst
hen mitHölz
hen paarweise vers
hiedener Längen. Er stellt fest, dass das kürzesteHölz
hen eine Länge a1 hat und das jeweils nä
hstlängere Hölz
hen si
h vomvorhergehenden jeweils um eine feste Längendi�erenz d unters
heidet, also
a2 = a1 + d , a3 = a2 + d ,...Prof. Altermann und seine Mitarbeiter vermuten, dass mit diesen Hölz
henfrüher Längen von Stre
ken gemessen wurden. Auÿerdem bemerken sie, dass
a1 + a2 die Länge 13 ergibt und a4 + a5 + a6 + a7 die Länge 74.a) Wie lang ist das n-te Hölz
hen?b) Wel
he Hölz
hen müssen kombiniert werden, um die Längen 67 und 2 zuerhalten? (MG)Aufgabe 961: Zahlendreie
kea) Ergänze das folgende Dreie
k so, dass jeweils in der na
hfolgenden Zeiledie Summe zweier bena
hbarter Zahlen der vorausgehenden Zeile steht.

x x 7 x 3
8 x x x

x x 22
x x

92b) Dieses Dreie
k hat die Seitenlänge 5, und es sind 5 Zahlen vorgegeben.Lässt si
h jedes Dreie
k ri
htig ergänzen, wenn Seitenlänge und Anzahlder vorgegebenen Zahlen übereinstimmen?
) Wenn si
h ein Dreie
k ergänzen lässt, gibt es dann immer nur eine mögli
heErgänzung? (WJB)Aufgabe 962: Galileis Glei
hungsketteGalileo Galilei (1564�1642) � Physiker, Astronom und Mathematiker � behaup-tete die Gültigkeit der folgenden bemerkenswerten unendli
h langen Glei
hungs-kette:
1

3
=

1 + 3

5 + 7
=

1 + 3 + 5

7 + 9 + 11
=

1 + 3 + 5 + 7

9 + 11 + 13 + 15
= ...Finde einen Beweis dafür! (H.F.)25 MONOID 97



Aufgabe 963: Meteoriten-Eins
hlagDrei Meteoriten fallen auf die Erde.Wie groÿ ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass si
hihre Eins
hlagpunkte auf ein und derselbenHalbkugel (deren Äquator einges
hlossen) be-�nden?Hinweis: Die Erde wird als eine Kugel betra
h-tet und mit Äquator ist hier jeder Groÿkreis ge-meint; dieser teilt die Kugel in zwei Halbkugeln.(H.F.)Aufgabe 964: Summe 2009Die natürli
hen Zahlen a, b, c und d sollen so bestimmt werden, dass für denAusdru
k f (x) = ax3 + bx2 + cx + d gilt:
f (0) + f (1) + f (2) + f (3) = 2009.Ist das mögli
h? (H.F.)Aufgabe 965: MittelwertfolgeCéline ist begeisterte Knoblerin und, angespornt vom Artikel �Pappos und dieMittelwerte� aus MONOID 94, entwi
kelt sie eine Zahlenfolge: Sie beginnt mitzwei vorgegebenen Werten und jede folgende Zahl ist das geometris
he Mittelihres Vorgängers und ihres Na
hfolgers, es gilt also an =

√
an−1an+1.a) Céline beginnt mit 2 und 4. Bere
hne die nä
hsten fünf Folgenglieder.b) Da Céline es sehr anstrengend �ndet, alle Folgenglieder ausre
hnen zumüssen, um irgend ein spätes Folgenglied bestimmen zu können, mö
htesie eine explizite Formel herleiten, mit der sie direkt das n-te Folgenglied,mit n ∈ N bere
hnen kann. Na
h kurzer Überlegung �ndet sie au
h einesol
he Formel. Wie lautet diese?
) Für die Startwerte 2 und 4 werden die Folgenglieder immer gröÿer. Wiemüsste sie die Startwerte wählen, damit die Folgenglieder immer kleinerwerden? Kann Céline die Startwerte au
h so wählen, dass die Glieder kon-stant bleiben? (MG)Aufgabe 966: Das verstopfte Was
hbe
kenIn einem Was
hbe
ken mit dem Volumen V = 14000 cm3 �ieÿt aus einem Was-serhahn mit dem Dur
hmesser dH = 2 cm das Wasser mit einer Ges
hwindigkeit

v = 0,04 m
s . Das Ab�ussrohr ist aber stark verstopft, sodass nur ein Dur
hmes-ser von dA = 0,5 cm frei ist. Man nehme an, das Wasser würde trotzdem mitderselben Ges
hwindigkeit v dur
h die Ab�ussö�nung �ieÿen, wie es aus demHahn kommt.Wie lange würde es dauern, bis das Wasser über den Rand des Be
kens läuft?(Alia'a Ahmed Doma, Klasse 11, Deuts
he S
hule der Borromäerinnen, Kairo)MONOID 97 26



Gelöste Aufgaben aus MONOID 96Klassen 8�13Aufgabe 953: Bislang gröÿte Primzahlen gefunden � Teil 2Wie Ihr im Artikel Bislang gröÿte Primzahlen gefunden von Ulrike Müller lesenkönnt, wurden vor Kurzem zwei neue, sehr groÿe Primzahlen entde
kt, beidenen es si
h um sogenannte Mersenne-Primzahlen handelt.a) Wie lautet die letzte Zi�er der 45. Mersenne-Primzahl?b) Zeige: Ist n = rs eine zusammengesetzte Zahl, mit r 6= 1 6= s, dann kanndie Mersenne-Zahl 2n − 1 keine Primzahl sein.(Mar
el Gruner und Ulrike Müller)Lösung:a) Die Einerzi�ern der 2-er-Potenzen sind 2, 4, 8, 6, 2, ... Sie wiederho-len si
h also mit der Periodenlänge 4.∗ Also hat die Potenz 243112609 =
24·10778152+1 dieselbe Einerzi�er wie 21, nämli
h die Zi�er 2. Folgli
h hatdie 45. Mersenne-Primzahl 243112609 − 1 die Einerzi�er 1.b) Mit Polynomdivision oder rü
kwärts Ausmultiplizieren können wir folgendeGlei
hung na
hvollziehen, die ähnli
h au
h s
hon bei vielen anderen Aufga-ben benötigt wurde: ars−1 = (ar−1)(ar(s−1)+ar(s−2)+ar(s−3)+...+ar+1).Daraus folgt für die Aufgabe mit a = 2:

2n − 1 = 2rs − 1 = (2r − 1)(2r(s−1) + ... + 1).Insbesondere ist also 2r−1 ein e
hter Teiler von 2n−1 und diese Mersenne-Zahl keine Primzahl.Aufgabe 954: Division mit der ParabelIm Heft 95 hatten wir Eu
h im Artikel Hättest Du es gewusst? � Wie wirmit Parabeln re
hnen können einen Algorithmus vorgestellt, wie mit Hilfe derNormalparabel geometris
h multipliziert und dividiert werden kann. Allerdingshatten wir die Ri
htigkeit nur für die Multiplikation gezeigt. Als i
h Lioba dasnä
hste Mal besu
hte, hatte sie zwis
henzeitli
h au
h den Beweis für die Divi-sion aufges
hrieben.Zeige, dass der Algorithmus für die Division das korrekte Ergebnis liefert! (MG)Lösung:Für die Division c : b identi�zieren wir c 7→ (0, c) und b 7→ (b, b2).Die Gerade dur
h diese beiden Punkte hat also die Steigung m = ∆y

∆x
= b2−c

bund somit die Geradenglei
hung g : y = b2−c
b

x + c .
∗ Formal lieÿe si
h das so aufs
hreiben: 2k ≡ 2k+4 mod 10 für k ∈ N.27 MONOID 97



Diese bringen wir mit der Normalparabel y = x2 zum S
hnitt, indem wir dieGlei
hungen glei
hsetzen: x2 = b2−c
b

x + c .Die quadratis
he Glei
hung x2 − b2−c
b

x − c = 0 lösen wir mit quadratis
herErgänzung und erhalten:
x1,2 =

b2 − c

2b
±

√

(b2 + c)2

4b2
=

b2 − c ± (b2 + c)

2b
.Eine Lösung 2b2

2b
= b ist der Abszissen-Abs
hnitt (x-Wert) des bekannten Punk-tes, dur
h den die Gerade gelegt wurde, der andere Punkt bei −2c

2b
= − c

b
liefertwirkli
h das Ergebnis der Division. q.e.d.Aufgabe 955: Sudoku mit FehlernSteht in einem Sudoku in der glei
hen Zeile (oder der glei
hen Spalte oder demglei
hen Teilquadrat) eine Zi�er doppelt (und fehlt dafür eine andere), so istdies ein Fehler.a) Ist es mögli
h, ein Sudoku so auszufüllen, dass es in jeder Zeile, in jederSpalte und in jedem Teilquadrat jeweils einen Fehler hat, aber au
h nureinen Fehler?b) Ist es mögli
h, ein Sudoku so auszufüllen, dass es insgesamt nur einenFehler enthält, also entweder nur in einer Spalte oder nur in einer Zeileoder nur in einem Teilquadrat?
) Wie viele Fehler entstehen, wenn die in zwei Positionen stehenden Zi�ernvertaus
ht werden? (WJB)Lösung:a) Ja, zum Beispiel indem man jeweils die Zi�er 4 dur
h die Zi�er 6 ersetzt.Dann enthält jede Zeile, Spalte und jedes Teilquadrat die Zi�er 6 doppeltund die 4 ni
ht.b) Nein, enthält eine Zeile zum Beispiel die 3 doppelt und die 8 ni
ht, sogibt es entweder die 8 insgesamt hö
hstens a
htmal, sie muss also au
hin einer Spalte fehlen, oder das Fehlen der 8 wird in einer anderen Zeileausgegli
hen, es gibt dann also eine weitere fehlerhafte Zeile.
) Hier muss man vers
hiedene Fälle unters
heiden:1. Sind die Zi�ern in den beiden Positionen glei
h, so entsteht gar keinFehler.2. Bei Vertaus
hung innerhalb der glei
hen Zeile entsteht jeweils ein Feh-ler in den beiden beteiligten Spalten; liegen die beiden Positionenin vers
hiedenen Teilquadraten, so entsteht dort ebenfalls jeweils einFehler, insgesamt also vier Fehler. Liegen sie im selben Teilquadrat,so sind es insgesamt nur zwei Fehler.Ähnli
h sieht es aus bei Vertaus
hung innerhalb einer Spalte.MONOID 97 28



3. Liegen die beiden Positionen innerhalb eines Teilquadrates, aber ni
htin der glei
hen Zeile oder der glei
hen Spalte, so entsteht in beidenbeteiligten Spalten und in beiden beteiligten Zeilen jeweils ein Fehler,insgesamt also vier.4. Sind die Positionen in vers
hiedenen Zeilen, vers
hiedenen Spaltenund vers
hiedenen Teilquadraten, so entsteht se
hsmal je ein Fehler.Es können also zwei, vier oder se
hs Fehler entstehen.Aufgabe 956: ParallelogrammdiagonaleIm Re
hte
k mit den Seiten a und b gilt für die Diagonale d2 = a2 + b2.Zeige, dass im Parallelogramm mit den Seiten a und b und den Diagonalen d1und d2 gilt:
d2

1 + d2
2 = 2(a2 + b2). (WJB)Lösung:Na
h Pythagoras gilt: b2 = x2 + h2.Damit folgt:

d2
1 = (a+x)2+h2 = a2+2ax+x2+h2 = a2+2ax+b2und

d2
2 = (a−x)2+h2 = a2−2ax+x2+h2 = a2−2ax+b2.Addieren wir beide Glei
hungen, so folgt die Behaup-tung. xa

d2

b

x

h
d1

Aufgabe 957: Summe reziproker WurzelnBestimme (ohne Computer) ein mögli
hst kleines ganzzahliges Intervall, in demdie Zahl S liegt, wenn
S =

1√
1

+
1√
2

+
1√
3

+ ... +
1√

1009020ist.Tipp: Ein Lösungsansatz ist, dass Du zunä
hst beweist, dass für n = 1, 2, 3, ... gilt:
√

n + 1 −
√

n <
1

2
√

n
<

√
n −

√
n − 1.Mit elementaren Methoden haben wir nur ein Intervall der Länge 2 bere
hnen können, waswir im Sinne der Aufgabenstellung au
h als �mögli
hst kleines� ansehen.(na
h Martin Mettler†)Lösung:Beweis der Unglei
hung:

√
n + 1−

√
n =

(√
n + 1 −√

n
) (√

n + 1 +
√

n
)

√
n + 1 +

√
n

=
(n + 1) − n√
n + 1 +

√
n

<
1

2
√

n29 MONOID 97



und weiter
1

2
√

n
<

1√
n +

√
n − 1

=

(√
n −

√
n − 1

) (√
n +

√
n − 1

)

√
n +

√
n − 1

=
√

n−
√

n − 1für n = 1, 2, 3, ...Wir multiplizieren die eben bewiesenen Unglei
hungen mit 2 und addieren dieUnglei
hungen, bei denen n = 1, 2, 3, ..., 1009020, wobei wir 1009020 mit zabkürzen:
2

(√
2 −

√
1
)

< 1√
1

< 2
(√

1 −
√

0
)

+ 2
(√

3 −
√

2
)

< 1√
2

< 2
(√

2 −
√

1
)

+ 2
(√

4 −
√

3
)

< 1√
3

< 2
(√

3 −
√

2
)

...
...

...
+ 2

(√
z + 1 −√

z
)

< 1√
z

< 2
(√

z −
√

z − 1
)

= 2
(
−
√

1 +
√

z + 1
)

< S < 2
√

zMit z = 1009020 folgt aus der letzten Unglei
hung 2007,0007... < S <
2008,9997..., so dass S im Intervall (2007, 2009) liegt.Bemerkung: Die tatsä
hli
he Summe beträgt ungefähr 2007,5399, das wirkli
hkleinste ganzzahlige Intervall ist also (2007, 2008) � aber dafür haben wir einenRe
hner bemüht.Aufgabe 958: Abstandssumme im Fünfe
k
ABCDE sei ein regelmäÿiges Fünfe
k und P sei ein Punkt im Inneren desFünfe
ks. Die Abstände des Punktes P von den Seiten des Fünfe
ks seien mit
d1, d2, d3, d4 und d5 bezei
hnet.Zeige, dass gilt: Die Summe d1 + d2 + d3 + d4 + d5 hat für jede Position desPunktes P im Inneren des Fünfe
ks den glei
hen Wert. (H.F.)Lösung:Die Seitenlängen des regelmäÿigen Fünfe
ks seien s und F sei seine Flä
he. Esist

F = |△ABP| + |△BCP| + |△CDP | + |△DEP |+ |△EAP |

=
1

2
sd1 +

1

2
sd2 +

1

2
sd3 +

1

2
sd4 +

1

2
sd5 =

1

2
s(d1 + d2 + d3 + d4 + d5).Daraus folgt d1 + d2 + d3 + d4 + d5 = 2F

s
.Weil nun s und F und damit au
h 2F

s
feste Zahlen für ein gegebenes Fünfe
ksind, hat die Summe d1 + d2 + d3 + d4 + d5 stets den festen Wert 2F

s
für jedeLage des Punktes P im Inneren des Fünfe
ks.MONOID 97 30



Aufgabe 959: Abs
hätzungs-ProblemSei x1 := 1 und 2x2
n + 1 = 2xnxn+1 für alle n ≥ 1, dann gilt:

n ≤ x2
n ≤ n +

1 + ln n

n
, für alle n ≥ 1.(Mihaly Ben
ze, Kronstadt, Rumänien; Übersetzung MG)Lösung:Wir haben xn+1 = xn + 1

2xn
=⇒ x2

n+1 = x2
n + 1 + 1

4x2
n
.Per Induktion folgt x2

n ≥ n, denn:
x2
n+1 = x2

n + 1 +
1

4x2
n

≥ n + 1 +
1

4x2
n

≥ n + 1.Per Iteration für die zweite Unglei
hung erhalten wir:
x2
n = x2

n−1 + 1 +
1

4x2
n−1

= ...

= x1
2 + (n − 1) +

n−1∑

k=1

1

4x2
k

≤ n +
1

4

n−1∑

k=1

1

k
≤ n +

1 + ln n

4
,somit gilt n ≤ x2

n ≤ n + 1+ln n
4 .So sollte au
h die Behauptung in der Aufgabenstellung lauten. Leider hat si
haber ein Tippfehler einges
hli
hen.Daher ist die Aufgabe korrekt gelöst, wenn dur
h ein Zahlenbeispiel belegt wird,dass die re
hte Unglei
hung in der Aufgabenstellung fals
h ist. So ist vielen vonEu
h aufgefallen, dass die Unglei
hung ab n = 6 ni
ht mehr gilt, denn dann ist

x2
6 ≈ 6,537 ... > 6,465 ... = 6 + 1+ln 6

6 .Abs
hlieÿend no
h ein Hinweis von Günter Pi
kert aus Gieÿen: Mit der Inte-gralabs
hätzung
n−1∑

k=1

1

k
≤ 1 +

n−1∫

1

1

x
dx = 1 + ln(n − 1) für n > 1erhält man für n > 1 sogar: x2

n ≤ n + 1+ln(n−1)
4 .
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Wer fors
ht mit?Spiegelbildli
he Zahlen mit spiegelbildli
hen QuadratenZwei natürli
he Zahlen n und m heiÿen spiegelbildli
h, wenn n von re
hts na
hlinks gelesen m ergibt und wenn m von re
hts na
h links gelesen n ergibt,
n 6= m.So bilden etwa n = 3456 und m = 6543 ein Paar spiegelbildli
her Zahlen.Unter den spiegelbildli
hen Paaren gibt es wel
he, deren Quadrate ebenfallsspiegelbildli
h sind; etwa diese:

(12, 21)−(144, 441); (13, 31)−(169, 961); (112, 211)−(12544, 44521).Wenn man nun mit dem Computer zum Beispiel alle spiegelbildli
hen Paare
(n, m) mit spiegelbildli
hen Paaren (n2, m2) und n, m kleiner als 1000 ausre
h-net, dann wird man feststellen:In allen gefundenen Paaren (n, m) weisen die Zahlen n und m nur die Zi�ern 0,1, 2 oder 3 auf.Es ist eine bisher ni
ht beantwortete Frage, ob diese Beoba
htung allgemeingilt.Wir jedenfalls behaupten:Es sei (n, m) ein spiegelbildli
hes Paar mit spiegelbildli
hem Paar (n2, m2).Dann besitzen die Zahlen n und m in ihrer Zi�erndarstellung nur die Zi�ern 0,1, 2 oder 3.Ein ungelöstes Problem � für unsere zahlentheoretis
h interessierten Lo(e)serals Herausforderung. (H.F.)Hinweis: Eure Fors
hungsergebnisse könnt Ihr bis zum 15. August 2009 an die MONOID-Redaktion einsenden, denn au
h hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Eure Ergebnisse werdenjeweils drei Hefte später verö�entli
ht.

� � � � ��Es ist ni
ht Wissen, sondern das Lernen,es ist ni
ht Besitzen, sondern das Erwerben,es ist ni
ht das Dasein, sondern das Hinkommen,was den groÿen Genuss gewährt.�Johann Carl Friedri
h Gauÿ*30.04.1777 in Brauns
hweig, †23.02.1855 in Göttingen;deuts
her Mathematiker, Geodät, Physiker und Astronom.MONOID 97 32



Ein Bli
k hinter die KulissenDer Tri
k des Topologen � Die Au�ösungvon Hartwig Fu
hsIn Heft 96 haben wir Eu
h im Artikel Ein Bli
k hinter die Kulissen � Der Tri
kdes Topologen (Seite 41 f.) den Tri
k vorgestellt, bei dem der Zauberer, dersi
h selbst der �Topologe� nennt, einen zusammenhängenden Weg dur
h einLiniensystem �ndet, woran die Zus
hauer ges
heitert sind. Dabei arbeitet ermit einem Tri
k.Als er si
h nämli
h zur Lösung der Aufgabe seiner Tafel zuwendet, zei
hnet erunbemerkt in seine Abbildung eine Verbindungsstre
ke zwis
hen den sehr nahebeieinander liegenden Punkten C und D (Abbildung 2). Genau dieser kleineUnters
hied zwis
hen den beiden Figuren ents
heidet über die Lösbarkeit undUnlösbarkeit der Aufgabe. Wieso? Das mö
hten wir nun (er)klären.Die Aufgabe des Topologen hat ihren Ursprung im berühmten KönigsbergerBrü
ken-Problem.In der na
hstehenden Abbildung ist die Innenstadt von Königsberg um 1730s
hematis
h skizziert. Man sieht, dass zwis
hen den beiden Flüssen Alter undNeuer Pregel, die im Stadtgebiet �ieÿen, eine Verbindung besteht, bevor siesi
h zum Fluss Pregel vereinen und so die Insel Kneiphof bilden. Über diesesFluss-System führen sieben Brü
ken.

Alter Pregel
Neuer PregelN

OSKneiphofPregel J
S
hematis
he Skizze von Königsberg um 1730(die s
hwarzen Balken stellen die sieben Brü
ken dar)33 MONOID 97



Bereits im 18. Jahrhundert wurde die Frage gestellt: Ist eine Wanderung dur
hdie Innenstadt von Königsberg mögli
h, bei der jede der sieben Brü
ken genaueinmal überquert wird?Die folgende Antwort hat Leonhard Euler (1707�1783) gefunden:
��

�
�
�
�

��
��
��
��

��
��
��
��

1 S 3 O2 4 567N J Jedes der von dem Fluss-System gebil-deten Teilgebiete der Königsberger In-nenstadt und ihrer Umgebung denkeman si
h jeweils in einem der Punkte N,J, S, O konzentriert. Die Wege über dieBrü
ken seien dur
h die Verbindungsli-nien jeweils zweier dieser Punkte darge-stellt.Euler überlegte nun, dass für n Brü
ken, n ≥ 1 gilt: Wenn man in einer zusam-menhängenden Wanderung jede Brü
ke genau einmal überqueren will, dann istdas nur mögli
h, wenn zu jedem Wegstü
k (auÿer dem ersten und dem letzten),auf dem man zu einem Punkt P gelangt, ein zweites Wegstü
k vorhanden ist,auf dem man den Punkt P wieder verlässt. Euler hatte damit ein Kriterium fürdie Lösbarkeit und Unlösbarkeit des Königsberger Brü
ken-Problems und sogardes n-Brü
kenproblems, n ≥ 1, entde
kt.(1) Für jeden Punkt P eines Wanderweges gilt:Die Anzahl der Wegstü
ke, die in P einmünden, muss geradzahlig sein.Davon gibt es nur zwei Ausnahmen: Im Start- und im Zielpunkt der Wan-derung dürfen ungeradzahlig viele Wegstü
ke einmünden.Das Königsberger Brü
ken-Problem ist dana
h unlösbar, denn in den PunktenN, J, S, O münden jeweils ungeradzahlig viele Wegstü
ke ein.Zurü
k zur Aufgabe des Fernsehtopologen � sie stellt ein 30-Brü
ken-Problemdar, auf das man (1) anwenden darf. Da es in der Abbildung 1 auÿer demPunkt A no
h drei weitere Punkte gibt (sie sind in Abbildung 1 mit B, C, Dbezei
hnet) in wel
he ungeradzahlig viele Wegstü
ke einmünden, gibt es fürdie Abbildung 1 keinen Lösungsweg � die Mitspieler des Topologen musstenzwangsläu�g erfolglos bleiben. Dagegen führt die Manipulation des Topologenan Abbildung 1 zur Abbildung 2, die nur no
h die beiden Punkte A und B mitjeweils ungerader Anzahl einmündender Wegstre
ken enthält. In der Abbildung 2ist also ein Lösungsweg dur
haus mögli
h; und der Topologe hat ja dann au
heinen davon angegeben.MONOID 97 34



A

C

B
DAbbildung 1

4 5 6 7 122122 830 29 2726 25 1718 1519 16 1110142013 91
A

B 3 2
2823

D

C

24
Abbildung 2Historis
he Na
hbemerkungDas Sieben-Brü
ken-Problem war wohl s
hon am Anfang des 18. Jahrhundertsin Königsberg bekannt und diskutiert und es gab bereits damals die Meinung,es sei unlösbar. Das veranlasste 1735 eine Gruppe von Studenten den zu dieserZeit no
h ni
ht berühmten Professor der Mathematik an der St. PetersburgerAkademie, Leonhard Euler aufzusu
hen und ihn zu bitten, na
h einer Lösung desKönigsberger Brü
ken-Problems zu su
hen; sie selbst waren damit überfordert� sind do
h mehrere Millionen Kombinationen von Wegstü
ken mögli
h.Na
h einem Jahr legte Euler eine umfangrei
he Arbeit vor � 1741 in Band 8der Annalen der Akademie verö�entli
ht � in der er die Bedingung (1) für dieLösbarkeit des n-Brü
ken-Problems bewies und damit zuglei
h die Unlösbar-keit des Königsberger Brü
ken-Problems herleitete. Seit damals heiÿt ein Wegdur
h einen Graphen (= eine geometris
he Figur aus Punkten und einigen oderalle diese Punkte verbindenden Linien), wenn er die Bedingungen des Fernseh-Topologen erfüllt, ein Euler-Weg. Eulers Arbeit stellt die erste systematis
heUntersu
hung eines Graphen dar, so dass Euler als der Begründer der heuteweit aufgefä
herten Graphentheorie anzusehen ist.35 MONOID 97



Mathematis
he Lese-E
ke� Lesetipps zur Mathematik �von Wolfgang J. BühlerChristoph Drösser: �Der Mathematik-Verführer. Zahlenspiele für alle Le-benslagen�Jedes der 17 Kapitel diese Bu
hes ist eine Kurzges
hi
hte, teils rein �ktiv, teilsmit realem Hintergrund, die zu einem mathematis
hen Problem hinführt undden Leser dazu verführt, si
h in die zugehörigen mathematis
hen Sa
hverhaltezu vertiefen, die sehr ans
hauli
h und elementar dargestellt werden. Die Diskus-sion über die Irrationalität der Zahl π und von Methoden zu ihrer näherungs-weisen Bestimmung beginnt mit der (wahren) Ges
hi
hte über ein Gesetz, dasdur
h das Abgeordnetenhaus von Indiana 1897 einstimmig bes
hlossen wurdeund den Wert von pi mit 3,2 festlegte. Dank des Eingreifens des MathematikersC. A. Waldo stimmte der Senat dem Gesetz ni
ht zu. Das Kapitel über Ex-tremwerte behandelt unter anderem die Frage, wie weit man eine Getränkedoseaustrinken sollte, um sie mögli
hst standfest zu ma
hen. Einige der Ges
hi
htenzeigen, wie lei
ht besonders im Umgang mit Wahrs
heinli
hkeiten Trugs
hlüsseund Verwirrungen entstehen. Beispiele sind die Berufung auf (bedingte) Wahr-s
heinli
hkeiten beim Versu
h, einen Räuber zu überführen, eine (nur s
heinbar)si
here Methode, in der Spielbank zu gewinnen, die Tatsa
he, dass der Bau einerzusätzli
hen S
hnellstraÿe das Risiko von Staus auf den bestehenden Straÿenerhöhen kann. An der University of California in Berkeley wurde 
a. 1972 festge-stellt, dass unter den Bewerberinnen für einen Studienplatz ein geringerer Anteilangenommen wurde als unter den männli
hen Bewerbern. Eine genauere Ana-lyse zeigte, dass dies in den einzelnen Fä
hern umgekehrt war. Die Erklärungist das Yule-Simpson-Paradox (G. U. Yule 1903, E. H.Simpson 1951), das derAutor sehr ans
hauli
h erklärt. Eine der sehr seltenen Na
hlässigkeiten ist, dassDrösser es unterlässt, Yule zu erwähnen. Im Ans
hluss an die einzelnen Kapitelsteht jeweils ein kleine Aufgabe, die meisten im Stil der Mathespielereien inMONOID. Die Lösungen �nden si
h im Anhang und ausführli
her im Internet.Gesamtbeurteilung: sehr gut ,,,Angaben zum Bu
h: Drösser, Christoph: Der Mathematik-Verführer. Zahlen-spiele für alle Lebenslagen. rororo 62426, 3. Au�age, 2008, 237 Seiten, bro-s
hiert, 8,95 eArt des Bu
hes: Kurzges
hi
hten mit mathematis
hen ProblemenMathematis
hes Niveau: Überwiegend lei
ht verständli
hAltersempfehlung: ab 12 JahrenMONOID 97 36



BundeswettbewerbMathematik 2009Lösungsvors
hläge zu den Aufgaben der ersten Rundevon Stefan Kermer und Volker PriebeAufgabe 1Bei der 202-stelligen Quadratzahl 999 ... 99
︸ ︷︷ ︸

100 Neunen z 000 ... 00
︸ ︷︷ ︸

100 Nullen 9 ist die Zi�er z an der
102-ten Dezimalstelle von re
hts ni
ht lesbar. Ermittle eine mögli
he Zi�er, diedort stehen kann!Lösung: Die Zi�er z = 4 ist mögli
h.Beweis: Wir betra
hten die Quadratzahl n2 mit n = 10101 − 3. Für sie gilt:

n2 = (10101 − 3)2 = 10202 − 6 · 10101 + 9

= 1 000...000
︸ ︷︷ ︸

101 Nullen 000...000
︸ ︷︷ ︸

101 Nullen −6 · 1 000...000
︸ ︷︷ ︸

101 Nullen +9

= 999...99
︸ ︷︷ ︸

100 Neunen 4 000...00
︸ ︷︷ ︸

100 Nullen 9 ;die Quadratzahl n2 hat also, wie in der Aufgabenstellung gefordert, 202 Stel-len, stimmt an den 201 lesbaren Dezimalstellen mit der Quadratzahl der Auf-gabenstellung überein und enthält an der 102-ten Dezimalstelle von re
hts dieZi�er 4. 2Aufgabe 2Zu zwei positiven reellen Zahlren a und b sei m(a, b) die kleinste der drei Zahlen
a, 1

b
und 1

a
+ b.Für wel
he der Zahlenpaare (a, b) ist m(a, b) maximal?Lösung: Wir erhalten den maximalen Wert von m auss
hlieÿli
h für das Zah-lenpaar (a, b) = (

√
2, 1√

2
), wobei m(

√
2, 1√

2
) =

√
2.Beweis: Für zwei positive reelle Zahlen a und c sei M(a, c) die kleinste derdrei Zahlen a, c und 1

a
+ 1

c
. Die Funktion m der Aufgabenstellung und dieseFunktion M stehen in einem engen Zusammenhang, denn für positive reelleZahlen a und b ist m(a, b) = M(a, b−1), und mit c = b−1 errei
ht man jedepositive reelle Zahl c für ein b > 0. Es genügt also zur Lösung der Aufgabe dieUntersu
hung, für wel
he Zahlenpaare (a, c) die Funktion M ihren maximalenWert annimmt. 37 MONOID 97



Da M(a, c) = M(c , a) für alle positiven reellen Zahlen a und c , können wir,gegebenenfalls dur
h Vertaus
hen von a und c , uns auf Zahlenpaare (a, c) mit
a ≤ c bes
hränken. Für diese Zahlenpaare lässt si
h abs
hätzen, dass

M(a, c) = min
{
a, c , 1

a
+ 1

c

}
= min

{
a, 1

a
+ 1

c

}
≤ min

{
a, 2

a

}
= M(a, a),wir uns also bei der Su
he na
h dem maximalen Wert von M auf den Sonderfall

a = c bes
hränken können. Mit diesen Vorüberlegungen untersu
hen wir alsofür a > 0: maximiere M(a, a) = min{a, 2
a
}.Es ist a = 2

a
für a > 0 genau dann, wenn a =

√
2; es ist dann M(

√
2,
√

2) =
√

2.Einen gröÿeren Wert kann M ni
ht annehmen: Denn ist 0 < a <
√

2, also
2
a

>
√

2, so ist M(a, a) = a <
√

2. Ist umgekehrt a >
√

2, so ist 2
a

<
√

2 unddann au
h M(a, a) = 2
a

<
√

2. 2Aufgabe 3Ein Punkt P im Inneren des Dreie
ks △ABC wird an den Mitelpunkten derSeiten BC , CA und AB gespiegelt; die Bildpunkte werden mit Pa, Pb bzw. Pcbezei
hnet.Beweise, dass si
h die Geraden (APa), (BPb) und (CPc) in einem gemeinsamenPunkt s
hneiden!Beweis: Zunä
hst die Beweisidee: Wir betra
hten die beiden Viere
ke 2ABPaPbbzw. 2APcPaC . Wir werden na
hweisen, dass sie ni
ht degeneriert sind undParallelogramme bilden, verglei
he Skizze 3.1.
Pa

B

P

A

Pb

C

PcSkizze 3.1Die Diagonalen dieser Viere
ke sind die Stre
ken APa und BPb bzw. APa und
CPc . Weil in einem Parallelogramm der S
hnittpunkt der Diagonalen die Dia-gonalen halbiert, ist sofort klar, dass si
h die Geraden (APa), (BPb) und (CPc)in einem gemeinsamen Punkt s
hneiden, nämli
h dem Mittelpunkt der Stre
ke
APa. Das beweist die Aufgabe.MONOID 97 38



Dass das Viere
k 2ABPaPb ein Parallelogramm ist, wird in mehreren Teil-s
hritten bewiesen. Wir führen über die Aufgabenstellung hinaus die folgendenBezei
hnungen ein: Die Mittelpunkte der Seiten BC , CA bzw. AB seien mit Ma,
Mb bzw. Mc bezei
hnet; die Bildpunkte von A, B bzw. C unter der Spiegelungan Ma, Mb bzw. Mc mögen A′, B ′ bzw. C ′ heiÿen, verglei
he Skizze 3.2.Erster S
hritt (Das Viere
k 2ABPaPb ist ni
ht degeneriert): Da P im Inne-ren des Dreie
ks △ABC liegt, liegen die Bildpunkte Pa bzw. Pb im Innerender Dreie
ke △A′CB bzw. △ACB ′, die keine gemeinsamen Punkte haben. ImViere
k 2ABA′C halbieren si
h die Diagonalen AA′ und BC , es ist also einParallelogramm, in dem ∢A′BA = 180◦ − ∢BAC < 180◦ gilt. Der Punkt Pakann damit ni
ht auf der Geraden (AB) liegen. Analog weisen wir na
h, dass
Pb /∈ (AB).

B

P

A

Pb

C A′

Mb Ma

Pa

Skizze 3.2Zweiter S
hritt (Eigens
haften der Mittelparallele MbMa im △ABC ): Wir be-tra
hten die Strahlen AC und BC dur
h C . Aus der Umkehrung des erstenStrahlensatzes folgt wegen
1 = AMb : MbC = BMa : MaC , (3.1)dass MbMa parallel zu AB ist. Damit folgt aus dem zweiten Strahlensatz, dass
AB : MbMa = CA : CMb = 2, (3.2)also
2MaMb = AB. (3.3)Dritter S
hritt (Mittelparallele MbMa im △PaPbP): Die Punkte Ma bzw. Mbsind na
h Konstruktion au
h Mittelpunkte der Stre
ken PPa bzw. PPb. ImDreie
k △PaPbP folgt analog zur Herleitung von (3.1), dass PbPa parallel zu

MbMa und damit parallel zu AB ist. Auÿerdem folgt analog zu (3.2) mit (3.3),dass
PbPa = 2MbMa = AB. (3.4)39 MONOID 97



Vierter S
hritt (2ABPaPb ist ein Parallelogramm): Aus der Parallelität von
PbPa und AB, die wir im dritten S
hritt bewiesen haben, folgt, dass die We
h-selwinkel ∢BAPa und ∢PbPaA glei
h groÿ sind. Damit und wegen (3.4) lässtsi
h auf die Dereie
ke △ABPa und △PaPbA der Kongruenzsatz SWS anwen-den: Die Dreie
ke sind kongruent, und damit sind im Viere
k 2ABPaPb au
hdie Seiten APb und BPa parallel zueinander.Dass das Viere
k 2APcPaC ein Parallelogramm ist, wird dur
h Na
hweis von
Pa, Pc /∈ (AC ) und Betra
htung der Mittelparallele McMa in den Dreie
ken
△ABC und △PcPaP ganz analog bewiesen. 2Aufgabe 4Eine positive ganze Zahl heiÿe Dezimal-Palindrom, wenn ihre Darstellung zn...z0mit zn 6= 0 spiegelsymmetris
h ist, das heiÿt zk = zn−k für alle k = 0, ..., n gilt.Zeige, dass jede ni
ht dur
h 10 teilbare ganze Zahl ein positives Vielfa
hesbesitzt, dass ein Dezimal-Palindrom ist!Vorbemerkung: Für zwei ganze Zahlen Z und z können wir stets ganze Zahlen
u und r �nden, so dass

Z = u · z + r . (4.1)Die Zahlen u und r sind ni
ht eindeutig bestimmt, stets ist aber z ein Teilervon Z − r . Wir führen eine abkürzende S
hreibweise dafür ein, dass Z , z und rdie Glei
hung (4.1) erfüllen:
Z ≡ r mod z, in Worten: �Z ist kongruent r modulo z�.Wie man si
h lei
ht überzeugt, gelten die folgenden Re
henregeln; sie formu-lieren nur bekannte Tatsa
hen über Teiler ganzer Zahlen in der neuen S
hreib-weise:

Z ≡ r mod z und Z ′ ≡ r ′ mod z ⇒ (Z + Z ′) ≡ (r + r ′) mod z,

Z ≡ r mod z ⇒ kZ ≡ kr mod z für k ∈ Z.
(4.2)Für z > 0 lässt si
h r in (4.1) stets so wählen, dass 0 ≤ r ≤ z − 1.Beweis: Wir betra
hten eine beliebige ni
ht dur
h 10 teilbare ganze Zahl z,die im Folgenden fest gewählt sei und von der wir ohne Bes
hränkung der All-gemeinheit (gegebenenfalls na
h Multiplikation mit −1) voraussetzen können,dass sie positiv ist. Wir unters
heiden drei Fälle, die si
h, weil z ni
ht dur
h 10teilbar ist, gegenseitig auss
hlieÿen:

• z und 10 sind teilerfremd;
• z ist gerade;
• z ist dur
h 5 teilbar.Im ersten Fall betra
hten wir die z vers
hiedenen positiven ganzen Zahlen 10mmit 0 ≤ m ≤ z−1, für wel
he die Reste rm über 10m ≡ rm mod z de�niert seien.Na
h Voraussetzung ist rm 6= 0 für alle m; die z Reste rm nehmen also jeweilsMONOID 97 40



einen der z − 1 vers
hiedenen Werte 1, 2, ..., z − 1 an. Na
h S
hubfa
hprinzipexistieren also zwei Indi
es ℓ, m mit 0 ≤ ℓ < m, für die rℓ = rm. Wegen (4.2)gilt dann au
h:
10m − 10ℓ ≡ (rm − rℓ) ≡ 0 mod z,das heiÿt 10m − 10ℓ = (10m−ℓ − 1) · 10ℓ ist dur
h z teilbar. Weil na
h Voraus-setzung im hier betra
hteten Fall 10 und z teilerfremd sind, muss sogar
10m−ℓ − 1 ≡ 0 mod z (4.3)gelten, das heiÿt, 10m−ℓ −1 ist ein Vielfa
hes von z. Die Zahl 10m−ℓ −1 ist einDezimal-Palindrom, da in ihrer Dezimaldarstellung jede der m − ℓ Zi�ern eine9 ist.Im zweiten Fall können wir z als z = 2t ·y mit t ≥ 1 und einer zu 10 teilerfrem-den positiven ganzen Zahl y s
hreiben. Es sei xnxn−1 ... x1x0 mit xn, x0 6= 0 dieDezimaldarstellung von x = 2t . Es ist stets n + 1 ≤ t, weil n = 0 für t = 1und es si
h induktiv lei
ht na
hweisen lässt, dass 2t ≤ 10t−1 für t ≥ 2. Wirkonstruieren hieraus ein Dezimal-Palindrom dur
h
w = x · 10t + x = x · 10t + 2t = (x · 5t + 1) · 2t , (4.4)wobei x die Dezimaldarstellung x0x1 ... xn−1xn habe (Dezimaldarstellung von 2tin umgekehrter Reihenfolge); w hat also die (t +n +1)-stellige Dezimaldarstel-lung
wD = x0x1 ... xn−1xn 00 ... 00

︸ ︷︷ ︸

d−mal xnxn−1 ... x1x0, wobei d = t − n − 1. (4.5)Aus (4.4) folgt sofort, dass w dur
h 2t teilbar ist; w wird im Allgemeinen jedo
hni
ht dur
h y teilbar sein. Aus den Betra
htungen im ersten Fall wissen wir aber,dass eine postive ganze Zahl p existiert, so dass 10p ≡ 1 mod y ; verglei
he(4.3). Aus den Re
henregeln in (4.2) ergibt si
h, dass dann au
h
10p·q ≡ 1 mod y für alle positiven ganzen Zahlen q ≥ 1. (4.6)Wir wählen ein q∗, so dass
s := p · q∗ ≥ t + n + 1. (4.7)Dann sind auf Grund von (4.6) alle y Summanden in 1+10s+102s+...+10(y−1)skongruent 1 modulo y ; die Summe ist also auf Grund der Re
henregeln in (4.2)kongruent y modulo y , das heiÿt die Summe ist dur
h y teilbar. Für die Zahl
w · (1 + 10s + 102s + · · · + 10(y−1)s)stellen wir zusammenfassend fest: Sie ist dur
h z = 2t ·y teilbar, weil w dur
h 2tund die Summe in der Klammer dur
h y teilbar ist. Auÿerdem ist sie ein Dezimal-41 MONOID 97



Palindrom, weil sie das Dezimal-Palindrom w , auf Grund von (4.7) ohne Über-s
hneidungen, y -mal hintereinander fügt: Mit der abkürzenden S
hreibweise wDaus (4.5) ergibt si
h, mit e = s − t − n − 1, die Dezimaldarstellung
wD 00 ... 00

︸ ︷︷ ︸

e−mal ... wD 00 ... 00
︸ ︷︷ ︸

e−mal
︸ ︷︷ ︸

(y−1)−mal wD .Der dritte Fall wird analog zum zweiten Fall bewiesen, indem wir z als z = 5t ·ymit t ≥ 1 und einer zu 10 teilerfremden positiven ganzen Zahl y s
hreiben. 2Bemerkung: Für eine positive ganze Zahl z sei
ϕ(z) := |{1 ≤ r ≤ z | ggT(r , z) = 1}| (4.8)die Anzahl der positiven ganzen Zahlen r ≤ z, die teilerfremd zu z sind; dieFunktion ϕ wird in der Zahlentheorie Eulers
he ϕ-Funktion genannt. Die Glei-
hung (4.3) im obigen Beweis der Aufgabe kann direkt und konstruktiv überden folgenden Hilfssatz bewiesen werden.Hilfssatz (Satz von Euler-Fermat)Die beiden positiven ganzen Zahlen a und z seien teilerfremd, das heiÿt

ggT(a, z) = 1. Dann ist
aϕ(z) − 1 ≡ 0 mod z. (4.9)Beweis des Hilfssatzes: Im Fall z = 1 ist ni
hts zu beweisen; es sei daher imFolgenden z ≥ 2. Es sei R die Menge aus der De�nition von ϕ(z) in (4.8), dasheiÿt
R := {1 ≤ r ≤ z | ggT(r , z) = 1} =: {r1, ..., rϕ(z)}.Wegen z ≥ 2 gilt für alle r ∈ R , dass r < z. Für jedes ri ∈ R , 1 ≤ i ≤ ϕ(z),gilt au
h ggT(a · ri , z) = 1, es existieren also ni
ht-negative ganze Zahlen qimit 1 ≤ qi < z, so dass a · ri ≡ qi mod z. Die Reste qi , 1 ≤ i ≤ ϕ(z), sindpaarweise vers
hieden, denn wäre qi = qj mit i 6= j , so folgte aus (4.2)
0 6= a · (ri − rj) ≡ (qi − qj) mod z ≡ 0 mod z,das heiÿt, a · (ri − rj) wäre ein Vielfa
hes von z. Weil jedo
h ggT(a, z) = 1,müsste ri−rj ein Vielfa
hes von z sein, was aber wegen |ri−rj | < max{ri , rj} < zni
ht sein kann. Daher sind in der Menge {q1, ..., qϕ(z)} alle Reste ri aus Renthalten, insbesondere gilt Glei
hheit beim Produkt
q1 · q2 · ... · qϕ(z) = r1 · r2 · ... · rϕ(z). (4.10)Dur
h Ausmultiplizieren erhalten wir wegen (4.2) und der De�nition der qiMONOID 97 42



aϕ(z) · r1 · r2 · ... · rϕ(z) = (a · r1) · (a · r2) · ... · (a · rϕ(z))

≡ q1 · q2 ... qϕ(z) mod z

≡ r1 · r2 · ... · rϕ(z) mod z,wobei wir in der letzten Glei
hung (4.10) verwendet haben. Dur
h Subtraktionvon r1 · r2 · ... · rϕ(z) auf beiden Seiten folgt
(aϕ(z) − 1) · r1 · r2 · ... · rϕ(z) ≡ 0 mod z;weil aber aus der De�nition der ri folgt, dass au
h ggT(r1 · r2 · ... · rϕ(z), z) = 1,muss tatsä
hli
h (4.9) gelten. 2Wir danken Herrn Fegert und Herrn Prof. Quaisser für ihre hilfrei
hen Hinweise zur Darstel-lung. Mathematis
he AhnenDas �Mathemati
s Genealogy Proje
t�von Wolfgang J. BühlerIn Deuts
hland und teilweise au
h in anderen Ländern ist es übli
h, den Profes-sor, der einen Studenten bei seiner Doktorarbeit betreut, als dessen Doktorvateroder akademis
hen Vater zu bezei
hen. Entspre
hend ist die Bezei
hnung Dok-tormutter zu verstehen.Im Internet gibt es für Mathematiker dazu dasMathemati
s Genealogy Proje
t∗, in dem zuvielen Mathematikern ihre Doktorväter bezie-hungsweise -mütter zu �nden sind. ∗Falls Dein Mathematiklehrer oder ein anderer Mathematiker, den Du kennst,den Doktortitel führen, kannst Du dort heraus�nden, wer sein Doktorvater undwer seine weiteren akademis
he Vorfahren sind. Meine eigenen Vorfahren �ndestDu in dem Stammbaum auf der nä
hsten Seite.Man
he Mathematiker haben dabei au
h zwei Doktorväter, wel
he die Arbeitgemeinsam betreut haben (hier beispielsweise Sierpinski, der von Zaremba undVorony betreut wurde).

∗ deuts
h: Mathematis
her-Stammbaum-Projekt43 MONOID 97



Einige dieser Namen werden Dir bekannt sein. In den Ahnenreihen andererMONOID-Redaktionsmitglieder steht zum Beispiel Carl Friedri
h Gauÿ, ebenfallsein sehr bedeutender Mathematiker.Christiaan HuygensErhard Weigel Emmanuel StupanusGottfried Wilhelm LeibnizJakob Bernoulli Nikolaus Eglinger Johann BauhinJohann BernoulliLeonhard EulerJoseph Lagrange Pierre-Simon Lapla
eJean d'AlambertSimeon PoissonMi
hel ChaslesGaston DarbouxStanislaw ZarembaÉmile Pi
ard Georgy VoronyAndrei MarkovWa
ªaw Sierpi«skiJerzy NeymanWolfgang J. Bühler
Pafnuty ChebyshevJoseph von LittowNikolai Brashman

Rubrik der Löser und LöserinnenStand na
h Heft 95Elisabeth-Langgässer-Gymnasium Alzey:Kl. 5: Anja Förster 12, Julian Langen 8;Kl. 6: Arne Broszukat 19, Sophie Gatzemeier 4, Juliane S
häfer 4.Kl. 7: Matthias Blitzer 15, Mar
 de Zoeten 7, Laura Tabea Galkowski 14, PaulGantner 9, Sebastian Ludwig 20, Benedikt Maurer 16, Raja Haider Mehmood10, Alexander Rupertus 10, Julia S
herner 14;Kl. 8: Lara Bergjohann 4, Eike Broszukat 16, Jo
hen Dahlem 12, ChantalGraversen 16, Dominik Meier 14, Andreas Pits
h 16, Freya Roth 16, PhilippS
herrer 16;Kl. 9: Kevin S
hmitt 10;Kl. 10: Philipp Mayer 12.Karolinen-Gymnasium Frankenthal:Kl. 12: Martin Reinhardt 25.MONOID 97 44



Alexandria, Deuts
he S
hule der Borromäerinnen: (betreuende Lehrerin-nen: Ute Frohs, Marie Claire Farag)Kl. 6: Mariam Ahmed 9; Rehab Amr 9; Yara Ayman 5; Mona Sophie El Se-gini 9; Hoda Hazem 5; Malak Khaled 7; Marianne Mi
hel 12; Jessi
a Nabil 4;Chantal Ragy 8; Mira Hamed 2; Maram Mohamed 9. Kl. 10: Nada Moh 6.Alzey, Gymnasium am Römerkastell:Anna Katharina Lange 12; Kl. 12: Lennart Adam 25;Bad Bergzabern, Gymnasium im Alfred-Grosser-S
hulzentrum (betreuen-de Lehrer: Gabriele Tä�er, Gerhard Weber):Kl. 6: Friederike Kienle 4;Kl. 9: Roberto Rossi 8; Alexander S
hneider 7; David Wander 4.Kl. 11: Rüdiger Bährle 6; Jonathan Bohlen 22.Bad Neuenahr-Ahrweiler, Peter-Joerres-Gymnasium:Kl. 8: Frank S
hindler 25.Eiterfeld, Li
htbergs
hule (betreuender Lehrer Wolfgang Jakob):Kl. 7: Katharina Bröhm 4.Erlangen, Freie Walldorfs
hule: Kl. 11: Malte Meyn 23.Fulda, Ho
hbegabten-AG Mathematik:Kl. 7: Daniel Wilde 18, Kl. 8: Janina Müller 6.Grunheide, Gerhard-Hauptmann-Grunds
huleKl. 5: Sonja Witte 9.Hadamar, Fürst-Johann-Ludwig-Gesamts
hule (betr. Lehrerin Frau IrmtrudNiederle):Kl. 5: Jamal Ageli 12; Sean Brauwers 6; Njomza Krasniqi 8; Ni
o Os
hatz 8Matthias Trinz 4.Kl. 6: Philipp Arndt 13; Mara Ko
h 14; Lars Prepens 18; Joa
him Roth 8.Kl. 7: Rajeththanan Bala
handran 10; Thorsten Roth 19.Hamburg, Gymasium Ho
hrad: Kl. 10: Connor Röhri
ht 15.Herzogenaura
h, Gymnasium Herzogenaura
h: Kl. 13: Lisa Janker 21.Kairo, Deuts
he S
hule der Borromäerinnen (betr. Lehrer: Christoph Straub):Kl. 8: Shaima'a Ahmed Doma 8; Nada Zaghloul 10.Kl. 11: Alia'a Ahmed Doma 25.Kelkheim, Ei
hendor�s
hule: Kl. 6: Maike Stanis
hewski 18.Lehrte, Gymnasium Lehrte: Kl. 8: Robin Frits
h 29.Mainz, Frauenlob-Gymnasium (betreuender Lehrer Herr Mattheis):Kl. 6: Leonhard Conrath 19; Vi
tor Jans 15; Valentina Preuhs 9.Kl. 7: Niklas Braun 17; Julia Brauns
hädel 7, Lu
as Feringa 4; Jana Veit 8.45 MONOID 97



Kl. 8: Eva Mülbüs
h 6; Niklas S
hliesmeier 15.Kl. 9: Kira Bittner 6; Felix Braun 4.Mainz, Gymnasium Gonsenheim: Kl. 13: Alexey Tyukin 21.Mainz, Rabanus-Maurus-Gymnasium: Kl. 6: Magdalena Winkelvoÿ 13.Mannheim, Peter-Petersen-Gymnasium (betr. Lehrer Herr Wittekindt):Kl. 5: Leo Lutz 14.Kl. 9: Ste�en Hettler 1, Tim Lutz 13, Tobias Soldan 1.Marktoberdorf, Gymnasium: Kl. 11: Florian S
hweiger 26.Neuss, Gymnasium Marienberg (betr. Lehrerin Frau Cordula Langkamp):Kl. 6: Annika S
hmitz 11.Kl. 10: Vivien Kohlhaas 18. Kl. 11: Madeline Kohlhaas 19.Neuss, Quirinus-Gymnasium:Kl. 5: Kristina Thomsen 3;Kl. 6: Daniel Linn 8; Nathalie Linn 8; Sarah Linn 8; Paul Nehrig 1.Oberursel, Gymnasium (betreuende Lehrer Frau Beitli
h und Frau Elze):Kl. 5: Jakob Kuhn 14; Sarah Vogel 16; Leon Wiets
horke 10; Julian Zimmer14. Kl. 6: Mi
hael Arasim 7; Julius Asal 9; Andrea Behrent 19; Lutz Bis
ho�14; Annika Brinkmann 10; Christina Diel 7; Yanni
 Döring 11; Mar
us Dörner9; Yasmina Gab 3; Mi
hael Grunwald 13; Anna-Lena Ho
k 15; Tim Hoh 10;Anna-Maria Klaas 16; Kathi Klauda 12; Heiko Kötzs
he 15; Lea Leopold 7;Nataly Lipp 10; Babette Mars
hner 7; Martin Müller 15; Thi Thao Nguyen 6;Mariam Rahi 8; Jonas S
hramm 5; Felix Sobotta 14; Nils Thomas 7; JulianTjardes 8; Eva-Marie Wagner 13.Kl. 8: Valentin Kuhn 23;Kl. 11: Bian
a Bell
hambers 7; Vita Bell
hambers 6.Kl. 12: Valentin Walther 23. Kl. 13: Stefan Albert 22.Remagen, Gymnasium Nonnenwerth (betreuender Lehrer Herr Meixner):Kl. 8: David Feiler 30.Reutlingen, Friedri
h-List-Gymnasium: Kl. 7: Luis Ressel 15.Stendal, Win
kelmann-Gymnasium: Kl. 10: Alexander Rettkowski 8.Wiesbaden, Leibniz-Gymnasium: Kl. 8: Dorothea Winkelvoÿ 12.Winnweiler, Wilhelm-Erb-Gymnasium (betr. Lehrer Herr Kuntz):Kl. 6: Sarah Grabelmann 9, Anna Lena Meier 9, Lena Mohr 9;Kl. 7: Lorena Ritzmann 12.Wittli
h, Peter-Wust-Gymnasium (betr. Lehrerin Frau Elisabeth Maringer):Kl. 9: Anna Arendt 10.MONOID 97 46



Mitteilungen
◮ Herausgeber und Redaktion begrüÿen herzli
h alle neuen Leserinnen undLeser, die si
h mit dem Jahr 2009 zu der S
har der MONOID-Leser(innen) und-Löser(innen) hinzugesellt haben.
◮ Das Jahr 2008 war das Jahr der Mathematik. MONOID hat hierzu ein Son-derheft beigesteuert, das alle Abonnent(inn)en zusätzli
h erhalten haben. - DasBundesministerium für Bildung und Fors
hung hat zusammen mit der InitiativeWissens
haft im Dialog das Jahr 2009 unter das Zei
hen Fors
hung gestellt:Fors
hungsexpedition Deuts
hland. MONOID ermuntert seine Leser(innen) s
honimmer, si
h fors
hend mit mathematis
hen Fragen und Problemen auseinanderzu setzen: Die Rubriken �Mathis ma
hen mathematis
he Entde
kungen�, �Werfors
ht mit?� und �Die Seite(n) für den Computer-Fan� laden hierzu ein. Ent-spre
hend werden die in diesen Rubriken erzielten Punkte Grundlage für dieVergabe eines Fors
herpreises 2009 sein, der 2008 erstmals vergeben wurde.
◮ Fors
herinnen hatten es zu früheren Zeiten ni
ht lei
ht, den akademis
henWeg über eine Habilitation zu bes
hreiten, da eine sol
he Frauen ni
ht ge-stattet wurde. Der Beitrag von Frau Dr. habil. Margarita Kraus in der Rubrik�Wer war's?� bes
hreibt dies eindringli
h. Frau Kraus ist Akademis
he Rätin imInstitut für Mathematik und inzwis
hen Mitglied der MONOID-Redaktion.
◮ Zum Jahreswe
hsel gab es au
h einen We
hsel im MONOID-Büro: Mar
elGruner, bisher zuständig für die Erstellung und das Layout der MONOID-Hefte,legt derzeit sein Staatsexamen ab und wird demnä
hst in das Referendariat fürden gymnasialen S
huldienst we
hseln. Die Redaktion dankt Herrn Gruner fürseine engagierte und umsi
htige Mitarbeit, die deutli
h zur Qualität der Heftebeigetragen hat. Von seiner Erfahrung pro�tieren nun seine Na
hfolger BorisBaltes und Ste�en Wolf. (E.K.)Die RedaktionLeitung: Dr. Ekkehard Kroll, Südring 106, 55128 MainzMitglieder: Angelika Beitli
h, Prof. Wolfgang J. Bühler, Ph. D., MarkusDillmann, Christa Elze, Dr. Hartwig Fu
hs, Dr. Klaus Gornik, Mar
el Gruner,Dr. Cynthia Hog-Angeloni, Arthur Köpps, Wolfgang Kraft, PD Dr. Marga-rita Kraus, Helmut Ramser, Silke S
hneider, Prof. Dr. Hans-Jürgen S
huh,Prof. Dr. Du
o van Straten, Dr. Siegfried WeberWeitere Mitarbeiter: Dr. Valentin Blomer, Martin Mattheis, Dr. Volker Priebe,Dr. Stefan KermerZusammenstellung und Satz: Boris Baltes, Mar
el Gruner, Ste�en WolfInternet: Juliane GutjahrBetreuung der Abonnements: Katherine Pillau47 MONOID 97
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