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Liebe L(o)eserin, lieber L(o)eser!Die neuen Aufgaben warten auf Lösungen. Nur Mut, au
h wenn Du in Mathe keine�Eins� hast! Die Aufgaben sind so gestaltet, dass Du zur Lösung ni
ht unbedingt denMathe-Sto� der S
hule brau
hst. Vielmehr wirst Du viel mathematis
he Fantasie undselbstständiges Denken brau
hen, aber au
h Zähigkeit, Willen und Ausdauer.Wi
htig: Au
h wer nur eine Aufgabe oder Teile einzelner Aufgaben lösen kann, sollteteilnehmen; der Gewinn eines Preises ist denno
h ni
ht ausges
hlossen. Denkt beiEuren Lösungen daran, au
h den Lösungsweg abzugeben!Für S
hüler/innen der Klassen 5�7 sind in erster Linie dieMathespielereien vorgesehen;au
h S
hüler/innen der Klassen 8 und 9 dürfen hier mitma
hen, aber nur auf der Basisder halben Punktzahl. Alle S
hüler, insbesondere aber jene der Klassen 8-13, könnenLösungen zu den Neuen Aufgaben abgeben. Punkte aus den Rubriken Computer-Fan,Mathis ma
hen mathematis
he Entde
kungen und Wer fors
ht mit? werden bei derVergabe des Fors
herpreises zugrunde gelegt. (Beiträge zu vers
hiedenen Rubrikenbitte auf vers
hiedenen Blättern abgeben.)Abgabe-(Einsende-) Termin für Lösungen ist der 09.09.2009.Zus
hriften bitte an folgende Ans
hrift:Johannes Gutenberg�UniversitätInstitut für MathematikMONOID-Redaktion55099 Mainz Tel.: 06131/3926107Fax: 06131/3924389E-Mail: monoid�mathematik.uni-mainz.deIm ELG Alzey können Lösungen und Zus
hriften direkt an Herrn Kraft abgegebenwerden, im KG Frankenthal direkt an Herrn Köpps.Ferner gibt es in folgenden S
hulen betreuende Lehrer/innen, denen Ihr Eure Lösungengeben könnt: Herrn Ronellen�ts
h im Leibniz-Gymnasium Östringen, Herrn Witte-kindt in Mannheim, Herrn Jakob in der Li
htbergs
hule in Eiterfeld, Frau Langkampim Gymnasium Marienberg in Neuss, Herrn Kuntz im Wilhelm-Erb-GymnasiumWinn-weiler, Herrn Meixner im Gymnasium Nonnenwerth, Herrn Mattheis im Frauenlob-Gymnasium Mainz, Frau Beitli
h und Frau Elze im Gymnasium Oberursel, Frau Nie-derle in der F-J-L-Gesamts
hule Hadamar und Herrn Dillmann im Gymnasium Eltville.Die Namen aller, die ri
htige Lösungen eingerei
ht haben, werden im MONOID in der�Rubrik der Löser� und auf der MONOID-Homepage im Internet ers
heinen.Wir bitten au
h um neue Aufgaben, die Du selbst erstellt hast, um sie zu veröf-fentli
hen. Diese Aufgaben sollen aber ni
ht aus Bü
hern oder Aufgabensammlungenentnommen sein, sondern Deiner eigenen Fantasie entspringen. Würde es Di
h ni
hteinmal reizen, eine Aufgabe zu stellen, deren Lösung vorerst nur Du kennst?Am Jahresende werden rund 50 Preise an die �eiÿigsten Mitarbeiter vergeben. Seit1993 gibt es no
h einen besonderen Preis: das Goldene M.Auÿer der Medaille mit dem Goldenen M gibt es einen bea
htli
henGeldbetrag für die beste Mitarbeit bei MONOID und bei anderen ma-thematis
hen Aktivitäten, nämli
h: Lösungen zu den Neuen Aufgabenund den Mathespielereien, Beiträge zur Seite für den Computer-Fan,Artikel s
hreiben, Erstellen von neuen Aufgaben, et
.Und nun wüns
hen wir Eu
h viel Erfolg bei Eurer Mitarbeit! Die RedaktionMONOID 98 2



Ein Bli
k hinter die KulissenEin Wurfpfeilspiel mit unerwartetem Ausgangvon Hartwig Fu
hsAuf einem Jahrmarkt gibt es ein Wurfspiel, bei dem manangebli
h Geld gewinnt. Mit einem Einsatz von 5 e kannman das Spiel spielen und das geht so:Zunä
hst erhält der Spieler se
hs Wurfpfeile. Dann wirdeine S
heibe, die in dreizehn glei
h groÿe Sektoren einge-teilt ist, in s
hnelle Drehbewegung versetzt. Der Spielerwirft seine Pfeile auf die S
heibe. 8
9

10

5

11
12

2
34

1

137

6

Er hat verloren, wenn mindestens zwei Pfeile den glei
hen Sektor eins
hlieÿli
h,dessen linken Rand tre�en. Landen dagegen seine Pfeile in se
hs vers
hiedenenSektoren, dann hat er gewonnen und erhält 10 e. Jeder Wurf, der die S
heibeverfehlt, muss wiederholt werden.Ein Spieler könnte nun so überlegen: Die Chan
en, bei dreizehn Sektoren genause
hs vers
hiedene zu tre�en, stehen zu meinen Gunsten. Mit mehreren Spielenkönnte i
h daher so viel gewinnen, dass ein s
höner Abend auf der Festwiese�nanzierbar ist. Stimmt das?Wenn der erste Wurfpfeil im Sektor s1 landet, dann verliert der Spieler nurdann ni
ht bereits bei dem zweiten Wurf, wenn sein zweiter Pfeil jetzt in einemSektor s2 mit s2 6= s1 ste
ken bleibt. Dafür gibt es zwölf Mögli
hkeiten. Also ist
W (s2 mit s2 6= s1) = 12

13 die Wahrs
heinli
hkeit für das Ereignis s2 6= s1. Ganzentspre
hend ist W (s3 mit s3 6= s2, s3 6= s1) = 11
13 die Wahrs
heinli
hkeit dafür,dass der dritte Pfeil in einem von s2 und s1 vers
hiedenen Sektor s3 landet undso weiter.S
hlieÿli
h ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass der letzte Pfeil in einem von s1, s2,. . . , s5 vers
hiedenen Sektor s6 tri�t, W (s6 mit s6 6= si , i = 1, 2, ... , 5) = 8

13 .Wie groÿ ist dann die Wahrs
heinli
hkeit P , dass der Spieler sein Spiel gewinnt,dass er also mit seinen se
hs Wurfpfeilen se
hs Sektoren si , i = 1, 2, ... , 6, tri�t,von denen keine zwei übereinstimmen?Es gilt: P = W (s2)·W (s3)·W (s4)·W (s4)·W (s5)·W (s6) = 12·11·10·9·8
135 ≈ 0, 256.Dieser P-Wert bedeutet: Wenn der Spieler viele Spiele spielt, wird er dur
h-s
hnittli
h 25,6% davon gewinnen. Spielt er n Spiele, so kostet ihn das 5 · neEinsatz; nur bei dur
hs
hnittli
h jedem viertem Spiel erhält er 10 e zurü
k. Bei

n Spielen verliert er also (5n − 10 · n
4 ) = 2,5n e; oder: Bei jedem Spiel verlierter dur
hs
hnittli
h 2,50 e. 3 MONOID 98



Unser Redaktionsmitglied Wolfgang J. Bühler s
hlägt unseren Lesern vor, si
hzu überlegen:Sei p > 1 die Anzahl der Pfeile und s die der Sektoren und zum Beispiel
s − p = 4.Für wel
he Paare (p, s) ist dann das Spiel günstig für den Spieler?�Gute� Zahlen � Gute Idee!von Tom BallikDe�nitionDie natürli
he Zahl n heiÿe �gut�, wenn natürli
he Zahlen ai existieren, so dassfolgende beiden Eigens
haften gelten:1. n = a1 + a2 + ... + ak ;2. 1

a1
+ 1

a2
+ ... + 1

ak
= 1.Problem 1 (Olympiade-Aufgabe 1978 in den USA)Beweise unter der Annahme, dass die Zahlen von 1000 bis 2007 �gut� sind, dassdann au
h alle weiteren Zahlen gröÿer als 2007 �gut� sind!LösungDie Idee besteht darin, aus bereits bekannten �guten� Zahlen neue zu produ-zieren:Angenommen, m ist �gut� , dann gilt:

m = a1 + a2 + ... + akund
1

a1
+

1

a2
+ ... +

1

ak

= 1.Daraus folgt der Reihe na
h:
1

2
·
(

1

a1
+

1

a2
+ ... +

1

ak

)

=
1

2
,

1

2a1
+

1

2a2
+ ... +

1

2ak

=
1

2
,

1

2
+

1

2a1
+

1

2a2
+ ... +

1

2ak

= 1. [A℄Auÿerdem gilt:MONOID 98 4



2 + 2a1 + 2a2 + ... + 2ak = (2 + 2m).Also ist (2 + 2m) �gut�.Regel: Einfa
h alle Summanden einer �guten� Zahl verdoppeln und 2 ad-dieren � fertig ist die Zusammensetzung der neuen �guten� Zahl!Den Bru
h 1
2 kann man auf zwei vers
hiedene Arten aufsplitten:

1

2
=

1

3
+

1

6
=

1

4
+

1

4
.Damit ergibt si
h in Glei
hung [A℄:

1

4
+

1

4
+

1

2a1
+

1

2a2
+ ... +

1

2ak

= 1oder
1

3
+

1

6
+

1

2a1
+

1

2a2
+ ... +

1

2ak

= 1.Daher sind au
h die beiden Zahlen 4 + 4 + 2a1 + 2a2 + ... 2ak = (8 + 2m) und
3 + 6 + 2a1 + 2a2 + ... 2ak = (9 + 2m) �gut�.Regel: Einfa
h alle Summanden einer �guten� Zahl verdoppeln und 8 bezie-hungsweise 9 addieren � fertig ist die Zusammensetzung der neuen �guten�Zahl!Man könnte den Bru
h 1

2 in Glei
hung [A℄ au
h genauso dur
h eine andere�gute� Zahl darstellen:Angenommen, au
h n ist �gut� , dann gilt:
n = b1 + b2 + ... + bi und 1

b1
+

1

b2
+ ... +

1

bi

= 1und genauso wie für m:
1

2b1
+

1

2b2
+ ... +

1

2bi

=
1

2
.Insgesamt ergibt das

1

2b1
+

1

2b2
+ ... +

1

2bi

+
1

2a1
+

1

2a2
+ ... +

1

2ak

= 1.Wir haben also die �gute� Zahl 2b1 + 2b2 + ... + 2bi + 2a1 + 2a2 + ... + 2ak =
2(m + n) kreiert!Regel: Einfa
h jeweils alle Summanden zweier �guter� Zahlen verdoppelnund addieren � fertig ist die Zusammensetzung der neuen �guten� Zahl!5 MONOID 98



Für die Lösung des Problems 1 rei
ht uns freili
h aus, dass man aus der �guten�Zahl m die beiden �guten� Zahlen (2m + 8) und (2m + 9) kreieren kann:Mit 1000 sind dann au
h 2 · 1000 + 8 = 2008 und 2 · 1000 + 9 = 2009 �gut�.Mit 1001 sind dann au
h 2 · 1001 + 8 = 2010 und 2 · 1001 + 9 = 2011 �gut�.Mit 1002 sind dann au
h 2 · 1002 + 8 = 2012 und 2 · 1002 + 9 = 2013 �gut�und so weiter!Insgesamt ist vorausgesetzt, dass alle m mit 999 < m < 2008 �gut� sind.Nennen wir dieses Intervall von 1000 bis 2007 unser erstes Zahlenintervall I.
(2m +8) ergibt für alle diese �guten� m die geraden Zahlen von 2008 bis 4022.
(2m+9) ergibt für alle diese �guten� m die ungeraden Zahlen von 2009 bis 4023.Insgesamt sind also alle Zahlen von 2008 bis 4023 abgede
kt. Dieses ist unserzweites Zahlenintervall II.Nun hat man die Situation, dass alle m des zweiten Zahlenintervalls mit 2007 <

m < 4024 �gut� sind. Dies ist aber exakt die glei
he Ausgangsposition wievorhin, weil die nä
htse kleinste Zahl, die ni
ht im Intervall liegt, wieder dur
hdie kleinste Zahl des Intervalls kreiert werden kann: 4024 = 2 · 2008 + 8. Manerhält also im nä
hsten S
hritt die �guten� Zahlen 4024 bis 8055. Diese istunser drittes Zahlenintervall III et 
etera.Alle Zahlenintervalle aneinander gereiht ergeben die natürli
hen Zahlen > 999,wobei jedes Zahlenintervall doppelt so viele Elemente hat wie sein Vorgänger.Zahlenintervall von ... bis Anzahl der ElementeI 1000 bis 2007 1008II 2008 bis 4023 2016III 4024 bis 8055 4032... ... ...Also sind alle Zahlen gröÿer als 2007 unter der Annahme, dass die Zahlen von
1000 bis 2007 �gut� sind, ebenfalls �gut�.Problem 2 (Bundeswettbewerb Mathematik 2008)Man stelle die Zahl 2008 so als Summe natürli
her Zahlen dar, dass die Additionder Kehrwerte der Summanden die Zahl 1 ergibt.LösungDie Angabe klingt zwar etwas anders, aber wenn man sie in Glei
hungen auf-s
hreibt, sieht man, dass es si
h de fa
to um das glei
he Problem handelt:

2008 = a1 + a2 + ... + ak und 1

a1
+

1

a2
+ ... +

1

ak

= 1.Wir sollen also eine geeignete Aufsplittung der �guten� Zahl 2008 �nden.Diese Beispiel wurde s
hon in MONOID 93 (Seiten 29�41) vorgestellt und mitzwei vers
hiedenen Lösungsvors
hlägen dur
hgere
hnet. Mit unserem WissenMONOID 98 6



aus dem vorherigen Beispiel kann man nun etwas anders an die Fragestellungherangehen:Wir wissen bereits: Ist m �gut�, so sind au
h die Zahlen (2m+2), (2m+8) und
(2m + 9) �gut�. Wenn m und n �gut� sind, dann ist au
h (2m + 2n) �gut�.Eine obligate Mögli
hkeit, dieses Beispiel für den konkreten Fall 2008 zu lösen,besteht also darin, mit kleinen �guten� Zahlen zu beginnen und daraus gröÿerezu kreieren, bis man irgendwann bei 2008 landet.Kurioserweise rei
ht für diese Zwe
ke eine einzige, nämli
h die kleinste �gute�Zahl, also 1 � o�ensi
htli
h ist 1 = 1

1 .Als quasi Ursprungs-�Gute�-Zahl entwi
kelt sie genügend andere �gute� Zahlen:
1 → 4, 10, 11;

10 → 22, 28, 29;

11 → 24, 30, 31.Dieses Spiel
hen könnte man natürli
h weiterführen, um irgendwann mit etwasGlü
k bei 2008 zu landen. S
hneller geht es allerdings, wenn man von 2008rü
kwärts re
hnet: Um zu beweisen, dass2008 �gut� ist, rei
ht es zu zeigen, dass 1000 �gut� ist.1000 �gut� ist, rei
ht es zu zeigen, dass 496 �gut� ist.496 �gut� ist, rei
ht es zu zeigen, dass 244 �gut� ist.244 �gut� ist, rei
ht es zu zeigen, dass 118 �gut� ist.Hinweis: Alle vier Reduktionen funktionieren mit dem �(2m + 8)-Tri
k�.
118 bekommt man aber s
hon als Kombination der beiden �guten� Zahlen 29und 30:

118 = 2 · 30 + 2 · 29.Si
her kann man si
h 2008 au
h auf viele andere Arten konstruieren � der Leserist eingeladen, andere Mögli
hkeiten zu �nden!Nun geht es also no
h um eine konkrete Darstellung: Um eine neue �gute�Zahl zu ers
ha�en, müssen wir folgendes tun: Die Summanden einer �guten�Zahl werden verdoppelt und zu diesen 2, 4 + 4, 3 + 6 oder die verdoppeltenSummanden einer anderen �guten� Zahl addiert.Beginnen wir mit 29:�gute� Zahl: 1 → 10 = 2 · 1 + 8 → 29 = 2 · 10 + 9Aufsplittung: 1 4 + 4 + 2 3 + 6 + 8 + 8 + 47 MONOID 98



Nun kommt 30:�gute� Zahl: 1 → 11 = 2 · 1 + 9 → 30 = 2 · 11 + 8Aufsplittung: 1 3 + 6 + 2 4 + 4 + 6 + 12 + 4

118:�gute� Zahl: 118 = 2 · (29 + 30)Aufsplittung: 6 + 12 + 16 + 16 + 8 + 8 + 8 + 12 + 24 + 8

244:�gute� Zahl: 244 = 2 · 118 + 8Aufsplittung: 4 + 4 + 12 + 24 + 32 + 32 + 16 + 16 + 16 + 24 + 48 + 16

496:�gute� Zahl: 496 = 2 · 244 + 8Aufsplittung: 4 + 4 + 8 + 8 + 24 + 48 + 64 + 64 + 32 + 32 + 32 + 48
+96 + 32

1000:�gute� Zahl: 1000 = 2 · 496 + 8Aufsplittung: 4 + 4 + 8 + 8 + 16 + 16 + 48 + 96 + 128 + 128 + 64 + 64
+64 + 96 + 192 + 64

2008:�gute� Zahl: 2008 = 2 · 1000 + 8Aufsplittung: 4 + 4 + 8 + 8 + 16 + 16 + 32 + 32 + 96 + 192 + 256 + 256
+128 + 128 + 128 + 192 + 384 + 128Und tatsä
hli
h:

1
4 + 1

4 + 1
8 + 1

8 + 1
16 + 1

16 + 1
32 + 1

32 + 1
96 + 1

192 + 1
256

+ 1
256 + 1

128 + 1
128 + 1

128 + 1
192 + 1

384 + 1
128

= 192+192+96+96+48+48+24+24+8+4+3+3+6+6+6+4+2+6
768 = 768

768 = 1Somit ist eine Aufsplittung von 2008 gefunden!Anmerkung und Ausbli
k IBei diesem Themenkomplex drängen si
h zwei Fragen förmli
h auf:(1) Wel
he Zahlen sind ni
ht �gut�?(2) Wie viele Darstellungen existieren für �gute� Zahlen � speziell für 2008?Wer es selbst heraus�nden will, ni
ht weiterlesen!MONOID 98 8



Tatsä
hli
h gibt es nämli
h überhaupt nur 13 Zahlen, die ni
ht �gut� sind!Es handelt si
h um 2, 3, 5, 6, 7, 8, 12, 13, 14, 15, 19, 21 und 23.Die kleinste Zahl, die mehrere Darstellungsformen zulässt, ist 22:
22 = 2 + 4 + 8 + 8 = 2 + 5 + 5 + 10 = 3 + 3 + 4 + 12.Ab dann steigt die Anzahl der vers
hiedenen Darstellungsmögli
hkeiten für �gu-te� Zahlen s
hnell in die Höhe:Zahl Anzahl Zahl Anzahl Zahl Anzahl24 1 50 8 76 4425 1 51 4 77 2826 1 52 10 78 4727 1 53 9 79 4828 2 54 9 80 4329 3 55 11 81 4430 2 56 8 82 5931 2 57 13 83 4932 1 58 13 84 5133 2 59 15 85 7234 2 60 16 86 6535 2 61 21 87 6436 4 62 18 88 7937 5 63 16 89 7038 5 64 22 90 7839 2 65 19 91 8740 4 66 18 92 9841 5 67 30 93 8342 5 68 24 94 11043 9 69 19 95 10344 4 70 26 96 9645 4 71 28 97 12646 6 72 26 98 10147 4 73 29 99 13448 4 74 35 100 13749 7 75 29Beim Betra
hten dieser Tabelle s
heint klar, dass es für 2008 sehr viele Dar-stellungen gibt. Aber wie viele genau?Mit meinen bes
heidenen Programmierkenntnissen konnte i
h leider ni
ht aufdie Lösung kommen. Aber viellei
ht gibt es unter den Lesern Experten, dieAufklärung betreiben können!?∗

∗ Rü
kmeldungen bitte an die MONOID�Redaktion und an thomas.ballik�
hello.at � Wirfreuen uns auf Eure Zusendungen! 9 MONOID 98



Anmerkung und Ausbli
k IIViele von Eu
h werden das klassis
he �Kamelproblem� kennen, wel
hes übrigenswunderbar von Ian Stewart im Spektrum der Wissens
haft 3/1993 erläutertwird:Ein S
hei
h vererbt seine 17 Kamele an seine drei Söhne. Ein Sohn soll dieHälfte, einer ein Drittel und einer ein Neuntel vom Erbe erhalten. Na
hseinem Tod wissen die Söhne ni
ht so re
ht, was sie tun sollen, da sie keinKamel teilen wollen. Da kommt ein alter, weiser Mann zu ihnen und borgtden Brüdern sein eigenes Kamel. Damit sind es insgesamt 18 Kamele � derÄlteste bekommt nun die Hälfte, also neun Kamele, der Zweitälteste erhältein Drittel, also se
hs Kamele und der Jüngste erhält ein Neuntel, also zweiKamele. Das sind zusammen 17 Kamele, sodass sie dem alten Mann seineigenes Kamel wieder zurü
k geben können. Nun sind alle zufrieden.Der alte Weise kann deshalb helfen, weil die Addition der Erbteile ni
ht einsergibt:
1

2
+

1

3
+

1

9
=

17

18
< 1.Borgt er den Brüdern nun sein eigenes Kamel, so geht es wunderbar auf.Bei Verallgemeinerung der Fragestellung (andere Anzahl an Söhnen und Kame-len) kann man erkennen, dass diese Ges
hi
hte au
h etwas mit �guten� Zahlenzu tun hat:Seien 1

a1
, 1
a2

, ... , 1
ak

die Bru
hanteile des Erbes der k Söhne und (d − 1) dieAnzahl der zu vererbenden Kamele, so kann man folgende Glei
hung aufstellen:
1

a1
+

1

a2
+ ... +

1

ak

=
d − 1

d
.Na
h Umformung erhält man:

1

a1
+

1

a2
+ ... +

1

ak

= 1 − 1

d
,also

1

a1
+

1

a2
+ ... +

1

ak

+
1

d
= 1.Also ist die Summe (a1 + a2 + ... + ak + d) eine �gute� Zahl.Frage: Wie kann die Ges
hi
hte vom S
hei
h und seinen Söhnen abgeändertwerden, wenn er 39 Kamele auf vier Söhne zu vererben hat?

MONOID 98 10



Mathematis
he Lese-E
ke� Lesetipps zur Mathematik �von Martin MattheisTony Crilly: �50 S
hlüsselideen Mathematik� .Dass Mathematik mehr ist, als einfa
h nur re
hnen, wird jedem klar, der si
hnur ein biss
hen damit befasst. Aber worum genau geht es eigentli
h in derMathematik? Wel
he grundlegenden Ideen haben die Mens
hen so bes
häftigt,dass sie damit die Mathematik grundlegend vorangebra
ht haben? Genau damitbes
häftigt si
h das Bu
h �50 S
hlüsselideen Mathematik� von Tony Crilly. Derenglis
he Mathematiker hat in 50 jeweils vierseitigen Essays die vers
hiedens-ten Themen dur
hleu
htet. Die behandelte Themenpalette rei
ht dabei von derNull, sonstigen spannenden Zahlen wie π, e, und i , über geometris
he Grund-lagen wie das Parallelenpostulat, Dimensionen und Konstruktionen bis hin zuden groÿen Problemstellungen wie dem Vier-Farben-Problem, dem Problem desHandlungsreisenden, dem Satz von Wiles oder der Riemanns
hen Vermutung.In der Fuÿzeile der ersten beiden Seiten jedes Essays be�ndet si
h eine Zeitleis-te, der man entnehmen kann, wann die bes
hriebene Idee geboren wurde undwie sie si
h dann zeitli
h entwi
kelt hat. Zusätzli
h wurden viele Inhalte dur
hSkizzen und Zei
hnungen illustriert.Fazit: Au
h wenn man die meisten der vorgestellten Probleme in vielen ähn-li
hen Sammelwerken �ndet, so handelt es si
h do
h um eine gelungene Zu-sammenstellung, die man immer wieder zur Hand nehmen wird, um ein neu-es Kapitel zu lesen. Abzüge in der Bewertung gibt es für die dur
hgehendes
hwarz-weiÿe Gestaltung. Farbige Abbildungen würden das Bu
h ni
ht nurbunter sondern au
h anspre
hender ma
hen.Gesamtbeurteilung: gut ,,

Angaben zum Bu
h: Crilly, Tony: 50 S
hlüsse-lideen Mathematik. Spektrum 2009, ISBN 978-3-8274-2118-0, gebunden, 208 Seiten, 24,95eArt des Bu
hes: Sammelband grundlegendermathematis
her IdeenMathematis
hes Niveau: verständli
hAltersempfehlung: ab 14 Jahre 11 MONOID 98



Die Primzahlensammler vonTs
hebys
hewvon Hartwig Fu
hsDie Frage, wie die Primzahlen in der Menge der natürli
hen Zahlen verteilt sind,bes
häftigt die Mathematiker seit sie bermerkten, dass Primzahlen einen ganzbesonderen Zahlentyp darstellen � sie sind die �Atome�, aus denen Ni
htprim-zahlen multiplikativ aufgebaut sind.Eine erste grundlegende Aussage über die Primzahlen-Verteilung hat Euklid (um300 v. Chr.) hergeleitet:Es gibt unendli
h viele Primzahlen.Über 2000 Jahre vergingen, bevor der nä
hste Forts
hritt erzielt wurde.Leonhard Euler (1707�1783), der bedeutendste Mathematiker (mindestens) des18. Jahrhunderts bewies:Die unendli
he Reihe der reziproken Primzahlen 1
2 + 1

3 + 1
5 + 1

7 + 1
11 +... hat keineendli
he Summe, während die unendli
he Reihe der reziproken Quadratzahlen

1
12 + 1

22 + 1
32 + 1

42 + ... einen endli
hen Wert besitzt. Daraus folgerte er:In der Menge der natürli
hen Zahlen liegen die Primzahlen di
hter als dieQuadratzahlen.Eine weitere Aussage über die Verteilung der Primzahlen, die nun s
hon sehrviel konkreter als der Satz von Euler ist, ma
hte Joseph Louis François Bertrand(1822�1900) � der sie allerdings ni
ht beweisen konnte.Für jedes n > 1 gilt: Zwis
hen n und 2n be�ndet si
h stets eine Primzahl.Pafnuti Lwowits
h Ts
hebys
hew (1821�1894), der Bertrands Vermutung be-weisen konnte, glaubte eine weitere mögli
he Verteilungseigens
haft der Prim-zahlen entde
kt zu haben.Jede ungerade Primzahl p ist von der Form p = 4n+1 oder p = 4n+3. Ts
he-bys
hew vergli
h nun die Häu�gkeit des Vorkommens dieser beiden Primzahl-Typen und er gelangte dabei zu einer Vermutung:Für jede natürli
he Zahl x ≥ 43 gilt:Unter den Primzahlen p, 43 ≤ p ≤ x , gibt es stets mehr Primzahlen vomTyp p = 4n + 3 als vom Typ p = 4n + 1.Eine Überprüfung der Ts
hebys
hew-Vermutung für ein Anfangsstü
k der Fol-ge N der natürli
hen Zahlen wollen wir uns als einen Wettbewerb zwis
hen zweiPrimzahlen-Sammlern P1 und P3 vorstellen. Während P1 und P3 die Zahlenfol-ge N bis zur Marke x entlang laufen, sammelt P1 die Primzahlen p vom TypMONOID 98 12



p = 4n + 1 und P3 die vom Typ p = 4n + 3. Die Anzahl der Primzahlen, diesie dabei gefunden haben, sei mit π1(x) beziehungsweise mit π3(x) bezei
hnet.Ts
hebys
hew behauptet also: Für jede natürli
he Zahl x gilt: Ist x ≤ 42, dannist π3(x) ≥ π1(x); ist x ≥ 43, dann ist π3(x) > π1(x) oder π3(x)− π1(x) > 0.Bis zur Marke x = 250 verläuft der Sammelwettbewerb so:
x 1, 2, ... , 42 43, ... , 126 127, ... , 198 199, ... , 210 211, ... , 250

π3(x) − π1(x) ≥ 0 ≥ 1 ≥ 2 ≥ 3 ≥ 4Die Tabelle vermittelt den Eindru
k, Ts
hebys
hews Vermutung könnte viel-lei
ht ri
htig sein.Bei Fortsetzung des Sammelwettbewerbs über x = 250 hinaus ergibt si
h bei
x = 26 861, dass π3(x) = 1 472 und π1(x) = 1 473 und mithin π3(x) < π1(x)ist � also ist Ts
hebys
hews Vermutung fals
h.Übrigens gilt π3(x) < π1(x) erstmals für x = 26 861.Mit einer von John Edensor Littlewood (1885�1977) entwi
kelten Methode lässtsi
h beweisen, dass ein We
hsel von π3(x) > π1(x) zu π3(x) < π1(x) undumgekehrt unendli
h oft statt�ndet.

Mathis ma
hen mathematis
heEntde
kungenLösung der Aufgabe aus Heft 95In Heft 95 stellten wir Eu
h folgende Aufgabe:Aufgabe: Verste
kte Potenzen in ZahlenquadratenUntersu
he die n × n-Zahlenquadrate für n = 1, 2, 3, ...:
1 , 1 3

5 7
, 1 3 5

7 9 11
13 15 17

, 1 3 5 7
9 11 13 15
17 19 21 23
25 27 29 31

, . . .Diese Zahlenquadrate weisen interessante Eigens
haften auf � �nde einige davonheraus! A
hte insbesondere auf verste
kte Potenzen! (H.F.)13 MONOID 98



ErgebnisseVier unserer Leser haben uns die Ergebnisse ihrer Untersu
hungen an diesenZahlenquadraten zuges
hi
kt.Magdalena Winkelvoÿ (Klasse 6, Rabanus-Maurus-Gymnasium, Mainz) hatdie Reihe der Quadrate um das 5 × 5-Zahlenquadrat erweitert und mit Re
htfestgestellt, dass au
h die Potenzen aller ungeraden Zahlen in diesen Quadratenaus fortlaufenden ungeraden Zahlen auftreten müssen, da sie ebenfalls ungeradesind. Tatsä
hli
h enthält das n × n-Quadrat in der ersten Zeile alle ungeradenZahlen 2k + 1 von 1 bis 2n − 1 (für k = 0, 1, 2, ..., n − 1) und insgesamt alleungeraden Zahlen 2k + 1 von 1 bis 2n2 − 1 (für k = 0, 1, 2, ..., n2 − 1).Dazu bemerkt Alexey Tyukin (Klasse 13, Gymnasium Mainz-Gonsenheim),dass die Summe der Zahlen in jeder der beiden Diagonalen n3 ergibt, währendsi
h die Summen der Zahlen je zweier bena
hbarter Spalten um 2n unters
hei-den.An weiteren Eigens
haften stellt Shaima'a Ahmed Doma (Klasse 8, Deut-s
hen S
hule der Borromäerinnen, Kairo) zum Beispiel fest, dass die Summeder Zahlen der ersten Zeile n2 beträgt, dieses n2 bei ungeradem n genau imMittelpunkt des Quadrates auftau
ht, während die Addition der Zahlen, die n2umringen, 8n2 ergibt; bei ungeradem n stehen in der Spalte, in der n auftritt,ungerade Vielfa
he von n, deren Summe n3 beträgt.Unter den insgesamt a
ht Feststellungen von Robin Frits
h (Klasse 8, Gym-nasium Lehrte), die er au
h allgemein beweist � zumindest für gerade n �,be�nden si
h einige der bereits erwähnten Beoba
htungen. Hinzu kommt seineAussage, dass die Summe aller Zahlen des n× n-Quadrats n4 beträgt; denn dieSumme aus erster und letzter Zahl, zweiter und vorletzter Zahl und so weiterergibt immer 2n2, so dass wir bei geradem n insgesamt n2

2 Paarungen und somitdas Gesamtergebnis n2

2 · 2n2 = n4 haben; bei ungeradem n gibt es dagegen nur
n2

−1
2 Paare, dafür steht n2 in der Quadratmitte, so dass si
h au
h jetzt für dieGesamtsumme der Wert n2

−1
2 ·2n2+n2 = n4 ergibt. Na
h dem glei
hen S
hemalassen si
h die übrigen Erkenntnisse von Robin Frits
h beweisen, nämli
h dassdie Summe aller Zahlen in der m-ten Zeile n2 ·(2m−1) beträgt, die aller Zahlenin der m-ten Spalte n3 − n2 + n · (2m − 1), die aller Zahlen in jeder der beidenDiagonalen n3 und s
hlieÿli
h � bei geradem n � die aller Zahlen in der oberenQuadrathälfte n4

4 , so dass für die untere Hälfte 3
4n4 verbleiben.Abs
hlieÿend sei no
h auf eine Anregung des Aufgabenstellers verwiesen, wo-na
h si
h interessante Ergebnisse �nden lassen, wenn man die Summe allerZahlen im gesamten n×n-Quadrat mit den Zahlensummen darin konzentris
h∗einges
hlossener kleinerer Quadrate, zum Beispiel im Falle n = 6 des enthalte-nen konzentris
hen 4 × 4- und 2 × 2�Quadrates verglei
ht.

∗ Das heiÿt: Viele symmetris
he, um eine gemeinsamen Mittelpunkt angeordnete Figurendes selben Typs.MONOID 98 14



Die besondere AufgabeEine Gratwanderung desGottfried Wilhelm Leibnizvon Hartwig Fu
hsIm Jahre 1672, am Beginn seiner steilen wissens
haftli
hen Karriere, die ihn zumbedeutendsten Universalgelehrten des 17. Jahrhunderts ma
hen sollte, reiste derjunge Gottfried Wilhelm Leibniz∗ in einem diplomatis
hen Auftrag des Kurfürs-ten von Mainz na
h Paris.Dort lernte er neben vielen anderen Wissens
haftlern au
h den vielseitigenAstronomen, Physiker, Mathematiker und Er�nder Christiaan Huygens∗∗ ken-nen.Und Hugens war es, der dem mathematis
h ho
h interessierten Diplomaten beieinem Zusammentre�en die Frage stellte:Wel
hen Wert hat die unendli
he Reihe � heute würde man sagen: Gegen wel-
hen Grenzwert konvergiert die Reihe(1) L = 1
1·2 + 1

2·3 + 1
3·4 + 1

4·5 + ...?Leibniz, der kaum eine mathematis
he Ausbildung und daher damals au
h nurwenige mathematis
he Kenntnisse besaÿ, konnte denno
h die huygenss
he Auf-gabe lösen und das in einer Weise, die bereits das mathematis
he Genie desjungen Mannes erkennen lässt.In seinem ersten Lösungss
hritt transformierte er mit der Beziehung(2) 1
n(n−1) = 1

n
− 1

n+1 , n = 1, 2, 3, ... die Reihe (1) in die Reihe(3) L =
(

1
1 − 1

2

)

+
(

1
2 − 1

3

)

+
(

1
3 − 1

4

)

+
(

1
4 − 1

5

)

+ ...Hier hätte es nun nahe gelegen, mit den arithmetis
hen Regeln
(a − b) = a + (−b) und (−b) + (b − c) = b − b + (−c)die Reihe (3) so zu s
hreiben(4) L = 1

1 + 1
2 − 1

2 + 1
3 − 1

3 + 1
4 − 1

4 + ...Da in (4) beginnend mit + 1
2 − 1

2 je zwei bena
hbarte Glieder zusammen 0 erge-ben, sollte die Reihe (4) den Grenzwert L = 1 haben. Aber Leibniz bes
hreitetdiesen verführeris
h einfa
hen Weg (3) ⇒ (4) ⇒ L = 1 ni
ht. Ihm muss klar
∗ Gottfried Wilhelm Leibniz (*1. Juli 1646 in Leipzig; †14. November 1716 in Hannover)deuts
her Philosoph und Wissens
haftler, Mathematiker, Diplomat, Physiker, Historiker,Politiker, Bibliothekar und Doktor des weltli
hen und des Kir
henre
hts.
∗∗ Christiaan Huygens (*14. April 1629 in Den Haag; †8. Juli 1695 eben da), au
h Chris-tianus Hugenius. 15 MONOID 98



gewesen sein, dass er si
h damit auf eine Gratwanderung begeben hätte, dieihn unweigerli
h in eine ganz vertra
kte mathematis
he Problemzone geführthätte. Etwa in diese:Mit der Beziehung � auf die er lei
ht gestoÿen sein konnte �
1

n(n+1) = 1
t

(

n+t
n

− n+1+t
n+1

) für t = 1, 2, 3,. . . und n = 1, 2, 3,. . .hätte si
h na
h dem Muster (3) ⇒ (4) die Reihe (1) zunä
hst in die unendli
hvielen Reihen
L = 1

t

(

1+t
1 − 2+t

2

)

+ 1
t

(

2+t
2 − 3+t

3

)

+ 1
t

(

3+t
3 − 4+t

4

)

+ ...und diese dann in die Reihen(5) L = 1
t

1+t
1 + 1

t
2+t
2 − 1

t
2+t
2 + 1

t
3+t
3 − 3+t

3 + ...mit dem Grenzwert L = 1
t
(1 + t) umformen lassen. Und so wäre er gestrandetin einem mathematis
hen Minenfeld von lauter widerspre
henden Aussagen(6) L = 1 und L = 1

t
(1 + t), t = 1, 2, 3, ...,aus denen es nur einen Ausweg gab, nämli
h anzunehmen: Die Reihe (1) hatüberhaupt keinen Grenzwert. So aber hätte Leibniz die huygenss
he Aufgabefals
h gelöst. Dazu ist es jedo
h ni
ht gekommen.Ein weiterer Grund, warum Leibniz die �Herleitung� (3) ⇒ (4) ⇒ L = 1 füreinen Irrweg, zumindest aber für einen ungesi
herten Weg halten musste: Diearithmetis
hen Regeln, mit denen die Reihe (3) in die Reihe (4) transformiertwurde, sind ja zunä
hst nur auf Summen mit endli
h vielen Gliedern anwend-bar. Beim Übergang (3) ⇒ (4) wurde aber so gehandelt, als erstre
ke si
h ihrGültigkeitsberei
h au
h auf unendli
he Reihen und dürfe dort unendli
h oft an-gewendet werden. Leibniz bezweifelte, dass ein sol
hes Vorgehen immer zulässigsei und damit stets zu ri
htigen Ergebnissen führe.Wie sehr sein Zweifel bere
htigt war, zeigt ein bekanntes Beispiel von BernhardRiemann∗∗∗, wel
hes auf na
hdrü
kli
he Weise deutli
h ma
hte:Man darf Re
henregeln für endli
he Reihen ni
ht immer ohne unerwüns
hteFolgen bei unendli
hen Reihen anwenden.Dieses Beispiel ist der bemerkenswerteSatz von Riemann:Bei bestimmten Reihen (sie müssen konvergent, dürfen aber ni
ht absolutkonvergent sein) mit unendli
h vielen positiven und unendli
h vielen nega-tiven Gliedern kann man dur
h Umordnen dieser Glieder stets errei
hen,dass die umgeordnete Reihe jede beliebige vorgegebene Zahl als Grenzwertbesitzt.

∗∗∗ Georg Friedri
h Bernhard Riemann (*17. September 1826 in Breselenz (Elbe);
†20. Juli 1866 in Selas
a (Lago Maggiore)); deuts
her Mathematiker, der auf vielenGebieten wirkte.MONOID 98 16



Wie hat nun Leibniz die Aufgabe von Huygens gelöst?Um den logis
hen Probleme aus dem Weg zu gehen, die entstehen, wenn mandie unendli
he Reihe L als Ganzes arithmetis
h bearbeitet, entwi
kelte Leibnizeine Methode zur Grenzwertbestimmung, bei der nur endli
he Teilsummen Lnvon L eine Rolle spielen und bei der alle Regeln der Arithmetik verwendet werdendürfen.Die Ln sind Anfangstü
ke von L:
Ln :=

1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + ... +
1

n · (n + 1)
, n = 1, 2, 3, ...Das Leibniz-Verfahren wird später im 19. Jahrhundert als Ausgangspunkt zueiner präzisen De�nition der Begri�e Konvergenz und Grenzwert dienen! Wirwollen es hier ans
hauli
h � also ni
ht mit dem in der Mathematik übli
henFormalismus � bes
hreiben.Wenn man die Umformung (2) auf die Teilsumme Ln von L anwendet unddann die umgeformte Teilreihe zusammenfasst � was ja bei endli
hen Summenzulässig ist � so erhält man:(7) Für n = 1, 2, 3, ... ist Ln = 1 − 1

n+1 .Daraus folgt: Die Abstände der Teilsummen Ln, n = 1, 2, 3, ..., von 1 betragen
1 − Ln = 1

n+1 . Und diese Abstände tendieren gegen 0, wenn n immer gröÿergewählt wird. Die Teilsummen Ln unters
heiden si
h also immer weniger von 1,je gröÿer n gewählt wird.Man bes
hreibt diesen Sa
hverhalt kurz so: lim
n→∞

Ln = 1; und man sagt: DieFolge der Teilsummen Ln, n = 1, 2, 3, ..., konvergiert gegen den Grenzwert 1.Da die Teilsummen L1, L2, L3, ... na
heinander immer gröÿere Anfangsstü
keder Reihe (1) darstellen, ma
hte Leibniz nun eine kühne Konstruktion, mit der erdie Kluft zwis
hen endli
hen Reihen und einer unendli
hen Reihe überbrü
kte,indem er de�nierte:Da die Teilsummen Ln der Reihe (1) den Grenzwert 1 besitzen, hat au
h dieReihe (1) selbst den Grenzwert L = 1.Dies war Leibnizens Lösungsvors
hlag der Aufgabe, den Grenzwert der Reihezu bestimmen � den Huygens so akzeptierte.S
hlussbemerkungNa
h Leibniz hat die Reihe (1) den Grenzwert L = 1. Wie sind dann die Aussa-gen (6) zu erklären? Im Satz von Riemann wird festgestellt, dass es konvergenteReihen gibt, deren jeweiliger Grenzwert si
h ändert, wenn man sie in andere Rei-hen umformt.So ein Fall liegt wohl bei der Reihe (1) von Huygens vor. Ihre Umformungenführen zu den Reihen (4) und (5) � die von (1) vers
hiedene Reihen darstellenund die deshalb au
h dur
haus andere Grenzwerte als (1) haben können.17 MONOID 98



Dana
h ist (6) keine Ansammlung einander widerspre
hender Aussagen, son-dern die Menge der Grenzwerte der Reihen (4) und (5) � die wir allerdings inirreführender Weise alle mit dem glei
hen Symbol L bezei
hnet hatten.Lösungen der Mathespielereien ausMONOID 97Für die jüngeren S
hüler/innen der Klassen 5�7GeburtstagsmathematikBei einem Spaziergang mit ihrem Mann Hans-Wernerletztes Jahr (2008) stellte Ute fest: �Meine S
hwesterist vom Jahrgang '52 und so alt bin i
h jetzt. MeineS
hwester ist nun 56 Jahre alt und das ist mein Jahr-gang!� Der Geburtsjahrgang besteht aus den letztenbeiden Zi�ern des Geburtsjahres.∗ ∗a) Sie stellt si
h nun die Frage: Ist das Zufall oder gibt es bei jedem Paar einJahr, in dem dieses Phänomen auftritt? Ihr Mann � ein Mathematiker �stellt wilde Theorien auf. Kannst Du ihnen helfen? Wie lautet die Antwortauf Utes Frage?b) Ihre Tö
hter sind in den Jahren 1980 und 1983 geboren. Gibt es für diebeiden au
h ein sol
hes Jahr? Gib das Jahr an oder begründe, warum esdieses ni
ht gibt.
) Ute und Hans-Werner stellen fest, dass es für sie au
h ein sol
hes Jahrgibt, nämli
h 2009. In wel
hem Jahr wurde Hans-Werner geboren? (MG)Lösung:a) Es seien a und b die Jahrgänge zweier Personen, also 1900 + a und
1900 + b ihre Geburtsjahre. (Wir nehmen hier der Einfa
hheit halber an,dass diese Personen beide im 20. Jahrhundert geboren wurden, für jedesandere Jahrhundert verlaufen die Re
hnungen analog. Wobei korrekter-weise das 20. Jahrhundert von 1901 bis 2000 ging, aber darüber sehenwir hier einmal hinweg...) Im fragli
hen Jahr soll jeder das Alter errei-
hen, wel
hes dem Jahrgang des anderen entspri
ht. Es soll also gelten:
(1900 + a) + b = a + (1900 + b). Wegen des Kommutativ- und des As-soziativgesetzes gilt dies für alle Zahlen a und b. Allerdings gilt das nur,wenn beide Personen im selben Jahrhundert geboren wurden. Ansonstenwäre die Glei
hung beispielsweise (1900 + a) + b = a + (2000 + b), was

∗ Für alle, die mit der S
hreibweise vertraut sind, dasselbe no
h mal mathematis
h for-muliert: Für den Jahrgang j zum Geburtsjahr J gilt j ≡ J mod 100 mit 0 ≤ j ≤ 99.MONOID 98 18



ni
ht lösbar ist.b) Aus vorangegangener Überlegung ist klar, dass es ein sol
hes Jahr gibt unddieses 1900 + 80 + 83 = 2063 sein muss.
) Sei j Hans-Werners Geburtsjahrgang. Wegen 2009 = (1900 + j) + 56 musser 1953 geboren worden sein.Gröÿenverglei
hDie Seiten�ä
hen eines Quaders haben die Flä
heninhalte 220 cm2, 264 cm2und 270 cm2; die Flä
heninhalte der Seiten�ä
hen eines zweiten Quaders sind
176 cm2, 198 cm2 und 450 cm2.Wel
her der Quader hat das gröÿere Volumen � oder haben sie etwa das glei
heVolumen? (H.F.)Lösung:Die Seitenkanten des ersten Quaders seien x , y und z lang, die des zweitenQuaders seien u, v und w .Dann gilt für den ersten Quader zum Beispiel xy = 220 cm2, xz = 264 cm2,
yz = 270 cm2 und sein Volumen ist V1 = xyz . Daraus folgt

V 2
1 = x2y2z2 = xy · xz · zy = 220 cm2 · 264 cm2 · 270 cm2 = 15681600 cm6.Für den zweiten Quader gilt analog uv = 176 cm2, uw = 198 cm2, vw =

450 cm2 und sein Volumen ist V2 = uvw . Daraus folgt
V 2

2 = u2v2w 2 = uv ·uw ·vw = 176 cm2 ·198 cm2 ·450 cm2 = 15681600 cm6.Aus V 2
1 = V 2

2 folgt V1 = V2 = 3960cm3, die beiden Quader haben also glei
hesVolumen.No
h eine Variante der Goldba
h-Vermutung∗∗Jede natürli
he Zahl n > 5 ist die Summe aus einer Primzahl und einer Ni
ht-primzahl. (Malte Meyn, Kl. 11, Ohm-Gymnasium, Erlangen)Lösung:Ungerade Zahlen n kann man als Summe 3 + (n − 3), gerade Zahlen n als
2 + (n − 2) s
hreiben.
2 und 3 sind Primzahlen, der zweite Summand ist in beiden Fällen gerade undgröÿer als 2, also ni
ht prim.
∗∗ Na
h Christian Goldba
h, *18.03.1690 in Königsberg, †20.11.1764 in Moskau (in man-
hen Quellen steht 01.12.1764 in St. Petersburg). Seine berühmte Vermutung formulierteer 1742 in einem Brief an Leonhard Euler. Diese besagt: Jede gerade natürli
he Zahllässt si
h als Summe zweier Primzahlen s
hreiben. Bis heute ist dies nur eine Vermutungund no
h ni
ht bewiesen oder widerlegt!19 MONOID 98



Uwes UhrUwes Uhr geht 2 1
2 -mal so s
hnell, wie sie sollte. Er stelltsie um Mitterna
ht. Wann hat sie zum ersten Mal wiederdie ri
htige Zeigerstellung? (WJB)Lösung:In x Stunden geht Uwes Uhr 2,5·x Stunden weiter. Da x = 2, 5·x ni
ht mögli
hist, muss 2,5 · x > 12 gelten. Die Glei
hung 2,5 · x = x + 12 hat die Lösung

1,5 · x = 12, also x = 8.Na
h 8 Stunden ist die Uhr um 2,5 · 8 = 20 Stunden weiter. Die Zeigerstellungist dann wieder die glei
he wie bei 8.00 Uhr.No
h mehr FlaggenEin Verband von Vereinen oder Staa-ten usw. bes
hlieÿt, dass jedes seinerMitglieder eine Flagge mit drei Streifenhaben soll. Alle Flaggen sollen längsge-streift sein und jeweils drei vers
hiedeneder vier Farben rot, s
hwarz, gelb undweiÿ tragen.a) Ist es mit dieser Vors
hrift mögli
h, alle derzeitigen Mitglieder der Euro-päis
hen Union mit vers
hiedenen Flaggen auszurüsten?b) Wie viele vers
hiedene Flaggen sind mögli
h, wenn wir ledigli
h glei
heFarbe bena
hbarter Streifen verbieten?
) Wie viele Mögli
hkeiten gibt es, wenn die Fahnen m vers
hiedene Streifenaus n verfügbaren Farben haben sollen?d) Wie viele vers
hiedene Fahnen sind mögli
h, wenn wir (wie in Teil b) Farb-wiederholungen zulassen, aber ni
ht glei
he Farbe auf bena
hbarten Strei-fen? (WJB)Lösung:a) Es gibt 4 · 3 · 2 = 24 Mögli
hkeiten, 4 für den ersten, 3 für den zweitenund 2 für den dritten Streifen. Das ist zu wenig für die 27 EU-Mitglieder.b) Hier sind für den dritten Streifen wieder drei Farben erlaubt, das heiÿt esgibt 4 · 3 · 3 = 36 Mögli
hkeiten.
) Mit der glei
hen Argumentation wie in a) ergibt si
h die Anzahl
n(n − 1)(n − 2) · ... · (n − m + 1) =

n!

(n − m)!
.d) Analog zu b) �ndet man n(n − 1)m−1 Mögli
hkeiten.MONOID 98 20



Einerzi�erUlrike bes
häftigt si
h gerne mit Zahlentheorie. So fors
ht sie im Berei
h derZahlen und geht au
h der Frage na
h: Wel
he Einerzi�er haben die Zahlen
k2009 für ganze Zahlen k?Sie ma
ht dabei au
h tatsä
hli
h eine interessante Entde
kung... (MG)Lösung:Wir s
hreiben k = 10a + b mit a, b ∈ N ∪ {0} und 0 ≤ b ≤ 9. Wegen
(10a + b)2 = 100a2 + 20ab + b2 = 10(10a2 + 2ab) + b2 und analog weiterfür höhere Potenzen, genügt es, die Untersu
hungen auf die Potenzen bn derEinerzi�ern der Basen k zu bes
hränken.Bere
hnen wir für die Einerzi�ern b die ersten Potenzen b2, b3, b4, . . . , so stellenwir fest, dass die Einerzi�er von b5 wieder die Einerzifer b ist und (spätestens)ab jetzt wiederholen si
h die Einerzi�ern der Potenzen periodis
h. Also haben
kn, kn+4, kn+8, ... dieselben Einerzi�er, allgemein alle k4m+n für natürli
heZahlen m.Wegen n = 2009 = 4 · 502 + 1 beziehungsweise 2009 − 4 · 502 = 1 hat also
k2009 = k4·502+1 die Einerzi�er von k .Unglei
hungen am Dreie
kZeige: Die Länge einer Dreie
ksseite ist stets kleiner als der halbe Dreie
ksum-fang.Hinweis: Versu
he es mal mit der sogenannten Dreie
ksunglei
hung: Die Längen zweier Drei-e
ksseiten sind zusammen stets gröÿer als die Länge der dritten Seite des Dreie
ks. (H.F.)Lösung:Die Seitenlängen eines Dreie
ks seien a, b und c .Dann gilt für die Länge einer beliebigen Dreie
ksseite � zum Beispiel für dieLänge a � na
h der Dreie
ksunglei
hung a < b + c .Addiert man auf beiden Seiten der Unglei
hung jeweils a, so erhält man a+a <

a+b+c , also a <
1
2 (a+b+c) und hier ist 1

2 (a+b+c) der halbe Dreie
ksumfang� die Behauptung gilt daher.Errata zu MONOID 97
• Auf Seite 7 muss die Formel (1) folgendermaÿen lauten:

π
4 = 2

3 · 4
3 · 4

5 · 6
5 · 6

7 · ...Andernfalls ergibt das Produkt auf der re
hten Seite 3
4 · π.

• Auf Seite 11 muss in der dritten Zeile unterhalb der Formulierung (4)
n4 > n5 > n6 > n7 > ... stehen und in der fünften bzw. se
hsten Zeileunterhalb von (4) entspre
hend n1 > n2 > n3 > n4 > ....21 MONOID 98



Neue MathespielereienFür die jüngeren S
hüler/innen der Klassen 5�7DosenwerfenAm Rudi-Winzig-Gymnasium �ndet ein S
hulfest statt. Herr Stütze mö
htemit seiner Klasse für die Besu
her Dosenwerfen anbieten: �Die Dosen bauen wirzu einer Pyramide auf. Ganz oben steht eine Dose, in der Reihe darunter dreiDosen, dann fünf und so weiter... Wir haben genau 55 Dosen zur Verfügung,die wir alle verwenden werden.� Herr Stütze beginnt mit dem Aufbau. Do
her hat no
h ni
ht die ersten beiden Dosen aufgestellt, da wird er von Bettina,einer S
hülerin der Klasse, unterbro
hen:�Aber das kann do
h gar ni
ht klappen. Dannbleiben entweder Dosen übrig oder es fehlenwel
he� � �A
h was, das passt s
hon, warteab!� � �Dann müssen Sie die Dosen aber an-ders aufbauen�, entgegnet Bettina ihm, �näm-li
h immer auf Lü
ke, also in die oberste Reiheeine Dose, in der Reihe darunter zwei Dosen,dann drei und so weiter...� � �Du glaubst miralso immer no
h ni
ht?�, fragt Herr Stütze un-gläubig.a) Wer hat Re
ht? Auf wel
he Weise lassen si
h die 55 Dosen zu einer Py-ramide aufbauen: Na
h der Idee von Herrn Stütze, der Idee von Bettina,na
h beiden oder gar keiner?b) Gib jeweils eine allgemeine Formel an, mit wel
her Herr Stütze und Bettinaausre
hnen können, wel
he Anzahlen von Dosen sie (in n Reihen) aufbauenkönnen.
) Es gibt Anzahlen, die sowohl Herr Stütze als au
h Bettina aufbauen kön-nen. Gib (mindestens) eine sol
he Anzahl auÿer der trivialen Anzahl 1an. (MG)Eine unmögli
he Dreie
kszerlegungEin Dreie
k heiÿt spitzwinklig, wenn keiner seiner drei Innenwinkel ≥ 90◦ ist.Man kann kein Dreie
k in zwei Dreie
ke zerlegen, die beide spitzwinklig sind.Du siehst es � kannst Du es au
h beweisen? (H.F.)
MONOID 98 22



Von Kindern, Katzen und BeinenIn einem Bus sitzen sieben Kinder. Jedes Kind hat sie-ben Ru
ksä
ke, in denen jeweils sieben Katzen sitzen.Jede Katze hat sieben Junge.Wie viele Beine be�nden si
h im Bus?(Kevin S
hmitt, Klasse 9,Elisabeth-Langässer-Gymnasium, Alzey)
Ein HeiratsproblemIn längst vergangenen Zeiten wollte ein Stam-mesherzog seine Tö
hter Adelheid (A) undBrunhilde (B) verheiraten. Chlodwig (C ) sollteeines der beiden Mäd
hen zur Frau bekommen.Von jedem anderem Bewerber verlangte derHerzog, dass er für beide Frauen einen Braut-preis anbieten müsse � ganz glei
h ob er nunAdelheid oder Brunhilde zur Frau haben wolle.Übli
her Weise wurden damals Brautpreise mitPferden bezahlt.Der ehrgeizige Dietri
h (D), der 30 Pferde besaÿ, ma
hte das beste Angebot:26 Pferde für Adelheid � das hübs
here der beiden Mäd
hen � und 20 Pferdefür Brunhilde.Weil nun sowohl Chlodwig als au
h Dietri
h Adelheid haben wollten, befahl derHerzog, dass au
h Chlodwig ein Angebot für Adelheid abgeben müsse. Dannwerde er seine Ents
heidung so tre�en, dass sie ihm die gröÿt mögli
he Anzahlvon Pferden einbringen werde.Chlodwig, der unsterbli
h in Adelheid verliebt war und deshalb nur sie zur Frauhaben wollte, s
hien 
han
enlos gegenüber Dietri
h zu sein, denn er besaÿ ni
hteinmal 1

3 der Anzahl an Pferden von Dietri
h.Do
h s
hlieÿli
h gab der Herzog Chlodwig seine To
hter Adelheid zur Frau.Wieviele Pferde besaÿ Chlodwig und wel
hes Angebot hatte er dem Herzoggema
ht? (H.F.)Au
h wenn auf der nä
hsten Seite eine neue Übers
hrift steht, gehen dort dieMathespielereien no
h weiter!23 MONOID 98



Neue MathespielereienFür die jüngeren S
hüler/innen der Klassen 5�7Bereits ab Seite 22 �ndet Ihr Mathespielereien!Urlaubspost Die Sommerferien stehen vor der Tür. Da sie si
h dannni
ht sehen können, verspre
hen die drei FreundinnenJulia, Kerstin und Linda einander, dass jede den bei-den anderen jeweils eine Postkarte aus dem Urlaubs
hreibt.a) Wieviele Postkarten werden ges
hrieben?b) Als Melanie von der Vereinbarung mitbekommt, mö
hte sie gerne mitma-
hen. Wie viele Postkarten sind es dann?
) Die vier Freundinnen überlegen si
h, dass es au
h s
hön wäre, wenn dieganze Klasse mitma
hen würde. In der Klasse sind 28 S
hüler. Wie vieleKarten würden dann ges
hrieben?d) Wie viele wären es allgemein bei n beteiligten Personen?e) Unter den 28 S
hülern der Klasse sind au
h Bastian und Sebastian, dieZwillingsbrüder sind. Die beiden bekommen jeweils eine eigene Karte vonden Klassenkameraden, vers
hi
ken selbst aber jeweils nur eine gemeinsam.f) Die Klasse einigt si
h darauf, dass au
h die Lehrerin Frau S
hwarz von je-dem eine Karte bekommen soll. Wie viele Karten werden nun insgesamt ge-s
hrieben (ohne Berü
ksi
htigung, dass zwei S
hüler Zwillingsbrüder sind)?(MG)Zi�ernübereinstimmunga) Finde das kleinste Paar (n, m) mit 1 < n < m derart, dass die letztenbeiden Zi�ern von 2009n und 2009m übereinstimmen!b) Gibt es Paare (n, m) mit 1 < n < m so, dass die letzten 2009 Zi�ern von
2009n und 2009m übereinstimmen? (WJB)Englis
he Zahlenknobelei

T W O
+ T H R E E
+ S E V E N

T W E L V E

Ersetze die Bu
hstaben dur
h Zi�ern undzwar so, dass vers
hiedenen Bu
hstabenau
h vers
hiedene Zi�ern entspre
hen, wo-bei den ersten Bu
hstaben von links ni
htdie Zi�er 0 zugeordnet wird � so dass einekorrekte Addition entsteht.(gefunden von H.F.)MONOID 98 24



Neue AufgabenKlassen 8�13Aufgabe 967: Niemals eine QuadratzahlÜberlege, warum es keine natürli
he Zahl n gibt, für die n(n +2) eine Quadrat-zahl ist. (H.F.)Aufgabe 968: Der Teiler 2009Es seien a ≥ 1, b ≥ 1 ganze Zahlen mit a + b = 2009Gibt es Zahlenpaare a, b, für die gilt: 2009 ist ein Teiler von a · b?Wenn ja: Wel
hes sind die Paare? (H.F.)Aufgabe 969: Abs
hätzung einer Viere
ks�ä
heIm Viere
k ABCD seien in der übli
hen Bezei
hnung a, b, c , d die Längen dervier Seiten und F sei die Viere
ks�ä
he.Zeige, dass dann gilt: F ≤ 1
4 (a + c)(b + d). (H.F.)Aufgabe 970: Zwei Teilmengen einer MengeEine Menge M bestehe aus 15 vers
hiedenen natürli
hen Zahlen ≤ 2009.Begründe: Aus M kann man stets zwei vers
hiedene Teilmengen so auswählen,dass für sie die Summen ihrer Elemente übereinstimmen.Hinweise: Eine Menge aus n Elementen hat 2n vers
hiedene Teilmengen, die leere Menge unddie ganze Menge mitgezählt.Die beiden ausgewählten Teilmengen können gemeinsame Elemente haben, der S
hnitt mussalso ni
ht leer sein. (H.F.)Aufgabe 971: FamilienstatistikNa
h einer Bekanntma
hung des Statistis
hen Bundesamtes (Stand März 2004)leben von den Kindern unter 18 Jahren in Deuts
hland 25% ohne Ges
hwister,47% mit einem Ges
hwisterkind, 19% mit zwei Ges
hwistern und 9% mitmindestens drei Ges
hwistern. Die in Apotheken erhältli
he Zeits
hrift Babyund Familie von Mai 2006 s
hlieÿt daraus: �Paare, die si
h für ein zweites oderdrittes Kind ents
heiden, sind eindeutig in der Überzahl.�Bei der Lösung der folgenden Aufgabe ma
hen wir keinen groÿen Fehler, wennwir annehmen, dass die 9% der Kinder mit mindestens drei Ges
hwistern genaudrei Ges
hwister haben.a) Wie groÿ sind (unter allen Familien mit mindestens einem Kind) die Anteileder Familien mit 1, 2, 3 beziehungsweise 4 Kindern?b) Was hälst Du von der S
hlussfolgerung aus Baby und Familie? (WJB)25 MONOID 98



Aufgabe 972: Variation über den Satz des PythagorasIn einem Dreie
k mit Winkel γ = 90◦ gilt c2 = a2 + b2.Gibt es einen Winkel Γ derart, dass im Dreie
k mit γ = Γ gilt c3 = a3 + b3?(WJB)Aufgabe 973: Karl Krauses KiesKarl Krause will seine Garagenzufahrt 15 
m ho
h mit Kies belegen. Die Zufahrtist 4 m breit und 14 m lang. Herr Krause muss den Kies na
h Gewi
ht kaufen.Deshalb stellt er fest, wie s
hwer der Kies ist, indem er vier Kiesel auf die Waagelegt. Diese wiegen 980 g. Dana
h füllt er einen Messbe
her mit 1
2 l Wasser undlegt dann die Steine hinein. Damit steigt die Anzeige des Messbe
hers auf

940ml. Er re
hnet dann: 0,15·4·14·980
940−500 = 18,7 und bestellt 19 Tonnen Kies. Beider Lieferung staunt er.Hat Herr Krause viel zu viel oder viel zu wenig Kies bekommen und warum?(WJB)Gelöste Aufgaben aus MONOID 97Klassen 8�13Aufgabe 960: Professor Altermann und alte Hölz
henProf. Altermann ist Ar
häologe. Bei Ausgrabungen �ndet er ein Käst
hen mitHölz
hen paarweise vers
hiedener Längen. Er stellt fest, dass das kürzesteHölz
hen eine Länge a1 hat und das jeweils nä
hstlängere Hölz
hen si
h vomvorhergehenden jeweils um eine feste Längendi�erenz d unters
heidet, also

a2 = a1 + d , a3 = a2 + d ,...Prof. Altermann und seine Mitarbeiter vermuten, dass mit diesen Hölz
henfrüher Längen von Stre
ken gemessen wurden. Auÿerdem bemerken sie, dass
a1 + a2 die Länge 13 ergibt und a4 + a5 + a6 + a7 die Länge 74.a) Wie lang ist das n-te Hölz
hen?b) Wel
he Hölz
hen müssen kombiniert werden, um die Längen 67 und 2 zuerhalten? (MG)Lösung:a) Es ist a1 + a2 = a1 + a1 + d = 2a1 + d = 13 und a4 + a5 + a6 + a7 =

a1 + 3d + a1 + 4d + a1 + 5d + a1 + 6d = 4a1 + 18d = 74.Das daraus resultierende Glei
hungssystem
2a1 + d = 13

4a1 + 18d = 74hat die Lösung d = 3 und a1 = 5.Damit hat das n-te Hölz
hen die Länge an = 5 + 3(n − 1).MONOID 98 26



b) Es ist 67 = 26+17+11+8+5 = a8+a5+a3+a2+a1, sodass die Hölz
hen1, 2, 3, 5 und 8 zu kombinieren sind. Aber au
h andere Kombinationensind mögli
h.Wegen 2 = 13 − 11 = 8 + 5 − 11 = a2 + a1 − a3 müssen für die Länge 2zunä
hst die Hölz
hen 1 und 2 und dann das Hölz
hen 3 vom Ende in dieentgegengesetzte Ri
htung gelegt (also wieder abgezogen) werden.Aufgabe 961: Zahlendreie
kea) Ergänze das folgende Dreie
k so, dass jeweils in der na
hfolgenden Zeiledie Summe zweier bena
hbarter Zahlen der vorausgehenden Zeile steht.
x x 7 x 3

8 x x x
x x 22

x x
92b) Dieses Dreie
k hat die Seitenlänge 5, und es sind 5 Zahlen vorgegeben.Lässt si
h jedes Dreie
k ri
htig ergänzen, wenn Seitenlänge und Anzahlder vorgegebenen Zahlen übereinstimmen?
) Wenn si
h ein Dreie
k ergänzen lässt, gibt es dann immer nur eine mögli
heErgänzung? (WJB)Lösung:a) Die Zahl 22 ist die Summe aus 3 und 7 und zweimal der Zahl, die zwis
hen

3 und 7 steht, also (22−7−3)
2 = 6. Die dritte und vierte Zahl in der zweitenZeile sind also 7+6 = 13 und 6+3 = 9. Nennen wir die zweite Zahl in derzweiten Zeile z, so ergibt si
h 92 = ((8+z)+(13+z))+((13+z)+22) =

56+3z und somit z = 92−56
3 = 12. Die restli
hen Zahlen lassen si
h einfa
hergänzen und liefern:

3 5 7 6 3
8 12 13 9

20 25 22
45 47

92b) und 
) Auÿer für die Zahlen der ersten Zeile gibt es für jede Zahl imDreie
k eine Glei
hung der Form z = x + y , also so viele Glei
hungen wiezu bestimmende Zahlen. Auf den ersten Bli
k könnte man also vermuten,dass es immer genau eine Lösung für dieses Glei
hungssystem gäbe. Hiersind aber Gegenbeispiele: 27 MONOID 98



zu b)
1 2 1 x 4

x x x x
5 x x

x x
x

zu 
)
1 2 1 x x

3 x x x
6 x x

x x
xim Gegenbeispiel zu b) widerspre
hen si
h die Vorgaben, in dem zu 
) kön-nen wir zum Beispiel die beiden fehlenden Zahlen der ersten Zeile beliebigwählen und dann das Dreie
k ergänzen.Aufgabe 962: Galileis Glei
hungsketteGalileo Galilei (1564�1642) � Physiker, Astronom und Mathematiker � behaup-tete die Gültigkeit der folgenden bemerkenswerten unendli
h langen Glei
hungs-kette:

1

3
=

1 + 3

5 + 7
=

1 + 3 + 5

7 + 9 + 11
=

1 + 3 + 5 + 7

9 + 11 + 13 + 15
= ...Finde einen Beweis dafür! (H.F.)Lösung:Der Zähler des (n + 1)-ten Bru
hes in der Glei
hungskette lautet 1 + 3 + ... +

(1 + 2n) und sein Nenner ist (1 + 2n + 2) + ... + (1 + 2n + 2n + 2).Der (n + 1)-te Bru
h ist somit
1 + 3 + ... + (1 + 2n)

(1 + 2n + 2) + ... + (1 + 2n + 2n + 2)
.Galilei behauptet nun: Der (n + 1)-te Bru
h hat den Wert 1

3 für n = 1, 2, 3, ...

1

5

7

3

. .
. Zum Na
hweis dieser Behauptung benötigen wir eine For-mel für die Summe Sn der ersten n ungeraden natürli
henZahlen.Mit einer Methode, die von den grie
his
hen Mathema-tikern stammt, erkennt man ohne lange Re
hnungen ausder nebenstehenden Figur, dass gilt:

Sn+1 = 1 + 3 + 5 + ... + (2n + 1) = (n + 1)2.Also hat der (n + 1)-te Bru
h den Wert:
Sn+1

S2n+2 − Sn+1
=

(n + 1)2

(2n + 2)2 − (n + 1)2
=

(n + 1)2

4(n + 1)2 − (n + 1)2
=

1

3Damit tri�t Galileis Behauptung zu und die von ihm angegebene Glei
hungs-kette ist ri
htig.MONOID 98 28



Aufgabe 963: Meteoriten-Eins
hlagDrei Meteoriten fallen auf die Erde.Wie groÿ ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass si
hihre Eins
hlagpunkte auf ein und derselbenHalbkugel (deren Äquator einges
hlossen) be-�nden?Hinweis: Die Erde wird als eine Kugel betra
h-tet und mit Äquator ist hier jeder Groÿkreis ge-meint; dieser teilt die Kugel in zwei Halbkugeln.(H.F.)Lösung:Dur
h zwei beliebige Punkte auf der Ober�ä
he einer Kugel kann man stetseinen Groÿkreis (=Äquator) legen. Dann liegt jeder beliebige weitere Punktentweder au
h auf dem Äquator oder auf einer der beiden vom Äquator festge-legten Halbkugeln.Die Wahrs
heinli
hkeit ist also 1, dass die drei Meteroiten auf einer Halbkugelsamt Äquator eins
hlagen.Aufgabe 964: Summe 2009Die natürli
hen Zahlen a, b, c und d sollen so bestimmt werden, dass für denAusdru
k f (x) = ax3 + bx2 + cx + d gilt:
f (0) + f (1) + f (2) + f (3) = 2009.Ist das mögli
h? (H.F.)Lösung:Wegen f (0) = d , f (1) = a + b + c + d , f (2) = 8a + 4b + 2c + d und

f (3) = 27a + 9b + 3c + d gilt
f (0) + f (1) + f (2) + f (3) = 36a + 14b + 6c + 4dund das ist eine gerade Zahl, während 2009 eine ungerade Zahl ist. Die gesu
hteDarstellung von f (x) ist also ni
ht mögli
h.Aufgabe 965: MittelwertfolgeCéline ist begeisterte Knoblerin und, angespornt vom Artikel �Pappos und dieMittelwerte� aus MONOID 94, entwi
kelt sie eine Zahlenfolge: Sie beginnt mitzwei vorgegebenen Werten und jede folgende Zahl ist das geometris
he Mittelihres Vorgängers und ihres Na
hfolgers, es gilt also an =

√
an−1an+1.a) Céline beginnt mit 2 und 4. Bere
hne die nä
hsten fünf Folgenglieder.b) Da Céline es sehr anstrengend �ndet, alle Folgenglieder ausre
hnen zumüssen, um irgend ein spätes Folgenglied bestimmen zu können, mö
htesie eine explizite Formel herleiten, mit der sie direkt das n-te Folgengliedmit n ∈ N bere
hnen kann. Na
h kurzer Überlegung �ndet sie au
h einesol
he Formel. Wie lautet diese? 29 MONOID 98




) Für die Startwerte 2 und 4 werden die Folgenglieder immer gröÿer. Wiemüsste sie die Startwerte wählen, damit die Folgenglieder immer kleinerwerden? Kann Céline die Startwerte au
h so wählen, dass die Glieder kon-stant bleiben? (MG)Lösung:a) Aus dem geometris
hen Mittel an =
√

an−1 · an+1 folgt an+1 =
a2

n

an−1
.Damit lassen si
h aus den Startwerten a1 = 2 und a2 = 4 die nä
hstenFolgenglieder bere
hnen: 8, 16, 32, 64, 128.b) Die ersten Folgenglieder lassen vermuten, dass die Folgenglieder immerdas doppelte des vorherigen sind. Dann ist die explizite Folgenvors
hrift

an = 2n. Das müssen wir nun beweisen, etwa dur
h vollständige Induktion.Induktionsanfang: Für 1 ≤ n ≤ 7 haben wir das bereits vorgere
hnet.Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte für n − 1 und n.Induktionss
hritt: Mit der Rekursionsvors
hrift erhalten wir
an+1 =

a2
n

an−1
=

(2n)2

2n−1
= 22n−n+1 = 2n+1.
) In Célines Folge war jedes Folgenglied doppelt so groÿ wie das vorherige.Wir hätten au
h zeigen können, dass an =

a2
n

an−1
= an

an−1
· an mit an

an−1
= 2ist. Allgemein ist also ein Folgenglied immer an

an−1
-mal so groÿ wie dasvorherige.Wählt Céline a1 > a2 > 0, so ist an

an−1
< 1 und die Folgenglieder werdenimmer kleiner; die Folge konvergiert sogar gegen 0. Wählt Céline jedo
h

a1 = a2 6= 0, so erhält sie eine konstante Folge.Aufgabe 966: Das verstopfte Was
hbe
kenIn einem Was
hbe
ken mit dem Volumen V = 14000 cm3 �ieÿt aus einem Was-serhahn mit dem Dur
hmesser dH = 2 cm das Wasser mit einer Ges
hwindigkeit
v = 0,04 m

s . Das Ab�ussrohr ist aber stark verstopft, so dass nur ein Dur
h-messer von dA = 0,5 cm frei ist. Man nehme an, das Wasser würde trotzdemmit derselben Ges
hwindigkeit v dur
h die Ab�ussö�nung �ieÿen, wie es ausdem Hahn kommt.Wie lange würde es dauern, bis das Wasser über den Rand des Be
kens läuft?(Alia'a Ahmed Doma, Klasse 11, Deuts
he S
hule der Borromäerinnen, Kairo)Lösung:Es ist v = 0,04 m
s = 4 cm

s .Der Quers
hnitt QH des Wasserhahns ist QH = π
(

dH

2

)2 ≈ 3,14 cm2 groÿ.Daher �ieÿt je Sekunde VH = QH · v ≈ 3,142 cm2 · 4 cm = 12,566 cm3 Wasserneu in das Be
ken ein.MONOID 98 30



Beim Ab�uss steht eine Flä
he von QA = π
(

dA

2

)2 ≈ 0,196 cm2 zur Verfügung,so dass je Sekunde VA = QA·v ≈ 0,196 cm2·4 cm = 0,785 cm3 Wasser ab�ieÿenkann. Das bedeutet, dass si
h das Be
ken je Sekunde um ∆V = VH − VA ≈
12,566 cm3 − 0,785 cm3 = 11,781 cm3 füllt.Bis das Be
ken komplett gefüllt ist, vergeht die Zeit t = V

∆V/s ≈ 14000 cm3

11,781 cm3/s ≈
1188s. Das Wasser läuft also na
h etwa 1188 Sekunden, also 19 min und 48 s,über. (MG)Wer fors
ht mit?In Heft 95 stellten wir Eu
h folgende Aufgabe:Eine Primzahlen-VermutungMit !p sei das Produkt aller Primzahlen ≤ p bezei
hnet.a) Bere
hne !p + 1 für die Primzahlen p = 2, 3, 5, ..., 19.b) Bestimme die auf !p + 1 folgende Primzahl P für p ≤ 19.
) Bere
hne P−!p für p ≤ 19.Vor einigen Jahren ist die Vermutung aufgetau
ht:Für jede Primzahl p ≥ 2 ist P−!p eine Primzahl.Wills Du es mit dieser Vermutung �ein Stü
k weit� aufnehmen?Viellei
ht �ndest Du dabei ein Gegenbeispiel. Du hättest dann die bis heuteunbewiesene Vermutung widerlegt. (H.F.)ErgebnisseSe
hs unserer Leser(innen) haben uns die Ergebnisse ihrer Bes
häftigung mitdieser Primzahlen-Vermutung zuges
hi
kt:Philipp Delhougne (Klasse 10,Otto-Hahn-S
hule, Hanau), Alia'a Ahmed Doma und Shaima'a Ahmed Doma(Klasse 11 und 8, Deuts
hen S
hule der Borromäerinnen, Kairo), Alexey Tyu-kin (Klasse 13, Mainz-Gymnasium Gonsenheim), Florian S
hweiger (Klas-se 11, Gymnasium Marktoberdorf), Luis Ressel (Klasse 7, Friedri
h-List Gym-nasium, Reutlingen). Ihre Ergebnisse haben sie in einer Tabelle der folgendenArt zusammengefasst: 31 MONOID 98



p !p + 1 P P−!p
2 3 5 3
3 7 11 5
5 31 37 7
7 211 223 13
11 2311 2333 23
13 30031 30047 17
17 51011 510529 19
19 9699691 9699713 23Alexey Tyukin hat no
h p = 23 einbezogen, wofür si
h P−!p = 37 ergibt, undFlorian S
hweiger hat mit einem kleinen Programm auf seinem TI�Voyage 200

P−!p fzogen, wofür si
h P−!p = 37 ergibt, und Florian S
hweiger hat miteinem kleinr alle Primzahlen p unterhalb 100 bere
hnet: Stets ergab si
h einePrimzahl. Darüber hinaus hat er gezeigt, dass P−!p eine Primzahl sein muss,wenn P <!p+(p+1)2 ist; denn sonst müsste P−!p einen e
hter Primteiler ≤ phaben, der dann ein Teiler von !p und folgli
h von P wäre, was im Widerspru
hdazu stünde, dass P eine Primzahl ist.Übrigens lassen si
h die Untersu
hungen re
ht elegant mit dem CAS Derive undden Funktionen NTH_PRIME(n) für die n-te Primzahl und NEXT_PRIME(k)für die nä
hste Primzahl na
h k sowie der Überprüfungsfunktion PRIME? dur
h-führen.Dafür setzen wir M_Prod(k):=PRODUCT(NTH_Prime(n),n,1,k). Dann liefertder BefehlVECTOR(PRIME?(NEXT_PRIME(M_Prod(k)+1)�M_Prod(k)),k,1,100)tatsä
hli
h hundertmal true.Die Goldba
h-Vermutungund einige Exkursionen in ihrer Umgebungvon Hartwig Fu
hsVorges
hi
hteChristian Goldba
h (1690�1764), ein Jurist, der eine steile Karriere im Dienstedes preuÿis
hen Königs und später des russis
hen Zaren ma
hte, war ein Mannvon umfassender Bildung und ausgedehnten wissens
haftli
hen Kenntnissen.Sein gröÿtes Interesse aber galt der Mathematik, zu der er sogar eigenständigeBeiträge in der Zahlentheorie und Analysis leistete.Das bra
hte ihn in Kontakt mit den besten Mathematikern seiner Zeit, darunterGottfried Wilhelm Leibniz, Daniel Bernoulli und besonders Leonhard Euler, mitMONOID 98 32



dem er viele Jahre im Briefwe
hsel stand. Von ihrer umfangrei
hen Korrespon-denz sind fast 200 Briefe erhalten, die als wi
htige Quelle für die Wissens
hafts-ges
hi
hte des 18. Jahrhunderts dienen.Einer dieser Briefe ist die �Geburtsurkunde� für die berühmte Goldba
h-Vermu-tung. Am 7.6.1742 s
hreibt Goldba
h an Euler:�Es s
heint wenigstens, dass eine Zahl∗ > 2 ein aggregatum trium numer-orum primorum sei� � also aus drei Primzahlen zusammengesetzt sei.Heute formuliert man die Goldba
h-Vermutung getrennt als Behauptung übergerade Zahlen und als Behauptung über ungerade Zahlen (siehe (1) und (2)).Das ist deshalb gere
htfertigt, weil aus diesen die Goldba
h-Vermutung für
n ≥ 6 folgt.Es seien nämli
h (1) und (2) bewiesen.Für jede gerade Zahl n − 2 mit n − 2 ≥ 4 gilt dann na
h (1): n − 2 = p1 + p2mit Primzahlen p1 und p2. Also ist n = 2 + p1 + p2 für n ≥ 6. Daraus und aus(2) ergibt si
h die Goldba
h-Vermutung für n ≥ 6Bemerkung:Goldba
h hat seine Vermutung für Zahlen > 2, also insbesondere au
h für
n = 3, 4, 5, ausgespro
hen. Dazu muss man wissen, dass zu seiner Zeit die Zahl
1 als Primzahl galt und er daher 3 = 1 + 1 + 1, 4 = 1 + 1 + 2, 5 = 1 + 1 + 3als Primzahlsummen betra
htete.Die erste Version der Goldba
h-Vermutung(1) Jede gerade Zahl n ≥ 4 ist eine Summe aus zwei Primzahlen.Beispiel:

n 4 6 8 10 ... 22 ...
p1 + p2 2 + 2 3 + 3 3 + 5 3 + 7 3 + 19

5 + 5 5 + 17
11 + 11Georg Cantor, der Begründer der Mengenlehre, hat einmal (1) für alle geradenZahlen n ≤ 1000 überprüft und stets bestätigt gefunden.Mit einem Computer hat man sogar später bere
hnet:Die ersten Version der Goldba
h-Vermutung gilt für alle geraden Zahlen nmit 4 ≤ n ≤ 1018 (Stand 2007∗∗).Die Tabelle oben zeigt, dass man
he geraden Zahlen mehrere vers
hiedene Dar-stellungen als Primzahlsummen haben können.

∗ Das Wort Zahl steht hier und im Folgenden stets für eine positive ganze Zahl.
∗∗ Tomas Oliveira e Silva 33 MONOID 98



Es sei A(n) die Anzahl vers
hiedener sol
her Primzahlsummen der geradenZahl n, wobei Summen a + b und b + a ni
ht als vers
hieden gelten. Es sei
nmin die kleinste der Zahlen n, für die A(n) einen vorgegebenen Wert g hat,
g = 1, 2, 3, ....Beispiel:

A(n) = g 1 2 3 4 5 6 ...
nmin 4 10 22 34 48 60 ...Ein in diesem Zusammenhang vermutli
h ungelöstes Problem:Gibt es zu jeder Zahl g , g = 1, 2, 3, ..., jeweils (mindestens) eine geradeZahl n, so dass A(n) = g ist?Das Beispiel oben s
heint anzudeuten, dass die Frage eher zu bejahen sei. Umaber vor voreiligen Vermutungen zu warnen, geben wir no
h ein Beispiel:Beispiel:

n 82 84 86 88 90 92 94 96 98 ...
A(n) = g 5 8 5 4 9 4 5 7 3 ...Hinweis: Computer-Freunde können der Frage na
hgehen, ob es jeweils ein ge-rades n mit A(n) = g für alle g = 7, 8, 9, ... , 20 gibt.Trotz aller Anstrengungen von Mathematikern seit Mitte des 18. Jahrhundertsgilt bis heute: Die erste Version der Goldba
h-Vermutung ist immer no
h ni
htbewiesen.Die zweite Version der Goldba
h-Vermutung(2) Jede ungerade Zahl n ≥ 7 ist eine Summe aus drei Primzahlen.Ein erster S
hritt in die Ri
htung eines Beweises von (2) gelang Lew S
hnirel-man (1931), als er herleitete:Jede ungerade Zahl n ≥ 5 kann als eine Summe aus hö
hstens 300 000Primzahlen dargestellt werden!Dieser Satz ist natürli
h no
h �Li
htjahre� entfernt von einem Beweis derGoldba
h-Vermutung (2) und do
h ist er von groÿer theoretis
her Bedeutung:Konnte man vorher ni
ht auss
hlieÿen, dass zur Summendarstellung von immergröÿeren ungeraden Zahlen immer mehr Primzahlen benötigt werden, so zeigteS
hnirelman, dass es keine ungerade Zahl gibt, für die die Summendarstellungeine beliebig groÿe Anzahl von primen Summanden besitzt.S
hnirelmans Ergebnis erfuhr 46 Jahre später eine enormen Verbesserung dur
hRobert Charles �Bob� Vaughan:MONOID 98 34



Jede ungerade Zahl n ≥ 5 kann aus maximal 27 Primzahlen additiv zu-sammengesetzt werden.Einen völlig anderen Weg zu einem Beweis von (2) mit guten Aussi
hten aufErfolg s
hlug Iwan Winogradow ein, als er 1937 herleitete:Es gibt eine konkret bere
henbare Zahl w , so dass gilt: Jede ungerade Zahl
n ≥ w kann als eine Summe aus drei Primzahlen ges
hrieben werden.Winogradow selbst konnte keinen Wert für w bestimmen. Das war der Anlass füreine intensive Su
he na
h einer konkreten Winogradow-Zahl w . Und tatsä
h-li
h gelang es, für w einen zunä
hst gigantis
hen Wert zu ermitteln, nämli
h

w = eee41,96 , der später auf den Wert w = 3315 heruntergedrü
kt werden konnte.Damit ist (2) nur no
h zu beweisen für ungerades n < 3315 . Aber (2) giltbereits für ungerades n mit 7 ≤ n ≤ 108 + 3. Denn für jedes gerade n − 3,
4 ≤ n − 3 ≤ 108, ist n − 3 = p1 + p2 mit Primzahlen p1 und p2, so dass
n = 3 + p1 + p2 gilt.Wir fassen zusammen:Während die erste Version der Goldba
h-Vermutung für gerade Zahlen im We-sentli
hen no
h unbewiesen ist, gilt im Falle der zweiten Version für ungeradeZahlen:Jede ungerade Zahl n, n ≥ 7 mit Ausnahme der endli
h vielen Zahlen n,mit 108 + 5 ≤ n ≤ 3315 , ist eine Summe aus drei Primzahlen.Wer glaubt, die Ausnahmezi�ern seien mit ni
ht zu hohem Re
henaufwand füreinen Computer überprüfbar, der sei gewarnt: 3315 hat 6 846 169 Stellen.Exkursionen in die Umgebung der Goldba
h-VermutungErster Aus�ugZu jeder Zahl n ≥ 4 gibt es stets zwei Zahlen k ≥ 2 und m ≥ 2, so dass n =
k + m ist. Dabei darf man ni
ht annehmen, dass stets k und m als Primzahlenwählbar sind:Für ungerade n zeigen dies Beispiele wie n = 17 oder n = 27 und für gerade nrät die unbewiesene erste Version der Goldba
h-Vermutung zur Vorsi
ht.Deshalb sollte man zunä
hst bei einem beliebigen n davon ausgehen, dass kund m jeweils Primzahlprodukte sind.Hier liegt dann der S
hluss nahe: Je gröÿer n ist, umso gröÿer ist die Anzahlder Primfaktoren in k oder m. Aber das ist ni
ht der Fall!Viggo Brun hat nämli
h um 1920 herausgefunden, dass für fast alle n gilt:Jede hinrei
hend groÿe Zahl n ist die Summe zweier Zahlen k und m, vondenen jede hö
hstens 9 Primfaktoren besitzt.35 MONOID 98



Die Zahl 9 im Satz von Brun hat wohl Chen Jingrun zu der Untersu
hung ver-anlasst, ob man ni
ht mit weniger Primfaktoren auskommt. Tatsä
hli
h gelanges ihm 1966, das Ergebnis von Brun für gerade Zahlen wesentli
h zu verbessern:Jede hinrei
hend groÿe gerade Zahl n ist die Summe aus einer Primzahl kund einer Zahl m mit hö
hstens zwei Primfaktoren.Etwa so: 100 000 = 10 859 + 13 · 6 857, wobei alle re
hts vorkommendenZahlen prim sind.Der Satz von Chen lässt si
h lei
ht auf ungerade Zahlen n übertragen. Für einehinrei
hend groÿe gerade Zahl n − 3 mit n − 3 = k + m, k prim und m mithö
hstens zwei Primfaktoren, gilt: n = 3 + k + m, n ungerade.Mit seinem Satz ist Chen bisher am nä
hsten an einen Beweis der Goldba
h-Vermutung (1) herangekommen � es ist ja �nur� no
h zu zeigen, dass m wenigerals zwei Primfaktoren besitzt, damit (1) für hinrei
hend groÿe n zutri�t.Zweiter Aus�ugGoldba
h hat neben (1) und (2) no
h eine kaum bekannte weitere Vermutungaufgestellt, die mit der Aussage von Chen eine gewisse Ähnli
hkeit aufweist:(3) Jede ungerade Zahl n, n ≥ 5 und n 6= 17, lässt si
h als eine Summe
n = k + 2m2 mit k ≥ 3 eine Primzahl und m ≥ 1 darstellen.Diese Vermutung (3) ist fals
h, denn n = 5 777 ist ein Gegenbeispiel.Letzter Aus�ugHätte Goldba
h seine Vermutung in die beiden Versionen (1) und (2) aufge-spaltet, dann wäre er si
her auf die folgende, naheliegende Variante von (1)gestoÿen:(4) Jede gerade Zahl n ≥ 2 ist die Di�erenz zweier Primzahlen p1 und p2.Mit (4) sind wir in eine mathematis
hes �Ho
hgebirge� geraten. Zunä
hst kannman (4) für kleine n lei
ht bestätigen:Beispiel:

n 2 4 6 8 10 12 ...
p2 − p1 5 − 3 7 − 3 11 − 5 11 − 3 13 − 3 17 − 5

7 − 5 11 − 7 13 − 7 13 − 5 17 − 7 19 − 7
13 − 11 23 − 19 17 − 11 19 − 11 29 − 19 23 − 11

... ... ... ... ... ...Aber mit wa
hsendem n wird die Überprüfung von (4) immer aufwändiger � esist bis heute unbewiesen, ob (4) für jedes gerade n ≥ 2 gilt.Das Beispiel zeigt, dass n mehrere Di�erenz-Darstellungen p2 − p1 besitzenkann. Damit stellt si
h die Frage, ob ein bestimmtes n auf endli
h viele odersogar auf unendli
h viele Arten als eine Primzahl-Di�erenz ges
hrieben werdenkann � ein Problem, das zu den härtesten der Zahlentheorie zählt.MONOID 98 36



Nehmen wir nur den Fall n = 2. Wegen 2 = p2 − p1 ist p2 = p1 +2 und unsereFrage lautet jetzt:Gibt es endli
h viele oder unendli
h viele Primzahlzwillinge p1, p2 mit
p2 = p1 + 2?Zu diesem Problem wurden bereits Tausende von Seiten Material gesammelt.Do
h eine de�nitive Antwort hat man immer no
h ni
ht gefunden � und kaumetwas weiÿ man im Falle n = p2 − p1, also p2 = p1 + n, mit n > 2 und gerade.Logis
hes FinaleDie Tatsa
he, dass (1) unbewiesen ist, bedeutet keineswegs, das man für einkonkretes n ni
ht ents
heiden kann, ob n = p1 + p2 mit primen p1 und p2 giltoder ni
ht. Denn es gibt ja nur endli
h viele Primzahlen p1 < n, p2 < n, alsoau
h nur endli
h viele Summen p1 + p2 � und bei diesen kann man in endli
hvielen S
hritten stets überprüfen, ob si
h unter ihnen eine mit n = p1 + p2be�ndet oder ni
ht.Ganz anders verhält es si
h bei der ebenfalls unbewiesenen Vermutung (4).Wenn wir für ein konkretes n eine Darstellung n = p2 − p1 angeben wollen,können wir ni
ht auss
hlieÿen, dass es eine sol
he Darstellung gar ni
ht gibt �was wir von vorne herein ni
ht wissen! Dann aber gelangten wir mit unsererSu
he na
h geeigneten primen p1 und p2 an kein Ende, weil wir unendli
h vielePaare (p1, p2) in Betra
ht ziehen müssen.Während also für jedes gegebene gerade n in endli
h vielen S
hritten ents
heid-bar ist, ob es eine Glei
hung n = p1+p2 mit primen p1, p2 gibt, kann es ungeradeZahlen n geben, bei denen au
h na
h einer beliebig groÿen Anzahl von S
hrittenimmer no
h ni
ht ents
hieden ist, ob eine Glei
hung n = p2 − p1 mit primen

p1, p2 besteht oder ni
ht.Die Vermutungen (1) und (4) sind also von ganz unters
hiedli
her logis
herStruktur.
� � � � ��Die Strukturen des Mathematikers müssenwie jene des Malers oder Di
hters s
hön sein;Die Gedanken müssen si
h wie die Farben oderdie Worte harmonis
h zusammenfügen (...)Eine hässli
he Mathematik kann in der Weltni
ht bestehen.�Godfrey Harold Hardy, 1877�194737 MONOID 98



Magis
he Sterne vonZahlenquadratenvon Hartwig Fu
hsWenn man die ersten neun ungeraden natürli
hen Zahlen 1, 3, 5, ..., 17 in einemglei
hlaufenden Muster wie in Figur 1, oder in einem gegenläu�gen Muster, wiein Figur 2, als 3 × 3-Zahlenquadrat anordnet, 1 3 5713 15 1711 9Figur 2so 5 oder soFigur 115 1713

7 9 11

31

dann wird einem au�allen:Addiert man die drei Zahlen, die jeweils auf einer der angedeuteten Linien liegen,dann erhält man stets die glei
he Summe 27.Überprüfe nun selbst, ob Du für die 25 ersten ungeraden natürli
hen Zahlen ineinem 5 × 5-Zahlenquadrat ein verglei
hbares Ergebnis erhältst.Das Problem der magis
hen SterneEs sei n ungerade, n ≥ 3. Wenn man dann die ersten n2 ungeraden natürli
henZahlen so wie in Figur 1 oder Figur 2 in einem n × n-Zahlenquadrat anord-net, besitzt dann dieses Zahlenquadrat ebenfalls einen magis
hen Stern wie diebeiden 3 × 3-Zahlenquadrate oben?Das heiÿt: Haben in sol
hen n × n-Zahlenquadrate, n ≥ 3 ungerade, die Ele-mente der mittleren Zeilen, der mittlenen Spalte und der beiden Diagonalenjeweils eine glei
he sogenannte magis
he Summe?Wir bes
hränken uns im Folgenden auf n×n-Quadrate mit einem Anordnungs-muster der Zahlen wie in Figur 1.Die Zahlen der mittleren Zeile des n × n-ZahlenquadratesWenn man von der Anfangszahl A einer Zeile des n× n-Quadrats um n Zahlenweitergeht, dann gelangt man zur Anfangszahl A′ der nä
hsten Zeile.Da si
h nun zwei aufeinander folgende Zahlen stets um 2 unters
heiden, giltfür A′: A′ = A+2n � die Anfangszahlen zweier bena
hbarter Zeilen unters
hei-den si
h also um 2n.Daraus folgt für die nun mit A1, ..., An bezei
hneten Zeilenanfangszahlen:MONOID 98 38



(1) A1 = 1, A2 = 1 · 2n + 1, A3 = 2 · 2n + 1, ..., An = (n − 1) · 2n + 1.Da die mittlere Zeile des Quadrats in der Mitte zwis
hen der ersten und der n-tenZeile liegt, ist ihre Nummer das arithmetis
he Mittel m der Zeilennummern 1und n, mithin m = 1+n
2 .Aus (1) ergibt si
h die Anfangszahl Am der mittleren Zeile:

Am = (m − 1) · 2n + 1 = (n − 1)n + 1und deshalb lauten die n Zahlen der mittleren Zeile:
Am, Am + 1 · 2, Am + 2 · 2, Am + 3 · 2, ..., Am + (n − 1) · 2.Mit Am = (n − 1)n + 1 folgt daraus:(2) Die Zahlen der mittleren Zeile sind:

(n − 1)n + 1, (n − 1)n + 3, (n − 1)n + 5, ..., (n − 1)n + 2n − 1.Die Zahlen der mittleren Spalte des n × n-ZahlenquadratesDie mittlere Spalte des n × n-Quadrates hat die glei
he Nummer 1+n
2 wie diemittlere Zeile. Wenn man daher von der Anfangszahl A einer Zeile um 1+n

2 −1 =
n−1

2 Zahlen weitergeht, dann landet man bei der Zahl B der mittleren Spalte.Daher gilt:
B = A +

n − 1

2
· 2 = A + n − 1.Damit sind die gesu
hten Zahlen der mittleren Spalte unter Bea
htung von (1):

A1 + n − 1 = n, A2 + n − 1 = n + 1 · 2n, A3 + n − 1 = n + 2 · 2n, . . . ,
An + n − 1 = n + (n − 1) · 2n� woraus folgt:(3) Die Zahlen der mittleren Spalte sind: n, 3n, 5n, ..., (2n − 1)n.Die Zahlen der Diagonale des n × n-ZahlenquadratesDie Zahlen der ersten Diagonalen (von links oben na
h re
hts unten) sindzunä
hst A1 = 1, A2 +1 ·2, A3 +2 ·2, ..., An +(n−1) ·2. Wegen (1) gilt also:(4) Die Zahlen der ersten Diagonale sind:
1, 1 · 2n + 3, 2 · 2n + 5, ..., (n − 1) · 2n + (2n − 1)Die Zahlen der zweiten Diagonalen (von re
hts oben na
h links unten) sind:

A2 − 1 · 2, A3 − 2 · 2, A4 − 3 · 2, ..., An − (n− 1) · 2, An, so dass wegen (1) gilt:(5) Die Zahlen der zweiten Diagonalen sind:
1 · 2n − 1, 2 · 2n − 3, 3 · 2n − 5, ..., n · 2n − (2n − 1)Der Stern des n × n-ZahlenquadratesDie na
hfolgende Figur 3 verans
hauli
ht den Stern eines n × n-Quadrates �einige der Zahlen aus (1), (2), (3), und (4) sind in der Figur bereits eingetragen.39 MONOID 98
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x = 2n(n − 1) + 2n − 1xFigur 3wAn ...
Am

A1 =1 5 n

3n 4n − 3

2n − 1

v v = (n − 1)n + 2n − 1

w = n + 2n(n − 1)Zur Untersu
hung des Sterns in Figur 3 benötigen wir zwei Summenformeln:(6) 1 + 2 + 3 + ... + k = 1
2k(k + 1), k ≥ 1,was man si
h selbst lei
ht beweist.Mit Hilfe von (6) leiten wir her:(7) 1 + 3 + 5 + ... + 2n − 1 = n2, n ≥ 1.Wegen 1+3+5+...+2n−1 = (1+2+3+4+...+2n−2+2n−1) − 2 · (1+

2 + 3 + ... + n− 1) und mit k = 2n− 1 beziehungsweise k = n− 1 in (6) folgt:
1 + 3 + 5 + ... + 2n − 1 =

1

2
(2n − 1) · 2n − 2 · 1

2
(n − 1)n = n2.Nun zeigen wir, dass der Stern des n × n-Quadrates, n > 1 ungerade, beiglei
hlaufender Anordnung � verglei
he Figur 1 und 3 � der ersten n2 ungeradenZahlen, magis
h ist.Die Summe Z der Zahlen der mittleren Zeile gemäÿ (2) und (7):

Z = (n − 1)n + 1 + (n − 1)n + 3 + ... + (n − 1)n + 2n − 1

= (n − 1)n · n + 1 + 3 + 5 + ... + 2n − 1 = n3 − n2 + n2

= n3.MONOID 98 40



Die Summe S der Zahlen der mittleren Spalte na
h (3) und mit (7):
S = n + 3n + 5n + ... + (2n − 1)n = n · (1 + 3 + 5 + ... + 2n − 1)

= n3.Die Summe D1 der Zahlen der 1. Diagonalen gemäÿ (4), (6) und (7):
D1 = 1 + 1 · 2n + 3 + 2 · 2n + 5 + ... + (n − 1) · 2n + 2n − 1

= 2n(1 + 2 + 3 + ... + n − 1) + (1 + 3 + 5 + ... + 2n − 1)

= 2n · 1

2
(n − 1)n + n2 = n3.Die Summe D2 der Zahlen der 2. Diagonalen na
h (5) und (7):

D2 = 1 · 2n − 1 + 2 · 2n − 3 + ... + n · 2n − (2n − 1)

= 2n(1 + 2 + 3 + ... + n) − (1 + 3 + 5 + ... + 2n − 1)

= 2n · 1

2
n(n + 1) − n2 = n3.Wegen Z = S = D1 = D2 = n3 gilt also:Jedes n × n-Zahlenquadrat, n ungerade und n ≥ 3, mit glei
hlaufenderAnordnung der ersten n2 ungeraden natürli
hen Zahlen besitzt einen ma-gis
hen Stern; die magis
he Summe ist n3.Wir überlassen es unseren Lesern na
hzuprüfen, ob au
h der Stern eines n× n-Quadrates mit gegenläu�ger Zahlenanordnung magis
h ist.Zum S
hluss no
h zwei hübs
he Eigens
haften unseres n × n-Quadrates:

• Die Zahl im Zentrum des n × n-Quadrates ist n2;
• die Summe aller Zahlen des n × n-Quadrates ist n4.Eine Aufgabe als Startpunkt für weiterführende Untersu
hungen:
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Gegeben sei das 7 × 7-Quadtrat mit glei
h-laufender Anordnung der ersten 49 ungeradennatürli
hen Zahlen. Untersu
he, ob die vierin das 7 × 7-Quadrat eingezei
hneten 3 × 3-Quadrate jeweils einen magis
hen Stern be-sitzen. Was gilt für ein 11 × 11-Quadrat mitglei
hlaufender Zahlenanordnung, das vier
5 × 5-Quadrate enthält und so weiter?41 MONOID 98



Die Seite für den Computer-FanTeilbarkeit dur
h 37Untersu
he die Folgen der Zahlen 111, 10101, 1001001, 100010001, ... auf ihreTeilbarkeit dur
h 37 ohne Rest!Was fällt Dir auf? Kannst Du Deine Vermutung eventuell beweisen?(na
h H.F.)Hinweis: Ihr könnt Eure Lösungen bis zum 9. September 2009 eins
hi
ken, denn au
h hierbeigibt es Punkte für den Fors
herpreis zu ergattern. Allerdings müsst Ihr bei der Verwendungeines eigenen Programms dies entspre
hend dokumentieren dur
h Einsenden der Programm-Datei (am Besten als E-Mail-Anhang an monoid�mathematik.uni-mainz.de).Die Lösungen werden jeweils im übernä
hsten Heft ers
heinen.Lösung der Computer-Aufgabe aus MONOID 96Eine spezielle Summendarstellung für natürli
he ZahlenJede natürli
he Zahl n ≥ 3 besitzt eine Darstellung der Form n = p + m2 miteiner Primzahl p und dem Quadrat einer natürli
hen Zahl m als Summanden.Überprüfe diese Aussage auf ihre Ri
htigkeit für alle n < 104. (H.F.)Ergebnisse:Die Aussage ist bereits fals
h für die Zahlen 5, 10, 13 und 25, was si
h s
hnellvon Hand überprüfen lässt, wie es Philipp Delhougne (Otto-Hahn-S
hule, Ha-nau) für den Berei
h bis n = 16 getan hat. Mit einem Java-Programm fand Ale-xey Tyukin (Gymnasium Mainz-Gonsenheim) insgesamt 74 Zahlen unterhalb
10000, wel
he die Behauptung widerlegen. Au
h David Wander (Gymnasiumim Alfred-Grosser-S
hulzentrum, Bad Bergzabern) untersu
hte den Berei
h un-terhalb von 104. Florian S
hweiger (Gymnasium Marktoberdorf) ist mit einemVisual-Basi
-Programm no
h darüber hinaus gegangen: Bis n = 100000 fander 222 Werte von n, für wel
he die Behauptung ni
ht zutri�t. Lässt man m = 0zu, wie es alle Einsender gema
ht haben, erfüllen alle Primzahlen p in trivialerWeise die Behauptung.

� � � � ��I
h verstehe ni
ht, dass man dieMathematik ni
ht versteht.�Henry Poin
aré, 1854�1912MONOID 98 42



Mathkönigvon Martin Mattheis, frei na
h Johann Wolfgang von GoetheWer re
hnet so spät vor Mittag si
h wund?Ein Mathes
hüler, i
h tu's dir kund;Den Tas
henre
hner wohl in dem Arm,Er fasst ihn si
her, er re
hnet ihn warm.�Mein Sohn, was birgst du so bang dein Gesi
ht?� ��Siehst, Re
hner, du all die Fehler ni
ht?Wohin das führt mit Lohn und Streit?� ��Mein Sohn, es ist heut Klassenarbeit.� ��Du liebes Kind, komm geh mit mir!Gar s
höne Aufgaben geb i
h dafür;Man
h bunte Zei
hnung ist an dem Rand,Meine Arbeit hat ein gülden Gewand.��Mein Re
hner, mein Re
hner, und siehest du ni
ht,Wie jede Re
henregel leise hier bri
ht?� ��Sei ruhig, bleibe ruhig, mein Kind;Auf leeren Blättern säuselt kein Wind.� ��Willst, feiner Knabe, du mit mir gehen?Meine Aufgaben sollen di
h freuen s
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h seh es genau:Es s
heinen alle Ergebnis' so grau.� ��I
h liebe di
h, mi
h reizt deine s
höne Gestalt;Und bist du ni
ht willig, so brau
h i
h Gewalt.�Dank Gauÿ, dank Leibniz, jetzt passt es si
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hüler grauset's, er re
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Mitteilungen
• Wir mö
hten Eu
h an dieser Stelle no
h einmal an unseren Malwettbewerberinnern. Erstellt ein Bild oder ein anderes Kunstwerk zum Motto �Mathe-matik ist...� und sendet es an die MONOID-Redaktion. Den Einsendes
hlusshaben wir dem der Aufgaben dieses Heftes angepasst und bis zum 9. Sep-tember 2009 verlängert. Sowohl für das Motiv als au
h die Te
hnik lassenwir Eu
h sämtli
he kreativen Freiräume. Weitere Informationen zum Wett-bewerb �ndet Ihr im Sonderheft zum Jahr der Mathematik 2008 (Seite 32)und auf unserer Internetseitewww.mathematik.uni-mainz.de/monoid.
• Das Titelbild stammt von Lukas Zwi
kenp�ug (Klasse 6) und ist im Rah-men eines Gedi
htwettbewerbs am Frauenlobgymnasium in Mainz entstan-den. Wenn au
h Ihr einmal ein Titelbild mitgestalten mö
htet, könnt Ihrdas über den Malwettbewerb (siehe erste Mitteilung) oder s
hi
kt unab-hängig davon ein mathematis
hes Bild an uns.
• Zur Zeit ist die Mitma
hausstellung Mathematik be-greifen in Bad Kreuz-na
h im S
hlosspark-Museum zu sehen. Wenn Ihr dort Mathematik erlebenmö
htet, habt Ihr no
h Gelegenheit bis zum 19. Juli 2009. Nähere Infor-mationen �ndet Ihr unter www.mathematik-begreifen.de.
• Thomas Ballik aus Wien danken wir für seinen anregenden Beitrag �Gute�Zahlen � Gute Idee!, zu dem ihn eine Aufgabe aus dem Bundeswettbe-werb Mathematik 2008 angeregt hat und die in MONOID-Heft 93 bereitsbespro
hen wurde. (MG, E.K.)Die RedaktionLeitung: Dr. Ekkehard Kroll, Südring 106, 55128 MainzMitglieder: Angelika Beitli
h, Prof. Wolfgang J. Bühler, Ph. D., MarkusDillmann, Christa Elze, Dr. Hartwig Fu
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huh, Prof. Dr. Du
ovan Straten, Dr. Siegfried WeberWeitere Mitarbeiter: Dr. Valentin Blomer, Martin Mattheis, Dr. Volker Priebe,Dr. Stefan KermerZusammenstellung und Satz: Boris Baltes und Ste�en Wolf mit freundli
herUnterstützung von Mar
el GrunerInternet: Juliane GutjahrBetreuung der Abonnements: Katherine Pillau47 MONOID 98
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