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Liebe L(o)eserin, lieber L(o)eser!Die neuen Aufgaben warten auf Lösungen. Nur Mut, auh wenn Du in Mathe keine�Eins� hast! Die Aufgaben sind so gestaltet, dass Du zur Lösung niht unbedingt denMathe-Sto� der Shule brauhst. Vielmehr wirst Du viel mathematishe Fantasie undselbstständiges Denken brauhen, aber auh Zähigkeit, Willen und Ausdauer.Wihtig: Auh wer nur eine Aufgabe oder Teile einzelner Aufgaben lösen kann, sollteteilnehmen; der Gewinn eines Preises ist dennoh möglih. Denkt bei Euren Lösungendaran, auh den Lösungsweg anzugeben!Für Shüler/innen der Klassen 5-7 sind in erster Linie die Mathespielereien vorgese-hen; auh Shüler/innen der Klassen 8 und 9 dürfen hier mitmahen, aber nur auf derBasis der halben Punktzahl. Alle Shüler, insbesondere aber jene der Klassen 8-13,können Lösungen (mit Lösungsweg!) zu den Neuen Aufgaben, abgeben. Shüler/innender Klassen 5-7 erhalten hierbei die 1,5-fahe Punktzahl. Punkte aus den RubrikenComputer-Fan, Mathis mahen mathematishe Entdekungen und Wer forsht mit?werden bei der Vergabe des Forsherpreises zugrunde gelegt. (Beiträge zu vershiede-nen Rubriken bitte auf vershiedenen Blättern.)Abgabe-(Einsende-) Termin für Lösungen ist der 15.11.2009.Zushriften bitte an folgende Anshrift:Johannes Gutenberg�UniversitätInstitut für MathematikMONOID-Redaktion55099 Mainz Tel.: 06131/3926107Fax: 06131/3924389E-Mail: monoid�mathematik.uni-mainz.deIm ELG Alzey können Lösungen und Zushriften direkt an Herrn Kraft abgegebenwerden, im KG Frankenthal direkt an Frau Silke Shneider.Ferner gibt es in folgenden Shulen betreuende Lehrer/innen, denen ihr Eure Lösungengeben könnt: Herrn Ronellen�tsh im Leibniz-Gymnasium Östringen, Herrn Witte-kindt in Mannheim, Herrn Jakob in der Lihtbergshule in Eiterfeld, Frau Langkampim Gymnasium Marienberg in Neuss, Herrn Kuntz im Wilhelm-Erb-GymnasiumWinn-weiler, Herrn Meixner im Gymnasium Nonnenwerth, Herrn Mattheis im Frauenlob-Gymnasium Mainz, Frau Beitlih und Frau Elze im Gymnasium Oberursel, Frau Nie-derle in der F-J-L-Gesamtshule Hadamar und Herrn Dillmann im Gymnasium Eltville.Die Namen aller, die rihtige Lösungen eingereiht haben, werden in MONOID in der�Rubrik der Löser� und auf der MONOID-Homepage im Internet ersheinen.Wir bitten auh um neue Aufgaben, die Du selbst erstellt hast, um sie zu veröf-fentlihen. Diese Aufgaben sollen aber niht aus Bühern oder Aufgabensammlungenentnommen sein, sondern Deiner eigenen Fantasie entspringen. Würde es Dih nihteinmal reizen, eine Aufgabe zu stellen, deren Lösung vorerst nur Du kennst?Am Jahresende werden rund 50 Preise an die �eiÿigsten Mitarbeiter vergeben. Seit1993 gibt es noh einen besonderen Preis: das Goldene M.Auÿer der Medaille mit dem Goldenen M gibt es einen beahtli-hen Geldbetrag für die beste Mitarbeit bei MONOID und bei ande-ren mathematishen Aktivitäten, nämlih: Lösungen zu den NeuenAufgaben und den Mathespielereien, Artikel shreiben, Erstellenvon neuen Aufgaben, et.Und nun wünshen wir Euh viel Erfolg bei Eurer Mitarbeit! Die RedaktionMONOID 99 2



Euklid und die pythagoreishenDreiekevon Hartwig FuhsJeder, der sih niht nur vorübergehend mit Mathematik befasst, weiss: Euklid(um 300 v.Chr.), der ein�ussreihste Mathematiker der Mathematikgeshihte,hat als erster den wihtigen Satz bewiesen:(1) Es gibt unendlih viele Primzahlen.Viele kennen sogar den shönen Beweis hierfür.Dagegen ist es weniger bekannt, dass Euklid auh für die folgende Aussageeinen bemerkenswerten Beweis geliefert hat:(2) Es gibt unendlih viele pythagoreishe Dreieke.Er hat (2) � in unserer heutigen Sprehweise dargestellt � etwa so gezeigt:Zumindest seit der Zeit des Pythagoras (um 580 v.Chr.) � vermutlih abershon früher � wusste man:
c

a

b

Ist ein rehtwinkliges Dreiek mit den Seitenlängen a, b, cgegeben und sind a sowie b beide kleiner als c , dann gilt:
a2 + b2 = c2 (und umgekehrt).Ein rehtwinkliges Dreiek heiÿt nun pythagoreish, wenn a, bund c ganzzahlig sind.Euklid ging nun zum Beweis der Behauptung (2) von der Folge der Figuren aus:

������������ ����
����
����
����

����
����
����
����

���
���
���

���
���
���

���� ���
���
���

���
���
���

����
����
����
����

����
����
����
����

3
2

= 2
2
+ 52

2
= 1

2
+ 31

2 4
2

= 3
2
+ 7

...Diese Figurenfolge zeigt, dass die Di�erenz zwishen zwei aufeinander folgen-den Quadraten stets eine ungerade Zahl ist und als Di�erenzen kommen alleungeraden Zahlen 3, 5, 7, ... der Reihe nah vor � wir würden heute sagen:
(n + 1)2 − n2 = 2n + 1, n = 1, 2, 3, ... und 2n + 1 durhläuft alle ungeradenZahlen. Formal wird dies mit vollständiger Induktion bewiesen.Folglih gilt auh für jedes n ≥ 1:Wenn man zu der Quadratzahl n2 eine ganz bestimmte ungerade Zahl � nämlih
2n + 1 � addiert, erhält man eine weitere Quadratzahl, nämlih (n + 1)2.Da es nun unter den ungeraden Zahlen 3, 5, 7, ... unendlih viele Quadratzahlen
a2 gibt, wobei wir a2 = 2m + 1 mit bestimmtem m setzen dürfen, gilt auh3 MONOID 99



unendlih oft die Gleihung m2 +a2 = m2 +2m+1 = (m+1)2 und dies besagt(Umkehr des Satzes von Pythagoras): Es gibt unendlih viele pythagoreisheDreieke mit den Seitenlängen m, a =
√

2m + 1 und m + 1, wobei √2m + 1eine natürlihe Zahl ist.Ein Beispiel:Es sei a2 = 49. Dann ist � wenn wir a2 = 2m + 1 setzen � o�ensihtlih
m = 24. Tatsählih gilt nun wegen m2 + a2 = 242 + 49 = 625 = 252 undwegen (m + 1)2 = 252 die Gleihung m2 + a2 = (m + 1)2, so dass das Dreiekmit den Seitenlängen 24, 7 und 25 pythagoreish ist.

Pythagoras und einige seinerVerwandtenvon Hartwig FuhsDer Satz über die rehtwinkligen DreiekeAls Pythagoras den später nah ihm benannten Satz über die Beziehung zwi-shen den Seitenlängen eines rehtwinkligen Dreieks ö�entlih bekannt gab,da wussten seine Zeitgenossen, dass er damit zukünftig berühmt werden würde� obgleih shon damals hinter vorgehaltener Hand der Verdaht geäuÿert wur-de, er habe bei seinem Theorem vermutlih Anleihen bei seinen babylonishenoder ägyptishen Kollegen gemaht.
c

a

b
c2 = a2 + b2Einige der jüngeren ehrgeizigen Mitglieder aus der Familie des Pythagoras wa-ren ein wenig neidish auf den Alten � auh sie hätten sih gerne einen Na-men gemaht. Sie baten deshalb Pythagoras um geometrishe Probleme, mitderen Lösungen sie bekannt werden wollten. Pythagoras überlegte niht lan-ge und shlug ihnen vor, sie sollten versuhen herauszu�nden, ob es auh für

60◦-Dreieke, für 45◦-Dreieke und für 30◦-Dreieke Aussagen ähnlih seinemSatz gäbe. Die Jungen mahten sih an die Arbeit und sie erzielten tatsählihResultate!MONOID 99 4



Der Satz über 60◦-Dreieke
c2 = a2 + b2 − ab

b

h
b

a

β

c

60
◦ 60

◦Im gleihseitigen Dreiek mit den Seitenlängen b ist h2 = b2 − ( b
2 )2 = 3

4b2. Imrehtwinkligen Dreiek gilt daher:
c2 = h2 + (a − b

2 )2 = 3
4b2 + a2 − ab + 1

4b2 = a2 + b2 − ab.Der Satz über 45◦-Dreieke
h

a

c b

β

45
◦

h 45
◦

c2 = a2 + b2 − ab
√

2Im gleihshenkligen Dreiek mit den Shenkellängen h ist h2 + h2 = b2, also
h2 = 1

2b2 und h =
√

2
2 b. Im rehtwinkligen Dreiek gilt:

c2 = h2 + (a − h)2 = 1
2b2 + a2 − 2a ·

√
2

2 b + 1
2b2 = a2 + b2 − ab

√
2Der Satz über 30◦-Dreieke

c2 = a2 + b2 − ab
√

3 a
β

c

b
2

b
2

h

b
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30
◦

60
◦

30
◦Im gleihseitigen Dreiek mit den Seitenlängen b ist h2 = b2 − ( b

2 )2 = 3
4b2 und

h =
√

3
2 b. Im rehtwinkligen Dreiek gilt:
c2 = ( b

2 )2 + (a − h)2 = 1
4b2 + a2 − 2a ·

√
3

2 b + 3
4b2 = a2 + b2 − ab

√
3.Überlege selbst, wie die Beweis�gur und der Beweis für einen Winkel β ≥ 90◦aussehen. 5 MONOID 99



Merkregel für die vier DreiekssätzeAls der jüngste der pythagoreishen Nahwuhsmathematiker die Ergebnisseder anderen sah, rief er freudig aus: �Es ist gewiss, dass ih berühmt werde wiePythagoras. Denn ih habe eine wunderbare Merkregel für die vier Dreiekssätzeentdekt � und diese Regel gilt sogar für 0◦-Dreieke, bei denen ja a = b + c ,also c = a − b und damit c2 = a2 + b2 − 2ab ist.�Merkregel:90◦-Dreieke: c2 = a2 + b2 − ab
√

060◦-Dreieke: c2 = a2 + b2 − ab
√

145◦-Dreieke: c2 = a2 + b2 − ab
√

230◦-Dreieke: c2 = a2 + b2 − ab
√

30◦-Dreieke: c2 = a2 + b2 − ab
√

4Wir wissen, wie die Sahe mit dem erho�ten Nahruhm ausgegangen ist: Es istvöllig in Vergessenheit geraten, wer die Sätze über 60◦-, 45◦- und 30◦-Dreiekeals Erster bewiesen hat.Das tri�t sogar auh für den Mathematiker zu, der den folgenden Satz überDreieke mit beliebigem Winkel α mit 0◦ ≤ α ≤ 90◦, gefunden hat.Der Satz über α-Dreieke mit 0◦ ≤ α ≤ 90◦

g α

bc
h

a

c2 = a2 + b2 − 2ab cosαNah De�nition gilt sinα = h
b
, cosα = g

b
, woraus h = b sin α sowie g = b cosαund wegen h2 + g 2 = b2 auh (sinα)2 + (cosα)2 = h2

b2 + g2

b2 = 1 folgt. Imrehtwinkligen Dreiek gilt dann:
c2 = h2 + (a − g)2 = (b sinα)2 + (a − b cosα)2 = b2(sin α)2 + a2 −
2ab cosα + b2(cosα)2 = a2 + b2((sin α)2 + (cosα)2) − 2ab cosα = a2 +
b2 − 2ab cosα.(Der Satz über α-Dreieke gilt auh für Winkel α mit 90◦ ≤ α < 180◦).Und das Ende der Geshihte: Der Ruhm des Mathematikers Pythagoras über-strahlt alle, die seinen Satz variiert oder verallgemeinert haben; nur sein Nameund sein Theorem bleiben im Gedähtnis der wissenshaftlihen Welt.MONOID 99 6



Anhangvon Ekkehard Kroll
C

c

b
a

BA
30

◦ 60
◦

Für ein Dreiek ABC mit den Seiten-längen a, b, c , in dem sowohl ein 90◦-Winkel als auh ein 60◦-Winkel und folg-lih auh ein 30◦-Winkel vorkommen(vgl. Figur), gelten folgende Beziehun-gen:(1) c2 = a2 + b2 (Satz des Pythagoras)(2) b2 = a2 + c2 − ac (Satz über 60◦-Dreieke)(3) a2 = b2 + c2 − bc
√

3 (Satz über 30◦-Dreieke)Durh Addition dieser Gleihungen lassen sih für dieses spezielle Dreiek wei-tere Zusammenhänge gewinnen. So liefert die Addition von (1) und (2), von(1) und (3) beziehungsweise von (2) und (3) die Beziehungen:
a =

1

2
c

b =

√
3

2
c ,

a + b
√

3 = 2c ,

30◦
A

C

a

B

√
3a

2a

60◦wobei die dritte Beziehung auh direkt aus den beiden ersten folgt.Shlieÿlih ergibt sih durh Addition aller drei Gleihungen:
a2 + b2 + c2 = (a + b

√
3)c(Kontrolle: Mit a + b

√
3 = 2c kommt wieder der Satz des Pythagoras heraus.)FrageWelhe weiteren Formeln lassen sih für ein gleihshenkliges rehtwinkligesDreiek herleiten?

a a

45
◦45

◦

cLösung:Sowohlausa
2

+a
2

=c
2

(SatzdesPythagoras)alsauhaus a
2

=a
2
+c

2
−ac

√
2(Satzfür45◦- Dreieke)folgtc=
√

2a.
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Hättest Du es gewusst?Was ist der kleine Satz von Fermat?von Hartwig FuhsDer Groÿe SatzPierre de Fermat (1601�1665), einer der bedeutendsten Mathematiker des 17.Jahrhunderts mit bahnbrehenden Leistungen in der Zahlentheorie, mahte1637 eine sehr folgenreihe Entdekung, nämlih:(1) Die Gleihung an + bn = cn hat keine ganzzahligen Lösungen 6= 0 für
n > 2.Die Behauptung wird in der mathematishen Literatur der �Groÿe Satz vonFermat�∗ genannt.Wieso groÿ?Die Behauptung (1) � für sih betrahtet � ist im Gefüge der Zahlentheorieniht besonders wihtig. Ihre Bedeutung liegt viel mehr darin: Ein Beweis von(1), den Fermat vorgeblih besaÿ, den er aber niemals bekannt gab, stellte sihals ein überaus shwieriges Problem heraus � über 350 Jahre lang widersetzte essih einer Lösung und erst 1993 konnte A. Wiles∗∗ die Vermutung von Fermatbestätigen.Die bis dahin unternommenen Beweisversuhe, die wohl eine Bibliothek füllenkönnten, hatten ein so gewiss niht beabsihtigtes Nebenergebnis im Gefol-ge: Sie bewirkten die Einführung einer wahren Flut neuer Begri�e und neuerMethoden in die Zahlentheorie, die bei ihr einen Entwiklungsshub enormenAusmaÿes auslösten � und das maht (1) so �groÿ�.Der Kleine SatzEs gibt aber auh noh den sogenannten �Kleinen Satz� von Fermat � undhierfür ist ein Beweis von Fermat überliefert. Worum geht es dabei?Ein zentrales Thema der Zahlentheorie ist die Frage, ob eine gegebene natürliheZahl n durh eine bestimmte Primzahl p teilbar ist oder niht.Es gibt einen Weg, wie man für jedes n und p die Antwort �ndet: Man führtdie Division n : p aus!Aber für sehr groÿe n und p kann dieses Entsheidungsverfahren so umfang-reihe Rehnungen notwendig mahen, dass es dadurh praktish unbrauhbarwird.

∗ Buhempfehlung: �Fermats letzter Satz: Die abenteuerlihe Geshihte eines mathema-tishen Rätsels� von Simon Singh
∗∗ Andrew John Wiles, geb. 11.04.1953, Cambridge; britisher Mathematiker.MONOID 99 8



Beispiel 1: Eine praktish unausführbare Division.Es seien n = 1070! und p = 286243 − 1; n hat etwa 1,2 · 10100 Stellen unddie Primzahl p besitzt fast 26000 Stellen (wie viele Stellen hat np?). Ist
np − n durh p teilbar?Es besteht wenig Aussiht, ein für jedes n und p geltendes Teilbarkeitskriteriumzu �nden, das stets mit niht zu groÿem Aufwand zum Ziel führt.Deshalb wird man sih damit begnügen müssen, Teilbarkeitsregeln nur für je-weils bestimmte Sorten von Zahlen n und/oder p aufzustellen. Bei natürlihenZahlen in Zi�erndarstellung sind solhe Regeln zum Beispiel für die Teilbarkeitdurh die Primzahlen p = 2, p = 3 und p = 5 jedem geläu�g.Im Beispiel 1 war nah der Teilbarkeit einer Zahl der Form np − n durh einePrimzahl p gefragt.Und siehe da: Es gibt ein Teilbarkeitskriterium für solhe Fälle! Es ist uralt �war es doh bereits vor 2500 Jahren hinesishen Mathematikern bekannt.Seine mathematishe Begründung erfuhr es allerdings im 17. Jahrhundert durhP. de Fermat; es wird daher heute der �Kleine Satz� von Fermat genannt.Warum der Satz �klein� genannt wird, ist niht reht einzusehen � ist er doh einüberaus nützlihes und mähtiges Werkzeug, das auh mit gigantishen Zah-len eines bestimmten häu�gen Typs leiht fertig wird. Und dieses erstaunliheTeilbarkeitskriterium hat Fermat mit ganz elementaren Argumenten hergeleitet� wie wir nun zeigen wollen.Herleitung des �Kleinen Satzes�Im folgenden seien die Zahl n und die Primzahl p beliebig, aber fest vorgegeben,und p sei kein Teiler von n.1. Shritt: Die Boxen B(0), B(1), B(2), ... , B(p − 1)Die natürlihen Zahlen, N = {0, 1, 2, 3, ...}, werden auf p Boxen∗∗∗ B(0), B(1),

B(2), ... , B(p − 1) aufgeteilt:In die Box B(0) kommen alle Vielfahen von p, sodass B(0) = {0, p, 2p, 3p, ...};in die Box B(r) steken wir alle Zahlen, die um r gröÿer sind als ein Vielfahesvon p, wobei r einer der Werte 1, 2, 3, ... , p − 1 ist, also B(r) = {r , p + r , 2p +
r , 3p + r , ...}.Danah be�ndet sih jede Zahl n ∈ N in einer Box. Aber keine Zahl n ∈ Nbe�ndet sih in zwei Boxen:Wäre nämlih n ∈ B(i) und n ∈ B(j) mit i 6= j , etwa i < j , dann wäre
n = v · p + i und n = w · p + j für bestimmte Zahlen v und w . Somit wäre
vp + i = wp + j , sodass (v − w)p = j − i und p wäre ein Teiler von j − i , wasaber wegen j − i < p niht möglih ist.
∗∗∗ Im mathematishen Sprahgebrauh heiÿen unsere Boxen �Restklassen mod p�9 MONOID 99



Beispiel 2: Zerlegung von N in 5 Boxen.Es sei p = 5. Wir zerlegen N in die Boxen B(0), B(1), ... , B(4):
B(0) = {0, 5, 10, 15, ...}
B(1) = {1, 5 + 1, 10 + 1, 15 + 1 ...}
B(2) = {2, 5 + 2, 10 + 2, 15 + 2 ...}
B(3) = {3, 5 + 3, 10 + 3, 15 + 3 ...}
B(4) = {4, 5 + 4, 10 + 4, 15 + 4 ...}2. Shritt: Die Folge n, 2n, 3n, ... , (p − 1)nFür eine Zahl n ∈ N und eine Primzahl p, die kein Teiler von n ist, bil-den wir die Folge n, 2n, 3n, ... , (p − 1)n. Wenn wir dann N in die p Boxen

B(0), B(1), B(2), ... , B(p − 1) zerlegen, wie werden dann die Folgenglieder aufdie Boxen verteilt sein?Beispiel 3: Verteilung einer Folge n, 2n, 3n, ... , (p − 1)nEs sei p = 5. Dann stellen die 5 Boxen B(0), B(1), ... , B(4) aus Beispiel 2die zu p = 5 gehörige Zerlegung von N dar. Sei n = 12. Zu welhen Boxengehören dann die p − 1 = 4 Glieder der Folge 12, 2 · 12, 3 · 12, 4 · 12?Aus 12 = 2 ·5+2 ⇒ 12 ∈ B(2); aus 2 ·12 = 4 ·5+4 ⇒ 2 ·12 ∈ B(4); aus
3 · 12 = 7 · 5 + 1 ⇒ 3 · 12 ∈ B(1); aus 4 · 12 = 9 · 5 + 3 ⇒ 4 · 12 ∈ B(3).Für die Verteilung einer Folge n, 2n, 3n, ... , (p − 1)n auf die Boxen B(0), B(1),

B(2), ... , B(p − 1) gilt:(a) In jeder der p− 1 Boxen B(1), B(2), B(3), ... B(p− 1) be�ndet sih genaueine der p − 1 Zahlen n, 2n, 3n, ... , (p − 1)n � wir wissen allerdings niht,welhe Zahl in welher Box ist � vergleihe unten (b).Herleitung von (a)1. Keine der Zahlen n, 2n, 3n, ... , (p − 1)n ist in B(0). Denn wäre eine Zahl
xn mit einem x , 1 ≤ x ≤ p − 1, in B(0), dann wäre xn ein Vielfahes vonp (siehe oben die De�nition von B(0)); also wäre p ein Teiler von xn. Aber
p ist kein Teiler von n und wegen x < p kann p auh kein Teiler von xsein.2. Keine zwei der Zahlen n, 2n, 3n, ... , (p − 1)n be�nden sih in der gleihenBox. Denn wären etwa xn und yn in einer Box B(r), 1 ≤ x , y , r ≤ p − 1und etwa x < y , dann wäre xn = vp + r und yn = wp + r für bestimmteZahlen v , w (vergleihe die De�nition von B(r)). Aus yn−xn = (y−x)n =
(w − v)p folgt, dass p ein Teiler von (y − x)n wäre. Aber p ist kein Teilervon n und auh kein Teiler von y − x wegen y − x < p.3. Shritt: Das Produkt n · 2n · 3n · ... · (p − 1)nWir wollen annehmen, für die Zahlen n, 2n, 3n ... , (p − 1)n gelte:(b) n ∈ B(r1), 2n ∈ B(r2), 3n ∈ B(r3), ... , (p − 1)n ∈ B(rp−1)MONOID 99 10



Nah (a) sind keine zwei der Boxen-Nummern r1, r2, r3, ... , rp−1 gleih. Da aberfür sie 1 ≤ r1, r2, r3 ... , rp−1 ≤ p−1 gilt, stimmen sie in irgend einer Reihenfolgemit den Zahlen 1, 2, 3, ...p − 1 überein. Deshalb hat man den Zusatz zu (b):() r1 · r2 · r3 · ... · rp−1 = 1 · 2 · 3 · ... · (p − 1) = (p − 1)!Es war nun Fermats genial einfahe Idee, das Produkt n · 2n · 3n · ... · (p − 1)nins Spiel zu bringen. Nah der Annahme (b) können wir shreiben:
n = v1p + r1, 2n = v2p + r2, 3n = v3p + r3, ... , (p − 1)n = vn−1p + rp−1mit geeigneten Zahlen v1, v2, v3, ... , vp−1.Damit ist n · 2n · 3n · ... · (p − 1)n = np−1(p − 1)! = (v1p + r1)(v2p + r2)
(v3p + r3) ... (vp−1p + rp−1).Denkt man sih hier den Klammerterm rehts ausmultipliziert, dann erhält maneine Summe aus 2p−1 − 1 Summanden, die sämtlihe Vielfahe von p sind unddeshalb zu dem Ausdruk vp mit einem geeigneten v zusammengefasst werdenkönnen und dem Summanden r1r2r3 ... rp−1. Damit ist unter Beahtung von ():
n · 2n · 3n · ... · (p − 1)n = np−1(p − 1)! = vp + r1r2r3 ... rp−1 = vp + (p − 1)!Daraus folgt: np−1(p − 1)!− (p − 1)! = (np−1 − 1)(p − 1)! = vp. Die Primzahl
p ist daher ein Teiler von (np−1 − 1)(p − 1)! Da p kein Teiler von (p − 1)!sein kann � jeder Faktor in (p − 1)! ist kleiner als p und p ist kein Produkt ausFaktoren ≤ p − 1 � muss also p ein Teiler von np−1 − 1 sein.Damit ist gezeigt:(2) Der kleine Satz von Fermat:Die Primzahl p ist ein Teiler der Zahl np−1 − 1 und deshalb auh der Zahl

np − n, wenn p kein Teiler der natürlihen Zahl n ist.Die Stärke des Kleinen SatzesDer Kleine Satz von Fermat zeigt seine Bedeutung und wahre Stärke so rih-tig erst bei seiner Anwendung auf Teilbarkeitsfragen bei einzelnen Zahlen undbei umfangreihen, ja sogar unendlihen Mengen von Zahlen gleihen Typs,die allein wegen ihrer Gröÿe für numerishe Methoden unerreihbar sind. Diesverdeutlihen wir an einigen Beispielen.Beispiel 4: Anwendungen des Kleinen Satzesa) Die Primzahl p = 286143 − 1 ist ein Teiler der gigantishen Zahl
(1070!)p − 1070! aus Beispiel 1, weil p kein Teiler von 1070! ist.b) Mit 1[m] sei eine natürlihe Zahl bezeihnet, deren Dezimaldarstellungaus m Zi�ern 1 besteht. Gibt es Zahlen 1[m], sodass 47 ein Teiler von
1[m] ist? Für jede Zahl 1[m] gilt: 1[m] = 1

9 (10m − 1). Aufgrund desKl. Satzes von Fermat teilt p = 47 jede Zahl der Form n46 − 1 sofern
47 ∤ n. Insbesondere sind die Zahlen 1046 − 1, (102)46 − 1, (103)46 − 1also 10m − 1 mit m = 46, 2 · 46, 3 · 46, ... jeweils durh 47 teilbar.Folglih gilt: Jede Zahl 1[m] mit m = 46, 2 · 46, 3 · 46, ... hat denTeiler 47. 11 MONOID 99



) u|v bedeute: u ist ein Teiler von v . Es gilt: 3|(23)2 − 1, 5|(25)4 − 1,
7|(27)6 − 1. Kann man diese Aussagen-Kette beliebig weit analogfortsetzen? Jede Primzahl p 6= 2 ist ein Teiler von (2m)p−1 − 1 für
m = 1, 2, 3, ..., weil p 6= 2 kein Teiler von 2m ist. Insbesondere giltdaher: p|(2p)p−1 − 1, sodass die oben begonnene Aussagenkette überjede beliebig gewählte Primzahl p hinaus fortgesetzt werden kann.d) Für jede Primzahl p > 2009 ist 2009p−1 − 1 stets durh p teilbar.Warum ist das so?Die besondere AufgabeZi�ernumstellungvon Hartwig FuhsEs sei a eine natürlihe Zahl, a = znzn−1 ... z1z0 in Zi�ernshreibweise mit

zn 6= 0 und n ≥ 1. Wenn man in a die Zi�er zn rehts neben die Zi�er z0vershiebt, dann ist die neue Zahl a′ = zn−1 ... z1z0zn. Wie heiÿt die kleinsteZahl a, für die gilt: Die aus a entstandene Zahl a′ ist drei Mal so groÿ wie a?Lösung:Mit a = znzn−1 ... z1z0 und a′ = zn−1 ... z1z0zn und a′ = 3a gilt:
3a = 3 · zn · 10n + 3 · zn−1 · 10n−1 + ... + 3 · z1 · 10 + 3 · z0;

a′ = zn−1 · 10n + zn−2 · 10n−1 + ... + z0 · 10 + zn und daher
a′ − 3a = zn−1 · (10n − 3 · 10n−1) + ... + z0(10 − 3) + zn − 3zn · 10n = 0Aus der letzten Gleihung folgt:(1) zn−1 ·10n−1(10−3)+zn−2 ·10n−2(10−3) ...+z0(10−3) = zn(3 ·10n−1).Da die linke Seite von (1) durh 7 teilbar ist, muss auh die rehte Seite von(1) durh 7 teilbar sein. Also ist entweder zn = 7 oder 3 · 10n − 1 ist einVielfahes von 7. Nun ist aber zn = 7 niht möglih, weil sonst wegen (1)

zn · 10n−1 + zn−2 · 10n−2 + ... + z0 = 3 · 10n − 1 wäre � ein Widerspruh. Dahermuss (falls es überhaupt eine Lösung gibt) 3 · 10n − 1 ein Vielfahes von 7 sein.Behauptung: Dies ist genau dann der Fall, wenn n = 6m + 5 für m ∈ N ist.Dies zeigen wir durh eine einfahe Kongruenzrehnung modulo∗ 7:Alle natürlihen Zahlen n lassen sih in der Form n = 6m + r mit m ∈
{0, 1, 2, ...} und r ∈ {0, 1, ... , 5} darstellen (Division durh 6 mit Rest). Wegen
∗ Siehe hierzu auh den Artikel �Hättest du es gewuÿt? Was ist der kleine Satz von Fer-mat?� .MONOID 99 12



10 ≡ 3 (mod 7) ∗∗ folgt nun: 3·10n−1 = 3·106m+r−1 ≡ 3·32·3m+r−1 (mod 7).Wegen 33 ≡ 27 ≡ −1 (mod 7) und (−1)2m = 1 ergibt sih: 36m ≡ 1(mod 7)und somit 3 · 10n − 1 ≡ 3r+1 − 1 (mod 7).Ist r ≡ 0 1 2 3 4 5,so ist 3r+1 − 1 ≡ 2 1 5 3 4 0 (mod 7).Hieraus ist ersihtlih, dass nur für r = 5 die Zahl 3 · 10n − 1 = 3 · 106m+r − 1ein Vielfahes von 7 ist � und das für jede Zahl m ∈ N0 .Für n = 5 folgt aus (1), dass wegen 3 · 105 − 1 = 42857 · 7 gilt:(2) z4 · 104 + z3 · 103 + ... + z0 = z5 · 42857Nah (2) ist z5 · 42857 höhstens 5-zi�rig, so dass z5 = 1 oder z5 = 2 seinmuss; z5 · 42857 ist dann entweder 42857 oder 85714. Aus der linken Seite von(2) folgt daher, dass entweder a = 142857 für z5 = 1 oder a = 285714 für
z5 = 2 ist. Die kleinste Lösung ist somit a = 142857.Mathis mahenmathematishe EntdekungenKreise in der EbeneEs sollen n Kreise, n ≥ 1, so in die Ebene gezeihnet werden, dass sih je zweiKreise shneiden und keine drei Kreise durh einen Punkt gehen.Es sei nun A(n) die gröÿtmöglihe Anzahl von Gebieten, in die die Ebene durhdie n Kreise zerlegt wird.Anmerkung: Der Teil der Ebene, der auÿerhalb aller n Kreise liegt, gilt auh als Gebiet.Beispiel:

n = 1

A(1) = 2

n = 2

A(2) = 4

n = 3

A(3) = 8Bestimme A(n) für mehrere n, 4 ≤ n ≤ 10. (H.F.)Hinweis: Eure mathematishen Entdekungen könnt Ihr bis zum 15.11.2009 an die MONOID-Redaktion einsenden, denn auh hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Eure Ergebnisse werdenjeweils zwei Hefte später verö�entliht.
∗∗ Die Shreibweise a ≡ b (mod m) bedeutet, dass m ein Teiler von a − b ist bezie-hungsweise, dass a = b + t · m mit ganzzahligem t geshrieben werden kann. Ist auh

c ≡ d (mod m), also c = d + t′ ·m mit t′ ∈ Z, so gilt a · c = b ·d +(bt′ +dt + tt′m)m,also a · c ≡ b · d (mod m). Hieraus folgen die benutzten Potenzregeln.13 MONOID 99



Die Eke für den Computer-FanDie Gaukler-FolgeFür eine reelle Zahl r bezeihne ⌊r⌋ die gröÿte ganze Zahl ≤ r . Dann sei fürjede natürlihe Zahl n der Operator G so de�niert:
G : n

G−→
{ ⌊√n⌋ , falls n gerade,

⌊
√

n3⌋ , falls n ungerade.Eine Folge n0, n1, n2, ... heiÿt Gaukler-Folge (nah ihrem englishen Namen� juggler's sequene�), wenn sie durh Iteration des Operators G entsteht, wennalso: n0
G−→ n1

G−→ n2
G−→ ... gilt.Beispiel: 3

G−→ 5
G−→ 11

G−→ 36
G−→ 6

G−→ 2
G−→ 1, kurz: 3

G 6

−→ 1.Wegen 1
Gm

−→ 1 für m = 1, 2, 3,..., heiÿt 1 ein Attraktor der Gaukler-Folge mitStartzahl 3.Bestimme die Attraktoren der Gaukler-Folgen, deren Startzahlen n0 = 1, 2,
3, 4, ... , 50 sind, sowie die Anzahl der Iterationen, bis der Attraktor erstmaligerreiht wird.a) Zu welher Vermutung gelangst du?b) Wie verändern sih die Verhältnisse, wenn in der De�nition von G dieRollen von �gerade� und �ungerade� vertausht werden, wenn wir also denOperator H mit

H : n
H−→

{

⌊
√

n3⌋ , falls n gerade,
⌊√n⌋ , falls n ungerade,und seine iterative Wirkung auf die Startzahlen n0 = 1, 2, 3, 4, ... , 50betrahten? (H.F.)Hinweis: Ihr könnt Eure Lösungen bis zum 15. November 2009 einshiken, denn auh hierbeigibt es Punkte zu ergattern. Allerdings müsst Ihr bei der Verwendung eines eigenen Programmsdies entsprehend dokumentieren durh Einsenden der Programm-Datei (am Besten als E-Mail-Anhang an monoid�mathematik.uni-mainz.de).Die Lösungen werden jeweils im übernähsten Heft ersheinen.
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Lösung der Computer-Aufgabe aus MONOID 97Eine Formel zur Erzeugung von Primzahlzwillingen?Ein Primzahlzwilling ist ein Paar (p, q) von Primzahlen p und q im Abstand
2 wie (3, 5), (5, 7) oder (11, 13). Die Frage, ob es unendlih viele oder nurendlih viele Primzahlzwillinge gibt, ist bislang trotz intensiver Bemühungender Mathematiker noh niht entshieden. Wenn man eine Formel als Funktioneiner natürlihen Zahl n �nden könnte, die für alle n nur Primzahlzwillingeliefert oder doh mit wahsendem n garantiert immer wieder welhe, wäre derNahweis erbraht, dass es unendlih viele Primzahlzwillinge gibt; denn dies istdie allgemeine Vermutung.Untersuhe unter diesem Aspekt die Folge der Zahlenpaare (p(n), q(n)) mit
p(n) := 30 · |(2n− 27) · (n− 15)|− 1 und q(n) := 30 · |(2n− 27) · (n− 15)|+ 1für möglihst viele natürlihe Zahlen n. Was beobahtest Du? (nah H.F.)Ergebnisse:Mit dieser Aufgabe haben sih Philipp Delhougne (Otto-Hahn-Shule Ha-nau), Florian Shweiger (Gymnasium Marktoberdorf) und Alexey Tyukin(Gymnasium Mainz-Gonsenheim) beshäftigt. Sie haben shnell erkannt, dassdie Formeln für p(n) und q(n) für alle n ≤ 20 auÿer bei n = 15 Primzahlzwil-linge liefern. Das Paar p(15) = −1, q(15) = 1 fällt shon wegen des negativenWertes von p(15) aus dem Rahmen. Ansonsten sind die Werte für p(n) posi-tiv, zunähst fallend bis p(15), dann wahsend und lassen sih � wie PhilippDelhougne rihtig bemerkt � in Form einer nah oben geö�neten Parabel an-ordnen. Wie an den Formeln leiht abzulesen ist, endet p(n) immer auf derZi�er 9 (auÿer bei n = 15) und folglih q(n) auf 1.Erst wieder bei n = 27 und dann für n = 33, 34, 35, 36, 38, 41, 50, 56,
57, 64, 66, 69, 75, 81, 85, 86, 90, 93, 98, 103, 106, 119, 121, 133, 136, 141,
143, 146, 150, 181, 182, 189, 195, 202,... treten in unregelmäÿigen AbständenPrimzahlzwillinge auf. Mit einem Computer-Algebra-System (wie Maple oderDerive) lässt sih das noh für sehr groÿe n feststellen. Damit ist aber niht klar,ob es für beliebig groÿe n noh Primzahlzwillinge gibt, und somit ist das Problemweiterhin o�en. Dass für unendlih viele bestimmte n die Primzahleigenshaftbei p(n) bzw. q(n) gar niht vorhanden sein kann, hat Florian Shweiger durhAusmultiplizieren der Formeln zu p(n) = 60n2 − 1710n + 12149 und q(n) =
60n2 − 1710n + 12151 erkannt; denn wenn n ein Vielfahes von 12149 bzw.
12151 ist, ist p(n) bzw. q(n) siher keine Primzahl.

15 MONOID 99



Lösungen der Mathespielereien ausMONOID 98Für die jüngeren Shüler/innen der Klassen 5�7DosenwerfenAm Rudi-Winzig-Gymnasium �ndet ein Shulfest statt. Herr Stütze möhtemit seiner Klasse für die Besuher Dosenwerfen anbieten: �Die Dosen bauen wirzu einer Pyramide auf. Ganz oben steht eine Dose, in der Reihe darunter dreiDosen, dann fünf und so weiter... Wir haben genau 55 Dosen zur Verfügung,die wir alle verwenden werden.� Herr Stütze beginnt mit dem Aufbau. Doher hat noh niht die ersten beiden Dosen aufgestellt, da wird er von Bettina,einer Shülerin der Klasse, unterbrohen:�Aber das kann doh gar niht klappen. Dannbleiben entweder Dosen übrig oder es fehlenwelhe� � �Ah was, das passt shon, warteab!� � �Dann müssen Sie die Dosen aber an-ders aufbauen�, entgegnet Bettina ihm, �näm-lih immer auf Lüke, also in die oberste Reiheeine Dose, in der Reihe darunter zwei Dosen,dann drei und so weiter...� � �Du glaubst miralso immer noh niht?�, fragt Herr Stütze un-gläubig.a) Wer hat Reht? Auf welhe Weise lassen sih die 55 Dosen zu einer Py-ramide aufbauen: Nah der Idee von Herrn Stütze, der Idee von Bettina,nah beiden oder gar keiner?b) Gib jeweils eine allgemeine Formel an, mit welher Herr Stütze und Bettinaausrehnen können, welhe Anzahlen von Dosen sie (in n Reihen) aufbauenkönnen.) Es gibt Anzahlen, die sowohl Herr Stütze als auh Bettina aufbauen kön-nen. Gib (mindestens) eine solhe Anzahl auÿer der trivialen Anzahl 1an. (MG)Lösung:a) Bettina hat Reht! Herr Stütze kann bei einer Reihe 1 Dose, bei zweiReihen 1 + 3 = 4 Dosen, 4 + 5 = 9, und entsprehend weiter 16, 25, 36,
49, 64, ... Dosen aufbauen. 55 Dosen sind also niht möglih (entwederbaut er 49 Dosen auf und es bleiben 6 Dosen übrig oder er versuht ahtReihen aufzubauen, aber dann fehlen ihm 9 Dosen).Hingegen kann Bettina 1, 1 + 2 = 3, 3 + 3 = 6, und entsprehend weiter
10, 15, 21, 28, 36, 45, 55 Dosen aufbauen. Mit ihrem Aufbau lässt sihalso Herrn Stützes Wunsh, alle 55 Dosen zu verwenden, verwirklihen.MONOID 99 16



b) Herr Stütze kann genau die Quadratzahlen aufbauen, also bei n Reihen
n2 Dosen aufbauen. Zum Beweis sieh Dir das Titelbild von MONOID 86 anoder lies den Artikel �Beweis ohne Worte� von Hartwig Fuhs (Seite 28 imselben Heft).Bei Bettina sind es in n Reihen 1 + 2 + 3 + ... + n = n(n+1)

2 Dosen.) Sowohl Herr Stütze als auh Bettina können eine Dosenpyramide mit 36Dosen aufbauen. Bettina hat dann aht Reihen, Herr Stütze sehs. Dienähsten beiden Zahlen sind 1225 und 41616, aber wer hat so viele Dosen?Eine unmöglihe DreiekszerlegungEin Dreiek heiÿt spitzwinklig, wenn keiner seiner drei Innenwinkel ≥ 90◦ ist.Man kann kein Dreiek in zwei Dreieke zerlegen, die beide spitzwinklig sind.Du siehst es � kannst Du es auh beweisen? (H.F.)Lösung:
P

β

α

C

BA

Ein Dreiek △ABC kann nur durh eine Strekein zwei Dreieke zerlegt werden, welhe einen Ek-punkt (zum Beispiel A) mit einem inneren Punkt Pder dem Ekpunkt gegenüberliegenden Dreieks-seite verbindet. Sei nun △ABC so zerlegt wie inder Figur. Dann gilt für die Winkel α und β bei P :
α + β = 180◦Dann aber können niht α und β beide < 90◦sein. Wenn aber einer der beiden Winkel ≥ 90◦ist, dann kann eines der beiden Zerlegungsdreieke
△ABP und △APC niht spitzwinklig sein, womitdie Behauptung bewiesen ist.Von Kindern, Katzen und BeinenIn einem Bus sitzen sieben Kinder. Jedes Kind hat sie-ben Ruksäke, in denen jeweils sieben Katzen sitzen.Jede Katze hat sieben Junge.Wie viele Beine be�nden sih im Bus?(Kevin Shmitt, Klasse 9,Elisabeth-Langgässer-Gymnasium, Alzey)Lösung:In dem Bus be�nden sihbei 7 Kindern also deren 14 Beine;pro Kind 7 Ruksäke, also 49 Ruksäke;pro Ruksak 7 Katzen, also 343 Katzen mit 1372 Katzenbeinen.343 Katzen haben 2401 Junge mit 9604 Beinen.17 MONOID 99



Dies ergibt zusammen 14 Kinderbeine + 1372 groÿe Katzenbeine + 9604 kleineKatzenbeine = 10990 Beine.Ein HeiratsproblemIn längst vergangenen Zeiten wollte ein Stam-mesherzog seine Töhter Adelheid (A) undBrunhilde (B) verheiraten. Chlodwig (C ) sollteeines der beiden Mädhen zur Frau bekommen.Von jedem anderem Bewerber verlangte derHerzog, dass er für beide Frauen einen Braut-preis anbieten müsse � ganz gleih ob er nunAdelheid oder Brunhilde zur Frau haben wolle.Übliher Weise wurden damals Brautpreise mitPferden bezahlt.Der ehrgeizige Dietrih (D), der 30 Pferde besaÿ, mahte das beste Angebot:26 Pferde für Adelheid � das hübshere der beiden Mädhen � und 20 Pferdefür Brunhilde.Weil nun sowohl Chlodwig als auh Dietrih Adelheid haben wollten, befahl derHerzog, dass auh Chlodwig ein Angebot für Adelheid abgeben müsse. Dannwerde er seine Entsheidung so tre�en, dass sie ihm die gröÿt möglihe Anzahlvon Pferden einbringen werde.Chlodwig, der unsterblih in Adelheid verliebt war und deshalb nur sie zur Frauhaben wollte, shien hanenlos gegenüber Dietrih zu sein, denn er besaÿ nihteinmal 1
3 der Anzahl an Pferden von Dietrih.Doh shlieÿlih gab der Herzog Chlodwig seine Tohter Adelheid zur Frau.Wieviele Pferde besaÿ Chlodwig und welhes Angebot hatte er dem Herzoggemaht? (H.F.)Lösung:baAB 20 P.26 P.CD C besaÿ höhstens 9 Pferde, da deren Anzahl kleinerals 1

3 · 30 sein sollte. Es seien a und b die Angebote,die er für A und B mahte. Dann ist 1 ≤ a ≤ 9,
1 ≤ b ≤ 9.Wenn C und A heiraten, erhält der Herzog 20 + aPferde;wenn D und A heiraten, erhält der Herzog 26 + bPferde.Da C die Tohter A erhielt, muss gelten:(∗) 20 + a > 26 + b ≥ 27.Daher ist a > 7, das heiÿt C besaÿ mindestens aht und höhstens neun Pferde.Da C unbedingt A zur Frau bekommen wollte, hat er für B siher nur ein Pferd(b = 1) geboten und für A seine gesamten aht oder neun Pferde (a = 8 oder

a = 9). In der Tat ist 20 + 8 > 26 + 1 und erst reht 20 + 9 > 26 + 1.MONOID 99 18



Chlodwig hat also aht oder neun Pferde und davon sieben oder aht für Adel-heid und eines für Brunhilde angeboten.Urlaubspost Die Sommerferien stehen vor der Tür. Da sie sih dannniht sehen können, versprehen die drei FreundinnenJulia, Kerstin und Linda einander, dass jede den bei-den anderen jeweils eine Postkarte aus dem Urlaubshreibt.a) Wieviele Postkarten werden geshrieben?b) Als Melanie von der Vereinbarung mitbekommt, möhte sie gerne mitma-hen. Wie viele Postkarten sind es dann?) Die vier Freundinnen überlegen sih, dass es auh shön wäre, wenn dieganze Klasse mitmahen würde. In der Klasse sind 28 Shüler. Wie vieleKarten würden dann geshrieben?d) Wie viele wären es allgemein bei n beteiligten Personen?e) Unter den 28 Shülern der Klasse sind auh Bastian und Sebastian, dieZwillingsbrüder sind. Die beiden bekommen jeweils eine eigene Karte vonden Klassenkameraden, vershiken selbst aber jeweils nur eine gemeinsam.f) Die Klasse einigt sih darauf, dass auh die Lehrerin Frau Shwarz von je-dem eine Karte bekommen soll. Wie viele Karten werden nun insgesamt ge-shrieben (ohne Berüksihtigung, dass zwei Shüler Zwillingsbrüder sind)?(MG)Lösung:a) Jede der Freundinnen shreibt jeweils 2 Karten, insgesamt werden also
3 · 2 = 6 Karten geshrieben.b) Mit Melanie sind es 4 · 3 = 12 Karten...) ... und in der ganzen Klasse 28 · 27 = 756.d) Jede der n Personen vershikt n − 1 Karten. Insgesamt sind es also n ·
(n − 1) = n2 − n Karten.e) 26 der Shüler shreiben jeweils 27 Karten, zwei Shüler zusammen 26 Kar-ten. Insgesamt sind es also 26 · 27 + 26 = 728 Karten.f) Die 28 Shüler shreiben untereinander 28 · 27 = 756 sowie insgesamt 28an die Lehrerin. Zusammen sind dies 784 Karten.Zi�ernübereinstimmunga) Finde das kleinste Paar (n, m) mit 1 < n < m derart, dass die letztenbeiden Zi�ern von 2009n und 2009m übereinstimmen!19 MONOID 99



b) Gibt es Paare (n, m) mit 1 < n < m so, dass die letzten 2009 Zi�ern von
2009n und 2009m übereinstimmen? (WJB)Lösung:a) Die letzten beiden Zi�ern von 2009k sind die letzten beiden Zi�ern von 9kund lassen sih leiht bestimmen: 09, 81, 29, 61, 49, 41, 69, 21, 89, 01,09, 81, ...
(n, m) = (2, 12) ist also das gesuhte Paar.b) Für die letzten 2009 Zi�ern gibt es 102009 vershiedene Möglihkeiten.Unter mehr als 102009 vershiedenen Zahlen der Form 2009k muss es alsomindestens zwei Zahlen 2009n und 2009m geben, deren letzte 2009 Zi�ernübereinstimmen.Englishe Zahlenknobelei

T W O
+ T H R E E
+ S E V E N

T W E L V E

Ersetze die Buhstaben durh Zi�ern undzwar so, dass vershiedenen Buhstabenauh vershiedene Zi�ern entsprehen, wo-bei den ersten Buhstaben von links nihtdie Zi�er 0 zugeordnet wird � so dass einekorrekte Addition entsteht.(gefunden von H.F.)Lösung:Wir bezeihnen die Überträge, die bei der Addition von drei Zahlen < 10 bezie-hungsweise von zwei vershiedenen Zahlen < 10 entstehen, mit U beziehungs-weise mit u.Es gilt U ≤ 2 und u ≤ 1, weil die Summe dreier Zahlen < 10 höhstens 27 unddie von zwei vershiedenen Zahlen < 10 höhstens 17 ist.1. Es ist TW = T + S + u ≤ 9 + 8 + 1. Wegen T 6= 0 muss T = 1 sein.
=⇒ T = 1Sei nun u = 0 (Annahme).Dann ist H + E + U = E , so dass H = 0 ist. Wegen 1W = 10 + W =
1 + S + u = 1 + S ≤ 10 gilt aber auh W = 0: Widerspruh.Also ist u = 1 und aus T+S+u = 1+S+1 = 10+W folgt S = 8+W ≤ 9.Wegen W 6= T = 1 bleibt nur W = 0 und folglih S = 8.
=⇒ W = 0, S = 82. Nah 1. �ndet von der 3. Spalte der Übertrag u = 1 in die zweite Spaltestatt. Daher ist H + E + U = 10 + E , sodass H + U = 10 ist. Wegen
U ≤ 2 ist H = 9, denn H = 8 ist niht möglih.
=⇒ H = 93. In der letzten Spalte kann niht O +E +N = E gelten, weil O +N 6= 0 ist.Also gilt: O + E + N = 10 + E , so dass O + N = 10 mit O ∈ {3, 4, 6, 7},denn für O = 2 ist N = 8: Widerspruh, für O = 5 ist N = 5: Widerspruh.MONOID 99 20



1. Fall: O = 3, N = 7. Dann gilt: E ∈ {2, 4, 5, 6} und W + E + E + U =
2E + 1, weil U = 1 wegen O + E + N ≤ 3 + 6 + 7 = 16. Es gilt also:(1) 2E + 1 = V oder = 10 + V .Für E = 4 ist V = 9 : Widerspruh; für E = 5 ist V = 1 : Widerspruh;für E = 6 ist V = 3 : Widerspruh. Jedoh ist E = 2 und V = 5 möglih.Dann aber ist wegen 2E + 1 < 10:(2) T + R + V + U = 1 + R + V = L oder = 10 + L.Bei E = 2, V = 5 ist R , L ∈ {4, 6} und aus (2) folgt: Für R = 4 ist L = 0:Widerspruh; für R = 6 ist L = 2: Widerspruh. Aus O = 3 ergeben sihalso nur Widersprühe.2. Fall: O = 4, N = 6 und damit E ∈ {2, 3, 5, 7}. Aus (1) folgt: Für E = 5ist V = 1: Widerspruh; dagegen sind die Paare E = 2, V = 5 und E = 3,
V = 7 und E = 7, V = 5 zunähst noh möglih.a) Für E = 3, V = 7 ist R , L ∈ {2, 5} und in (2) ist dann 1 + R + 7 = Lniht möglih; für 1 + R + 7 = 10 + L =⇒ L = 0 für R = 2:Widerspruh; für R = 5 ist L = 3: Widerspruh.b) Für E = 7, V = 5 ist R , L ∈ {2, 3} und für L = 2 oder 3 ist (2)

1 + R + 5 = L niht möglih.) Für E = 2, V = 5 gilt R , L ∈ {3, 7}. Aus (2) folgt dann: Für R = 3 ist
1+R+5 = L =⇒ L = 9: Widerspruh; für R = 7 ist 1+R+5 = 10+L
=⇒ L = 3.
=⇒ E = 2, V = 5, R = 7, L = 3.Damit haben wir jedem Buhstaben einen Zahlenwert zugeordnet und soeine Lösung der Aufgabe gefunden. Durh Vertaushen der Werte von Ound N � also für den3. Fall: O = 6, N = 4 erhalten wir eine zweite Lösung.

O = 4, N = 6

1 0 4
+ 1 9 7 2 2
+ 8 2 5 2 61 0 2 3 5 2 O = 6, N = 4

1 0 6
+ 1 9 7 2 2
+ 8 2 5 2 41 0 2 3 5 24. Fall: O = 7, N = 3.Diesen Fall erhalten wir durh Vertaushen von O und N im 1.Fall. Dadiese Vertaushung keinen Ein�uss auf die Addition hat, gilt wie im 1.Fall: Mit O = 7 erhält man keine Lösung.21 MONOID 99



Neue MathespielereienFür die jüngeren Shüler/innen der Klassen 5�7Eine See-GeshihteWenn man die Anzahl der Seeleute auf dem Shi��Maru� mit dessen (ganzzahliger) Länge und mit demAlter des Kapitäns (in Jahren) multipliziert, dann er-hält man 71 508.Wie alt ist der Kapitän? (H.F.)Onkel Gerhards GeldkisthenGisela hat am 31. März Geburtstag. Als Geshenkmaht ihr Onkel Gerhard folgendes Angebot:�Wähle dir eine Zahl n und besuhe mih im Aprilan n Tagen. Ih stelle dann n Kisthen auf mit 10-Cent-Münzen. Beim ersten Besuh darfst du dir eineMünze aus einem der Kisthen nehmen, am zweitenTag je eine Münze aus zwei vershiedenen Kisthen,am dritten je eine aus drei Kisthen und so weiter,beim letzten Besuh n Münzen aus n vershiedenenKisthen. Wenn du nah dem letzten Besuh aus je-dem Kisthen gleih viele Münzen entnommen hast,darfst du die Münzen behalten, sonst musst du siezurükgeben.�Es ist o�ensihtlih, dass Gisela bei Wahl von n = 2 die Münzen niht wirdbehalten können, wohl aber bei n = 3.a) Stelle fest, ob n = 4, n = 5, n = 6 oder n = 7 geeignete Wahlen sind.b) Kannst Du für jeden Wert von n angeben, ob Gisela das Ziel erreihenkann, die Münzen zu behalten? Wie muss sie gegebenenfalls vorgehen?) Welhen Betrag kann Gisela höhstens erreihen? (WJB)MONOID 99 22



PreiskampfKalenderverleger Julius Gregorius shimpft: �UnserLieferant hat die Preise für die neuen Kalender 2011um 10% gegenüber dem Vorjahr erhöht, dabei verdie-nen wir an den Aufträgen, die wir haben, nur 10%,der Rest sind ja shon die Einkaufspreise. Aufgrunddes Preiskampfes auf dem Terminkalendermarkt kön-nen wir die Preise auh niht anheben. Dann verdie-nen wir in Zukunft ja gar nihts mehr!� � Stimmtdas? (MG)SummenwahstumUlrike hat in einemmathematikhistorishen Buh die Anekdote von Carl-FriedrihGauÿ∗ gelesen, wie er als Shüler sehr shnell alle Zahlen von 1 bis 100 addierthaben soll. Gauÿ nutzte die Formel 1 + 2 + 3 + ... + n = n(n+1)
2 =: Σn.∗∗Als interessierte Mathematikerin berehnet Ulrike einige Summen, shreibt dieSummen als Folge naheinander auf und beginnt mit Untersuhungen:a) Welhe Zahlen sind die ersten sehs dieser Folge? Welhe Zahl steht ander zwölften Stelle?b) Kommt ihre Lieblingszahl 85 in der Folge aller Summen (Σn) vor? Und dieZahl 120?) Wie viele Zahlen sind kleiner als 100?d) Und wie geht doh gleih der Beweis für die Formel 1 + 2 + 3 + ... + n =

n(n+1)
2 ?e) Ulrike verrät die Formel auh ihrem Nahhilfeshüler. Leider merkt er sihdie Gleihung niht rihtig, maht einen �Rehenzeihenfehler� und bereh-net irrtümlih n(n−1)

2 . Wie ändert sih dadurh die Folge der Summen?(MG)
∗ Johann Carl Friedrih Gauÿ, * 30.04.1777 in Braunshweig, † 23.02.1855 in Göttingen,Mathematiker, Astronom, Geodät und Physiker. Mehr über ihn erfahrt Ihr im Artikel vonDavid E. Rowe: Bilder, die an C. F. Gauÿ erinnern; Monoid 81 (März 2005), ab Seite30.
∗∗ Solltest Du die angedeutete Anekdote niht kennen, dann informiere Dih in Bühernoder frage Deinen Mathematiklehrer! 23 MONOID 99



Neue MathespielereienFür die jüngeren Shüler/innen der Klassen 5�7Ein Messproblem Manfred hat die Aufgabe, seiner Mutter genau 4 lWasser zu bringen. Er rennt in den Garten und �ndetdrei Kanister, einen mit 8 l, einen mit 5 l und einen mit3 l Fassungsvermögen. Der 8 l-Kanister ist voll. Alles,was er tun kann, ist Wasser umzushütten.Wie muss er vorgehen, um seiner Mutter später genau4 l Wasser zu bringen? Da er weiÿ, dass seine Muttersehr penibel ist, ahtet er peinlih genau darauf, keinWasser zu vershütten.(Alexander Shneider, Klasse 8, Gymnasium im Alfred-Grosser-Shulzentrum,Bad Bergzabern)Summe 2009Die Summe von n aufeinander folgenden natürlihen Zahlen n > 1, sei 2009.Welhe Zahlen n sind möglih? Wie heiÿt die jeweils kleinste der zu einem ngehörigen aufeinander folgenden Zahlen? (H.F.)Winkel-VergleihDie Geraden g und h seien orthogonal zu-einander. A sei ein Punkt auf h, der nihtauf g liegt. B und C seien Punkte auf g ,die niht in h enthalten sind und die beideauf der gleihen Seite von h liegen.Wenn C weiter von h entfernt ist als B,dann gilt für die Winkel β und δ (vgl. Ab-bildung): β < δ. B

A

C

δ

α

γβ

g

hDu siehst es � kannst du es auh begründen? (H.F.)
Bereits ab Seite 22 �ndet Ihr Mathespielereien!MONOID 99 24



Neue AufgabenKlassen 8�13Aufgabe 967: Lauter Quadratzahlen?Die unendlihe Zahlenfolge 2, 6, 12, 20, 30,... sei gebildet nah dem Muster
2

+4−→ 6
+6−→ 12

+8−→ 20
+10−→ 30

+12−→ ...Dann gilt für jede Zahl a der Zahlenfolge: 4a + 1 ist eine Quadratzahl.Stimmt das? (H.F.)Aufgabe 968: Ein ReiseproblemElf Mathematiker der Uni Konstanz und zwölfMathematiker der Uni Mainz wollen sih zu ei-ner Konferenz tre�en. Wo sollen sie sih tref-fen, um den Reiseaufwand (sie fahren mit demAuto) möglihst niedrig zu halten? In Mainz?In Konstanz? Oder an einem Ort X an der di-rekten Reisestreke von Konstanz nah Mainz?(H.F.)Aufgabe 969: Halleysher KometImmer wieder lösen Kometen bei Menshen eine groÿe Faszination aus. EinKomet, der alle 75 bis 77 Jahre von der Erde aus beobahtet werden kann, istder Halleyshe Komet. Edmond Halley∗ wies 1705 nah, dass der Komet von1682 mit den Kometen aus den Jahren 1607 und 1531 identish sein muss.Die letzten drei Ersheinungen dieses nah ihm benanntenHalleyshen Kometen (nebenstehend auf einer deutshenBriefmarke von 1986) �elen in die Jahre 1835, 1910 und1986. Das nähste Mal wird er im Jahr 2061 von der Erdeaus zu sehen sein.Zeige, dass 18351910 + 19862061 durh 7 teilbar ist.Hinweis: Versuhe niht die Zahlen 18351910 und 19862061 auszurehnen, da sie sehr groÿwerden. Stattdessen kann Dir der (kleine) Satz von Fermat helfen. (Siehe Seite 8) (gefundenund überarbeitet MG)
∗ Edmond Halley, * 29.10.1656 (nah dem damals in England noh gültigen juliani-shen Kalender, nah gregorianishem Kalender 08.11.1656) in Haggerston bei London,

† 14.01.1741 (greg. 25.01.1742) in Greenwih; Astronom, Mathematiker, Kartograph,Geophysiker und Meteorologe. 25 MONOID 99



Aufgabe 970: Berehnung eines FolgengliedesEs seien a1 = 1 und a2 = 2009. Dann seien a3, a4, a5... so de�niert:
a3 = a2 + a1, a4 = a3 + a2

a5 = a4 − a3

a6 = a5 + a4, a7 = a6 + a5

a8 = a7 − a6

... usw ...Wie groÿ ist a2009? (H.F.)Aufgabe 971: Ein Zylinder auf shiefer EbeneAuf einer shiefen Ebene steht ein �aher, mitWasser gefüllter Zylinder so, dass das Was-ser den Rand an einer Seite berührt und ander genau gegenüber liegenden Seite im Quer-shnitt durh den Zylindermittelpunkt (sieheAbbildung) das Wasser 1,5 cm unter dem Randliegt.Wie hoh ist der Zylinder, wenn sein Volumen V = 170ml und der Abstandder beiden erwähnten Berühr-(Shnitt-)punkte der Wasserober�ähe mit demZylinder 10 m beträgt?Wissensfrage ohne Beweis: Welhe Form hat die Wasserober�ähe? (nahAlia'a Ahmed Doma, Klasse 11, Deutshe Shule der Borromäerinnen, Kairo)Aufgabe 972: Primzahl-Untersuhungena) Zeige, dass 22009 + 3 und 32009 + 2 keine Primzahlen sind.b) Zeige, dass 20092009 + 4 keine Primzahl ist!) Zeige, dass 20092009 + 20082008 keine Primzahl ist.d) Gibt es ein n, für das (n + 1)n+1 + nn eine Primzahl ist? (WJB)Aufgabe 973: KettenbruhIm Beispiel 3 des Artikels �Kettenbrühe� ist die Kettenbruh-Entwiklung für
1
2 (1 +

√
5) angegeben.a) Bestimme die Näherungswerte z0, z1, ... , z5b) Was fällt Dir dabei auf?) Kannst Du die Vermutung aus b) auh beweisen? (WJB)MONOID 99 26



Gelöste Aufgaben aus MONOID 98Klassen 8�13Aufgabe 967: Niemals eine QuadratzahlÜberlege, warum es keine natürlihe Zahl n gibt, für die n(n +2) eine Quadrat-zahl ist. (H.F.)Lösung:Es ist n(n + 2) = n2 + 2n. Daraus folgt die Ungleihung n2 < n2 + 2n <
n2 + 2n + 1.Weil nun n2 +2n+1 = (n+1)2 ist, gilt: n(n+2) liegt zwishen den unmittelbaraufeinander folgenden Quadratzahlen n2 und (n + 1)2 und kann daher selbstkeine Quadratzahl sein.Lösungsvariante:Ein Rehtek mit den Seitenlängen n und n+2 sei in 1×1-Quadrate eingeteilt.Dann gibt es n(n + 2) solher Quadrate im Rehtek, aber nur n2 solherQuadrate im n × n-Quadrat. Daraus erkennt man n2 < n(n + 2).Wir denken uns nun das Rehtek verwandelt in dasnebenstehende Sehsek. Man sieht: Das Sehsekenthält n(n+2) der 1×1-Quadrate und damit ein 1×1-Quadrat weniger als das (n+1)× (n+1)-Quadrat, zudem das Sehsek leiht ergänzt werden kann. Mithinist n(n + 2) < (n + 1)2.Aus n2 < n(n + 2) < (n + 1)2 folgt dann die Behauptung.Aufgabe 968: Der Teiler 2009Es seien a ≥ 1, b ≥ 1 ganze Zahlen mit a + b = 2009.Gibt es Zahlenpaare a, b, für die gilt: 2009 ist ein Teiler von a · b?Wenn ja: Welhes sind die Paare? (H.F.)Lösung:Es ist b = 2009 − a, so dass ab = 2009a− a2.Annahme: 2009 teilt ab, in Zeihen: 2009 | ab.Dann gilt 2009 | a2 wegen a2 = 2009a − ab. Nun ist 2009 = 72 · 41. Aus
(72 · 41) | a2 folgt 7 | a2 und 41 | a2, also auh 7 | a und 41 | a; mithin gilt
(7 · 41) | a oder a = n · 287 mit n = 1, 2, 3, ..., 6 wegen a < 2009.Damit sind folgende Paare möglihe Lösungen ∗:
(287, 1722), (574, 1435), (861, 1148). Weitere drei niht wesentlihe Lösungenerhält man durh Vertaushen von a und b. Die Probe zeigt, dass die bereh-neten Zahlenpaare tatsählih Lösungen sind.
∗ n = 7 bewirkt a = 2009 =⇒ b = 0. Es ist aber b ≥ 1 vorausgesetzt.27 MONOID 99



Aufgabe 969: Abshätzung einer Viereks�äheIm Vierek ABCD seien in der üblihen Bezeihnung a, b, c , d die Längen dervier Seiten und F sei die Viereks�ähe.Zeige, dass dann gilt: F ≤ 1
4 (a + c)(b + d). (H.F.)Lösung:Zunähst ist 1

4
(a + c)(b + d) = 1

4
(ad + bc) + 1

4
(ab + cd).Abshätzung von 1

4
(ad+bc): Wir zerlegen das Vierekdurh die Streke BD in zwei Dreieke. Für diese gilt:

|△ABD| = 1
2
ah1 ≤ 1

2
ad und |△BCD| = 1

2
bh2 ≤

1
2
bc . Folglih ist 1

4
ad + 1

4
bc = 1

2
(1
2
ad + 1

2
bc) ≥

1
2
(|△ABD| + |△BCD|) = 1

2F .
aA B

D h2

h1

d
b

c
C

aA B

D

d

c
C

h3

h4

b

Abshätzung von 1
4
(ab + cd): Die Diagonale AC zer-legt das Vierek in die Dreieke △ABC und △ACD,für die man wie oben zeigt:

|△ABC | ≤ 1
2
ab und |△ACD| ≤ 1

2
cd . Folglih ist

1
4
ab + 1

4
cd ≥ 1

2
(|△ABC | + |△ACD|) = 1

2
F .Aus den beiden Abshätzungen ergibt sih die Behauptung.Aufgabe 970: Zwei Teilmengen einer MengeEine Menge M bestehe aus 15 vershiedenen natürlihen Zahlen ≤ 2009.Begründe: AusM kann man stets zwei vershiedene Teilmengen so auswählen,dass für sie die Summen ihrer Elemente übereinstimmen.Hinweise: Eine Menge aus n Elementen hat 2n vershiedene Teilmengen, die leere Menge unddie ganze Menge mitgezählt.Die beiden ausgewählten Teilmengen können gemeinsame Elemente haben, der Shnitt mussalso niht leer sein. (H.F.)Lösung:Für die Summe S aller Elemente aus M gilt:

S ≤ 2009 + 2008 + 2007 + ... + 1995 = 30030.Die Menge M hat 215 Teilmengen.Für jede beliebig gewählte Teilmenge gilt: Die Summe ihrer Elemente ist ≥ 0und ≤ 30030 (die Summe der Elemente der leeren Menge ist 0).Unter den 215 = 32768 Teilmengen gibt es daher höhstens 30031 Mengen mitvershiedenen Elementesummen.MONOID 99 28



Unter den übrigen 2737 Teilmengen von M kann man daher stets eine so aus-wählen, dass ihre Elementesumme mit der von einer der 30031 Mengen über-einstimmt.Aufgabe 971: FamilienstatistikNah einer Bekanntmahung des Statistishen Bundesamtes (Stand März 2004)leben von den Kindern unter 18 Jahren in Deutshland 25% ohne Geshwister,47% mit einem Geshwisterkind, 19% mit zwei Geshwistern und 9% mitmindestens drei Geshwistern. Die in Apotheken erhältlihe Zeitshrift Babyund Familie von Mai 2006 shlieÿt daraus: �Paare, die sih für ein zweites oderdrittes Kind entsheiden, sind eindeutig in der Überzahl.�Bei der Lösung der folgenden Aufgabe mahen wir keinen groÿen Fehler, wennwir annehmen, dass die 9% der Kinder mit mindestens drei Geshwistern genaudrei Geshwister haben.a) Wie groÿ sind (unter allen Familien mit mindestens einem Kind) die Anteileder Familien mit 1, 2, 3 beziehungsweise 4 Kindern?b) Was hältst Du von der Shlussfolgerung aus Baby und Familie? (WJB)Lösung:a) Gibt es insgesamt K Kinder, so stammen 0,25K davon aus (ebenso vielen)Einkindfamilien, 0,47K aus 0,47K
2 Zweikindfamilien, 0,19K aus 0,19K

3 Drei-kindfamilien und 0,09K aus 0,09K
4 Familien mit vier Kindern. Die Zahl derFamilie mit mindestens einem Kind ist also 0,25K + 0,47K

2 + 0,19K
3 + 0,09K

4 =

(0,25 + 0,235 + 0,063 + 0,0225)K = 0,57083K .Dies ergibt die Anteile
a1 =

0,25K

0,57083K
≈ 0,438 = 43,8 %,

a2 =
0,235K

0,57083K
≈ 0,412 = 41,2 %,

a3 =
0,063K

0,57083K
≈ 0,111 = 11,1 %,

a4 =
0,0225K

0,57083K
≈ 0,039 = 3,9 %.b) Es gibt tatsählih mehr Familien mit mehr als einem Kind als solhe miteinem Einzelkind, allerdings sind diese niht so eindeutig in der Überzahlwie Baby und Familie behauptet.Auÿerdem ist eine genaue Aussage auh deshalb niht möglih, da viele derberüksihtigten Familien und der noh Kinderlosen noh niht vollständigsind, das heiÿt eventuell später noh (zusätzlihe) Kinder haben werden.29 MONOID 99



Aufgabe 972: Variation über den Satz des PythagorasIn einem Dreiek mit Winkel γ = 90◦ gilt c2 = a2 + b2.Gibt es einen Winkel Γ derart, dass im Dreiek mit γ = Γ gilt c3 = a3 + b3?(WJB)Lösung:Wir nehmen an, es gäbe einen solhen Winkel. Dann könnten wir ihn bestimmenaus dem Dreiek △1 mit a = 1, b = 1 und c = 3
√

2 sowie dem Dreiek △2 mit
a = 2, b = 1 und c = 3

√
9.Der Cosinussatz liefert dannfür △1: cos Γ =
a2 + b2 − c2

2ab
=

2 − 3
√

2
2

2
≈ 0,2063,für △2: cos Γ =

a2 + b2 − c2

2ab
=

5 − 3
√

9
2

4
≈ 0,1683.Die beiden Werte sind aber vershieden, folglih kann es einen solhen Winkelniht geben.Aufgabe 973: Karl Krauses KiesKarl Krause will seine Garagenzufahrt 15 m hoh mit Kies belegen. Die Zufahrtist 4 m breit und 14 m lang. Herr Krause muss den Kies nah Gewiht kaufen.Deshalb stellt er fest, wie shwer der Kies ist, indem er vier Kiesel auf die Waagelegt. Diese wiegen 980 g. Danah füllt er einen Messbeher mit 1

2 l Wasser undlegt dann die Steine hinein. Damit steigt die Anzeige des Messbehers auf
940ml. Er rehnet dann: 0,15·4·14·980

940−500 = 18,7 und bestellt 19 Tonnen Kies. Beider Lieferung staunt er.Hat Herr Krause viel zu viel oder viel zu wenig Kies bekommen und warum?(WJB)Lösung:Er hat viel zu viel Kies bestellt und bekommen. Seine Rehnung ging aus von
0,15 · 4 · 14 = 8,4 Kubikmeter Stein und hat niht berüksihtigt, dass er 8,4Kubikmeter Kies einshlieÿlih der Zwishenräume zwishen den Steinen habenwollte.Ein korrektes Vorgehen wäre zum Beispiel: Er füllt eine 80 g shwere Shahtelmit den Maÿen 13,5 ·13,5 ·18 (in m) mit Kies und wiegt sie. Mit dem Gewihtvon dann 4800 g rehnet er dann neu:

0,15 · 4 · 14 · (4800 − 80)

13,5 · 13,5 · 18
≈ 12,1, wobei 1

g

cm3
= 1

t

m3
benutzt wird.12 Tonnen Kies hätten also gereiht.MONOID 99 30



Jahr der AstronomieTeil I: Leben und Werk Keplersvon Marel GrunerDas vergangene Jahr 2008 wurde vom Bundesbil-dungsministerium zum Jahr der Mathematik ausge-rufen. Doh mittlerweile shreiben wir 2009 und die-ses zehnte Wissenshaftsjahr ist unter das Motto For-shungsexpedition Deutshland gestellt worden. Zu-gleih aber ist das Jahr 2009 von der Vollversamm-lung der Vereinten Nationen o�ziell zum Internationa-len Astronomiejahr erklärt worden. Auh in Deutsh-land gibt es deshalb zahlreihe Veranstaltungen. Da-durh soll den Menshen die Gelegenheit geben wer-den, einen tieferen Einblik in die Astronomie zu ge-winnen und sih über die neuesten astronomishenEntdekungen zu informieren. Das Jahr steht unterdem Motto: �Das Weltall: Du lebst darin � entdekees!�Aber warum wurde 2009 unter dieses astronomishe Motto gestellt? Das hatzwei historishe Gründe, die sih vor genau 400 Jahren, also im Jahr 1609,ereigneten.Damals hatte nämlih Galileo Galilei1 erstmals ein Teleskop für astronomisheBeobahtungen gen Himmel gerihtet. Die Er�ndung des Teleskops hatte HansLipperhey2 im Oktober des Vorjahres erfolglos versuht, in Den Haag bei derholländishen Regierung zum Patent anzumelden. Galileo Galilei hörte davonund verwendete für seine Untersuhungen das �holländishe Perspektivglas�.Mit groÿem Erfolg, denn er mahte erstaunlihe Entdekungen: Er fand zahl-reihe, für das bloÿe Auge unsihtbare, neue Sterne, konnte die Kraterstrukurdes Mondes untersuhen und entdekte vier Monde des Jupiters.Obwohl diese Entdekungen und das Leben des Galilei auh sehr interessantsind, wenden wir uns nun dem zweiten entsheidenden Ereignis des Jahres 1609zu. Denn im selben Jahr verö�entlihte Johannes Kepler sein Werk AstronomiaNova, in dem er die grundlegenden Gesetze der Planetenbewegung aufstellte.Zur Person Keplers1 Galileo Galilei, *15.02.1564 in Pisa, † 08.01.1642 in Aretri bei Florenz; Mathematiker,Physiker und Astronom. Entdekte die Sonnen�eken und vertrat das heliozentrisheWeltbild. 1633 wurde er von der Inquisition der katholishen Kirhe verurteilt, unterHausarrest gestellt und erst 1992 formal rehabilitiert.2 Hans Lipperhey, oft �nden sih auh die Shreibweisen Jan Lipperhey oder Hans Lippers-hey, * um 1570 in Wesel, † September 1619 in Middelburg; hauptberu�ih Brillenmaher.31 MONOID 99



Friedrih Johannes Kepler (latinisiert: Ioannes Keplerus) wurde am 27. Dezem-ber 1571 in Weil der Stadt (etwa 30 km westlih von Stuttgart) geboren.Die protestantishe Familie Kepler lebte in be-sheidenen Verhältnissen. Der kleine Johanneswar shwah und anfällig für Krankheiten. Mitvier Jahren erkrankte er an Poken, die erzwar überlebte, aber als Folge blieb ein Augen-shaden zurük, der sein Sehvermögen beein-trähtigte. So ershienen ihm helle Gegenstän-de mit mehreren Umrissen. Keplers mathema-tishe Begabung wurde früh erkannt und seineMutter wekte sein Interesse für Astronomie,etwa indem sie ihm den Kometen von 1577 unddie Mond�nsternis von 1580 zeigte.Ab 1589 studierte Kepler Theologie in Tübingen, nebenbei aber auh bei demMathematiker und Astronomen Mihael Mästlin3, der ihn mit dem operniani-shen4 Weltbild, nah dem sih die Erde um die Sonne dreht, vertraut mahte.Im Jahr 1594 wurde Kepler Lehrer für Mathematik an der Jesuitenshule inGraz. 1596 shrieb er sein Mysterium Cosmographium, in dem er seine kos-mologishe Theorie vorstellte. Darin entwikelte er einen Bezug zwishen denBahnen der damals bekannten fünf Planeten Merkur, Venus, Mars, Jupiter undSaturn und der Ober�ähen der fünf platonishen Körper. In seinem Modell sinddie Planetenbahnen Groÿkreise auf Kugeln, deren Radien dadurh bestimmtsind, dass ihnen platonishe Körper umshrieben sind und diesen wiederum dieKugeln des jeweils nähsten Planeten.5 Mit der späteren Entdekung seinesersten Gesetzes war dieses Modell Keplers überholt � und spätestens nah derEntdekung entfernterer Planeten.Da Kepler in Zeiten religiöser Auseinandersetzungen, etwa auh des Dreiÿig-jährigen Krieges, lebte, musste er immer wieder umziehen. So verlieÿ er nahnur sehs Jahren Graz wieder und ging nah Prag, wo er Assistent von TyhoBrahe6 wurde. Eine Zusammenarbeit, die niht einfah war. Brahe war ein ex-zellenter Beobahter, während Kepler wegen seiner Fehlsihtigkeit selbst keineBeobahtungen durhführen konnte. Dafür war Kepler der bessere Mathema-tiker. Die Zusammenarbeit belastete auh, dass Brahe dem opernianishen3 Mihael Mästlin, auh Möstlin, * 30.09.1550 in Göppingen, † 20.10.1631 in Tübingen;deutsher Mathematiker und Astronom.4 Niolaus Copernius, im Deutshen seit dem späten 18. Jahrhundert oft Nikolaus Ko-pernikus geshrieben, * 19.02.1473 in Thorn, † 24.05.1543 in Frauenburg; Astronom,Jurist und Arzt. Formulierte das heliozentrishe Weltbild, nah dem die Erde und diePlaneten die Sonne umkreisen.5 Eine graphishe Anshauung dieses Modell könnt Ihr Euh auf dem Titelbild ansehen.6 Tyho Brahe, * 14.12.1546 auf Shloss Knutstorp, Shonen, † 24.10.1601 in Prag; dä-nisher Astronom.MONOID 99 32



Weltbild, dem Kepler anhing, nur teilweise zustimmte.Nahdem Brahe 1601 starb, wurde Kep-ler dessen Nahfolger als Kaiserliher Hof-mathematiker. Nun konnte Kepler dieumfangreihen Beobahtungsdaten Brahesnutzen, um seine eigenen Theorien zu ver-bessern. So entwikelte er das erste astro-nomishe System, das keine Kreisbahnenbenutzte. Stattdessen entdekte er, dasssih die Planeten auf Ellipsenbahnen be-wegen.Seine Ergebnisse verö�entlihte Kepler 1609 im Buh Astronomia nova de mor-tibus stellae Martis7, in welhem er auh die ersten beiden nah ihm benanntenGesetze vorstellte.Bereits im Jahr 1604 beobahtete Kepler eine Supernova. Diese Beobahtungder Entstehung eines neuen Sterns widersprah der damaligen Meinung, dasFixsterngewölbe sei ewig unveränderlih.Wegen der vermehrten religiösen Spannungen in Prag verlieÿ Kepler 1612 nahdem Tod des Kaisers die Stadt und zog nah Linz. Dort arbeitete er an einemBeriht vom Geburtsjahr Christi, indem er den biblishen Stern von Bethlehemals Konjugation der Planeten Jupiter und Saturn identi�zierte und auf einen frü-heren Zeitpunkt datierte. Doh auh die Zeit in Linz war niht glüklih. Keplererhielt sein Gehalt nur unzuverlässig und musste es mühevoll eintreiben. Auÿer-dem wurden seine Bibliothek beshlagnahmt und die protestantishen Kinderzur Teilnahme an der katholishen Messe gezwungen. Dennoh blieb Kepler 14Jahre, bis er nah Ulm �oh. Dort fand er Wallenstein8 als neuen Förderer.Für das Jahr 1631 berehnete Kepler erstmals in der Geshihte korrekt einenVenustransit durh die Sonnensheibe voraus. Diesen konnte er aber selbst nihtmehr beobahten: Nahdem von Wallenstein seinen Posten als Generalissimusverlor und ihn niht mehr bezahlen konnte, reiste Kepler über Leipzig und Nürn-berg nah Regensburg. Nah nur kurzer Zeit starb er dort am 15. November1630 mit 58 Jahren an Fieber und Feuerpusteln. Das Begräbnis fand vermutlihwie üblih drei Tage später statt, am Tag vor einer Mond�nsternis. Keplers Grabging wegen der Wirren des Dreiÿigjährigen Kriegs unter, bekannt ist aber nahwie vor seine selbstverfasste Grabinshrift: �Mensus eram oelos, nun terraemetior umbras. Mens oelestis erat, orporis umbra iaet.�97 lat. �Die neue Astronomie über die Bewegung des Sternes Mars�, kurz nur Astronomianova genannt8 Albreht von Wallenstein, eigentlih Albreht Wenzel Eusebius von Waldstein,* 24.09.1583 in Hermanitz an der Elbe, Böhmen, † 25.02.1634 in Eger; Oberbefehlshaberder kaiserlihen Streitkräfte im Dreiÿigjährigen Krieg, kämpfte gegen die protestantishenMähte Deutshlands sowie gegen Dänemark und Shweden, �el später in Ungnade undwurde ermordet.9 Die Himmel hab ih gemessen, jetzt mess ih die Shatten der Erde. Himmelwärts strebteder Geist, des Körpers Shatten ruht hier.33 MONOID 99



Kepler war Naturphilosoph, evangelisher Theologe, Mathematiker, Astrologe,Optiker, Astronom und natürlih Mathematiker.1611 verö�entlihte Kepler einen Aufsatz zur Symmetrie von Shnee�oken,das erste bekannte Werk zu diesem Thema. Er bemerkte, dass Shnee�okensymmetrish unter einer Drehung um jeweils 60◦ sind (sehszählige Symmetrie),zugleih aber auh jeweils ein einzigartiges Aussehen haben. Weiter vermuteteer rihtig, dass ihre hexagonale Gestalt von der Kälte verursaht wird. DieseArbeit führte Kepler weiter zur Frage nah der maximalen Dihte von Kreisan-ordnungen und Kugelpakungen. Er vermutete, dass die dihteste Art Kugeln zustapeln sei, diese zu einer Pyramide zu stapeln und �auf Lüke� zu legen. DieseVermutung war über Jahrhunderte ein o�enes Problem, und der 1998 von Tho-mas Hales10 vorgelegte Beweis ist noh niht endgültig überprüft. Auÿerdemlegte Kepler mit seiner Fassregel zur Volumenberehnung die Grundlagen fürdie Arbeiten von Bonaventura Cavalieri11 und Evangelista Torrielli12, welhewiederum grundlegend für die moderne Analysis sind.Er entwikelte die Optik als Wissenshaft weiter, indem er sih mit Lihtbre-hung beshäftigte, die Wirkung der Brillengläser erklärte und die Grundlagender modernen Optik legte, als deren Vater er oft bezeihnet wird. Das Teleskopentwikelte er weiter, sodass er die gemahten Entdekungen seines Zeitgenos-sen Galileo Galilei beweisen konnte.Zu Ehren Johannes Keplers sind ein Mondkrater und der Asteroid 1134 be-nannt worden; Paul Hindemith13 komponierte 1957 die Oper Die Harmonie derWelt, eine Hommage an Kepler, deren Titel bereits eine Anspielung auf dieHarmonies Mundi ist.
Was es mit den Keplershen Gesetzen auf sih hat und was sie aussagen, daserfahrt Ihr im nähsten MONOID-Heft 100.10 Thomas Callister Hales, * 04.06.1958 in San Antonio, USA; Mathematiker, besondersin den Gebieten Algebra und Geometrie. Professor an der Universität Pittsburgh.11 Bonaventura Franeso Cavalieri, * 1598 wahrsheinlih in Mailand, † 03.12. oder30.11.1647 in Bologna; Mathematiker und Astronom. Das Cavalierishe Prinzip besagt,dass zwei Körper bei denen alle ebenen Shnitte, die parallel zur Grundebene und ingleihen Abständen ausgeführt werden, gleih sind, das gleihe Volumen haben.12 Evangelista Torrielli, * 15.10.1608 in Faenza, † 25.10.1647 in Florenz; Physiker undMathematiker.13 Paul Hindemith, * 16.11.1895 in Hanau, † 28.12.1963 in Frankfurt am Main; Bratshistund Komponist der Moderne (Neue Musik).MONOID 99 34



Kettenbrühevon Wolfgang J. BühlerEuklids Algorithmus:In Euklids siebtem Buh wird folgende Methode beshrieben, den gröÿten ge-meinsamen Teiler (ggT) zweier natürliher Zahlen m und n zu �nden:Setze m0 = m, n0 = n und teile mit Rest, das heiÿt m0

n0
= a0 +

r0

n0
, a0 ≥ 0,

0 ≤ r < n0, a0, r0 ganze Zahlen.Ist r0 = 0, so sind wir fertig. Sonst ist m0

n0
= a0 +

1
n0

r0

und wir wiederholen dasVerfahren mit m1 = n0, n1 = r0, also n0

r0
=

m1

n1
= a1 +

r1

n1
. Ist r1 = 0, so sind

n0 = m1 = n1a1 und m0 = a0n0 + r0 = a0n1a1 + n1 beide teilbar durh n1.Ist r1 > 0, so ist m0

n0
= a0 +

1

a1 +
1
n1

r1

und wir wiederholen das Verfahren mit
m2 = n1 und n2 = r1. So mahen wir weiter bis zu einem rk mit rk = 0. Indiesem Fall ist nk der gesuhte ggT und x =

m0

n0
lässt sih darstellen als

x = a0 +
1

a1 +
1

a2+ . . .
1

ak

.

Einen solhen Ausdruk nennt man Kettenbruh und shreibt dafür auh ein-faher x = [a0; a1, a2, ... , ak ]. Jede rationale Zahl lässt sih als Kettenbruhdarstellen und umgekehrt stellt jeder solhe Kettenbruh [a0; a1, a2, ... , ak ] einerationale Zahl dar.Niht rationale Zahlen:Für irrationales x > 0 imitieren wir das obige Verfahren. Wir shreiben x = x0 =

a0 + y0 mit ganzzahligem a0 und 0 ≤ y0 < 1 und shreiben dafür x0 = a0 +
1

x1mit x1 = 1
y0

. x1 = a1 +
1

x2
, das heiÿt x0 = a0 +

1

a1 +
1

x2

und so weiter35 MONOID 99



x0 = a0 +
1

a1 +
1

a2+ . . .
1

ak +
1

xk+1

.
Dieser Kettenbruh kann niht abbrehen, da sonst x rational wäre. Wir habensomit für jedes k einen rationalen Näherungswert

zk = [a0; a1, a2, ... , ak ] = a0 +
1

a1 +
1

a2+ . . .
1

ak−1 +
1

ak

.
Der Beweis dafür, dass zk eine gute Annäherung bildet, das heiÿt lim

k→∞
zk = xist, führt über den Rahmen dieses Aufsatzes hinaus. Die Tatsahe erlaubt uns

x = [a0; a1, a2, ...]zu shreiben und dies die Kettenbruhdarstellung von x zu nennen.Periodishe Kettenbrühe:Wir beshränken uns (zunähst) auf 0 < x < 1, das heiÿt a0 = 0 und
x = [0; a1, a2, ... , am, a1, a2, ...] = [0; a1, a2, ... , am, (x)] beziehungsweise

x =
1

a1 +
1

a2+ . . .
1

am + x

.
Der Ausdruk auf der rehten Seite lässt sih umformen zu Ax + B

Cx + D
mit ganz-zahligen A, B, C , D. Multiplizieren wir die Gleihung x =

Ax + B

Cx + D
mit Cx + D,so ergibt sih eine quadratishe Gleihung für x . Diese besitzt (wir beweisendas niht) eine positive Lösung.Beispiel 1:

x = [0; 1, 2, (x)] =
1

1 +
1

2 + x

=
2 + x

3 + x
ergibt x(3 + x)− (2 + x) = 0, das heiÿt

x2 + 2x − 2 = 0 und somit x = −1 +
√

1 + 2 =
√

3 − 1.MONOID 99 36



Beispiel 2:Wegen 1√
2 − 1

=

√
2 + 1

2 − 1
= 2+ (

√
2− 1) sehen wir, dass √2 = 1+

√
2− 1 =

1 +
1

2 +
√

2 − 1
= 1 +

1

2 +
1

2 +
√

2 − 1

= ... = [1; 2, 2, ...].Beispiel 3:
x − 1 =

1

x
ergibt x = 1 +

1

x
= 1 +

1

1 +
1

x

= 1 +
1

1 +
1

1 +
1

x

= ... = [1; 1, 1, ...].Dies ist also die Kettenbruhdarstellung für die positive Lösung von x − 1 =
1

x
,also von x2−x−1 = 0, dass heiÿt x =

1

2
(1+

√
5). Diese Zahl tritt als Verhältnisbeim Goldenen Shnitt und der Fibonai-Folge auf.Ist ein Kettenbruh nun shlieÿlih periodish, dass heiÿt x = [a0; a1, a2, ... , aj , (y)],wobei y periodish ist, so ist x eine gebrohene lineare Funktion von y .

x =
Ay + B

Cy + D
und y wieder Lösung einer quadratishen Gleihung.Auh hier können wir also x aus seiner Kettenbruhdarstellung explizit bestim-men.Transzendente Zahlen:Zahlen x ∈ R, die einer Gleihung der Form cnx

n +cn−1x
n−1+...+c1x +c0 = 0genügen, heiÿen algebraishe Zahlen. Hierzu gehören insbesondere die im vo-rigen Abshnitt behandelten Zahlen mit periodishen Kettenbrühen. Erstaun-liherweise ist für keine andere algebraishe Zahl eine Kettenbruhdarstellungexplizit bekannt.Niht�algebraishe Zahlen heiÿen transzendent. Für einige dieser Zahlen ist eineKettenbruh-Entwiklung explizit möglih. So ist

e = [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, ... , 1, 2n, 1, 1, ...]
√

e = [1; 1, 1, 1, 5, 1, 1, 9, 1, 1, 13, 1, ... ].Andererseits lässt sih aus einem Anfangsstük der Darstellung von π kein Bil-dungsprizip erkennen.
π = [3; 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2, 1, 3, ...]
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Dies ist das Titelbild der Broshüre, die Mar-tin Mettler noh vor seinem Tode im Sep-tember 2005 anlässlih des 25-jährigen Ju-biläums der von ihm begründeten ZeitshriftMONOIDzusammengestellt hat.Die Broshüre enthält eine Fülle von Aufgabenund Beiträgen aus den ersten Jahren dieses �Ma-thematikblattes für Mitdenker� und ist daher her-vorragend geeignet, das Problemlösen zu üben -sei es begleitend zum Mathematikunterriht, seies zur Vorbereitung und als Training für mathe-matishe Wettbewerbe.Martin Mettler shrieb im Juni 2004 in der Einleitung: �DasBuh rihtet sih an alle Mathe-Liebhaber, insbesondere anBegabte, an Teilnehmer an Wettbewerben; selbstverständ-lih auh an Mathe-Lehrer, besonders an jene, die eineMathe-AG gründen wollen oder bereits leiten, an Lehramts-studenten, aber auh an andere, die sih mit dem Gedan-ken tragen, ihr logishes Denken zu trainieren. Zur unter-haltsamen Einführung bringe ih am Anfang einige Beiträgeaus dem MONOID-Sonderheft 1986, welhes die Übershrift�Spiel und Spaÿ mit und ohne Mathe� trug.Selbstverständlih konnte ih niht das ganze Buh mit Spielereien füllen. All-mählih dringen wir immer tiefer in die geheimnisvolle Welt der Mathematikein. So folgen die überarbeiteten Artikel und Aufgaben der ersten 16 MONOID-Hefte. Nur ein Teil des bereits 1995 in der Broshüre �Kollektaneen� ershie-nenen Materials wurde weggelassen. Die �Neuen Aufgaben� ersheinen hier mitden Nummern, mit denen sie damals in der Zeitshrift ershienen sind. IhreLösungen ersheinen unter �Gelöste Aufgaben�.Es besteht kein Zweifel, dass der Mathematik die Ehre gebührt, im besonderenBlikfeld der Ö�entlihkeit zu stehen. Gilt sie doh als eine der unverzihtbarenWissenshaften für die hoh tehnisierte Welt des globalen Wettbewerbs. Dasvorliegende Buh soll mein besheidener Beitrag zur Werbung für die Mathe-matik sein.�Es sind nur noh wenige Exemplare vorhanden. �Spiel und Spaÿ mit Mathe�von Martin Mettler kann bezogen werden zum Unkostenbeitrag von 6e +gegebenenfalls 2e Versandkostenpaushale von der MONOID-Redaktion durhBestellung über Internetwww.mathematik.uni-mainz.de/monoidoder Sie shiken eine E-Mail an die Redaktion:monoid�mathematik.uni-mainz.de.MONOID 99 38



Mathematishe Lese-Eke� Lesetipps zur Mathematik �von Martin MattheisGlaeser, Georg/Polthier, Konrad: �Bilder der Mathematik� .Wer bei Mathematik nur an trokene Formeln sheinbar unverständliher Buh-stabenfolgen denkt, der wird sih wundern: Den beiden MathematikprofessorenGeorg Glaeser und Konrad Polthier ist mit �Bilder der Mathematik� ein an-spruhsvolles und anshaulihes, aber nihtsdestotrotz spannendes und auhshönes �Bilderbuh� gelungen. Inhaltlih umfasst das Werk die vershiedens-ten Themenbereihe: ebene, räumlihe und höherdimensionale Geometrie, Ab-bildungen, Minimal�ähen und Parkettierungen, aber auh zahlentheoretisheGrundüberlegungen. �Bilder der Mathematik� ist kein Buh, das man von vornebis hinten an einem Stük durhliest. Entweder suht man zu einem mathema-tishen, abstrakten Sahverhalt die passende Visualisierung oder man möhtesih inspirieren lassen, mit welhem mathematishen Problem man sih be-fassen will. Da die darin behandelten Inhalte zwar grundlegend, aber niht zueinfah sind, rihtet sih das Buh an mathematish interessierte Shülerin-nen und Shüler der Oberstufe, Studierende und Lehrkräfte der Mathematik.Zu den insgesamt 1000 farbigen Abbildungen gibt es jeweils eine knappe Ein-führung in die beshriebene Problematik, die in den meisten Fällen neugierigauf mehr maht. Dazu dienen dann die direkt zu den einzelnen Themen in ei-ner Fuÿzeile vorgestellten Literaturangaben zum Weiterlesen und entsprehendeInternetverweise in Hülle und Fülle.Fazit:Georg Glaeser und Konrad Polthier ist mit �Bilder der Mathematik� ein ma-thematishes �Bilderbuh� im besten Sinne � sei es zum Nahshlagen oderauh zum Anregenlassen � gelungen. Der einzige Wermutstropfen ist der durhdie groÿe Menge der durhgängig farbigen Abbildungen erklärbare Preis von34,95 e, der jedoh von rihtig Mathematikbegeisterten abgemildert werdenkann, indem man sih das Buh zu Weihnahten wünsht, oder dafür sorgt,dass es für die Shulbibliothek angesha�t wird.Gesamtbeurteilung: sehr gut ,,,Angaben zum Buh:Glaeser, Georg/Polthier, Konrad: Bilder der Mathematik ;Spektrum 2009, ISBN 978-3-8274-2017-6, ,geb. 323 Sei-ten, 34,95eArt des Buhes: �Bilderbuh� mit Visualisierungenmathematisher InhalteMathematishes Niveau: von leiht bis shwer verständlihAltersempfehlung: ab 16 Jahren39 MONOID 99



Mathe ist überallvon Carina Lang
In der Shule sind viele Fäher P�iht,von denen Shüler denken: �die brauht man niht!�Mathe ist eines, da stöhnen sie laut,weil man da shon mal eine Arbeit verhaut.Auh in der Oberstufe wird man sie niht los.Der Unmut darüber ist bei vielen sehr groÿ.Doh warum, Mitshüler, sie uns daran ewig binden,ist einfah, denn Mathe ist überall zu �nden.Ist in der Oberstufe Biologie dein Ziel,musst �eiÿig du rehnen und zwar viel.Auh in Chemie und Physik ist es wihtig,du kannst Gleihungen lösen und berehnest sie rihtig.Selbst in Musik musst Intervalle du zählen.In Sozi wird man dih mit Diagrammen oft quälen.Ja, in jedem Fah ist Mathe niht einerlei,doh auh auÿerhalb der Shule ist es mit Mathe niht vorbei.Wie muss man beim Handy nur sehr wenig zahlen,wie vergibt man seine Stimmen rihtig bei Wahlen,ja sogar wie kommt mein Fuÿballverein durh Punkte ans Ziel,überall ist Mathematik im Spiel.Von Steuererklärungen bis zum Erbrehen,möhte ih jetzt hier lieber niht sprehen.Manhes ist leiht, manhes shwierig, klar,doh Mathe ist wihtig, das ist wirklih wahr.Und seid ihr in Mathe auh niht immer so gut,gebt niemals auf und habt nur Mut.Seid von Mathe niht ershrekt.Selbst Lehrer rehnen niht perfekt!
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Produktpyramidenvon Dietmar ViertelEine interessante Fragestellung sind immer wieder die Pyramiden aus Zahlen,die nah regelmäÿigen Mustern gebildet werden, deren Produkte wieder solheZahlen ergeben sollen (so die Behauptung). In MONOID-Heft 90 hat HartwigFuhs eine solhe Pyramide angegeben und auh gleih gezeigt, dass sih dasMuster der Produkte tatsählih fortsetzt:
91 · 1 22 1 = 111 111

90 91 · 1 22 22 1 = 11111 11111
90 90 91 · 1 22 22 22 1 = 1111111 1111111Sein Weg ging über die Einführung von Abkürzungen für diese Zahlen und derenManipulation. Ih bin solhe Probleme bisher immer anders angegangen.Wenn man es sha�t, solhe Zahlenmuster in einen geshlossenen Ausdrukzu paken, dann kann man es direkt durhrehnen. Wie kommt man zu einersolhen Darstellung?Die Idee, um solhe Zahlenmuster zu erzeugen, ist immer wieder die gleihe:eine Zahl, die aus n 99er besteht (wobei n ∈ N), erhält man mit

10n − 1 = 999 ... 999
︸ ︷︷ ︸

n mal Zi�er 9

(1)Darauf aufbauend bekommt man eine Zahl, die nur aus 1en besteht, indemman (1) durh 9 dividiert. Multipliziert man anshlieÿend noh mit einer Zahl
1 ≤ z ≤ 9, so kann man shon mal jede Zahl darstellen, die nur aus gleihenZi�ern z besteht:

10n − 1

9
· z = zzz ... zzz (2)Und eine Zahl wie 121212 oder 123123123 mit n Wiederholungen der Zif-fernfolge 12 bzw. 123? Mit ein wenig Experimentieren kommt man auf dieseZusammenhänge, in denen die Zi�er 1 jeweils n-mal vorkommt:

102n − 1

99
= 10101 ... 10101 (3a)

103n − 1

999
= 1001001 ...1001001 (3b)Damit kann man alle Zahlen mit regelmäÿigen Mustern erstellen, indem manmit der entsprehenden 2- bzw. 3-stelligen Zahl multipliziert.Man könnte (3a) und (3b) auh über geometrishe Summen herleiten (n−1∑

i=0

10k·i ,dabei ist k der Abstand der 1en), aber ih denke, sie sind auh so einsihtig; vor41 MONOID 99



allem, wenn einem nihts anderes übrig bleibt, weil man diese Summen nohgar niht kennt.Und bei Abweihungen vom regelmäÿigen Muster, wie etwa der 1 in der Ei-nerstelle bei den Zahlen auf der linken Seite des Produkts oder der 1 vorneund hinten beim rehten Faktor? Nun, da benutzt man einfah Summanden,die diese Abweihungen erzeugen. Beim linken Faktor muss man nur eine 1addieren:
102n − 1

99
· 90 + 1 (4)Der rehte Faktor ist etwas kni�iger. Da gibt es mehrere Möglihkeiten, dienatürlih nah entsprehenden Umformungen alle auf den gleihen Term hin-auslaufen. Die n Gruppen von 22 sind klar. Sie stehen aber niht ganz rehts,sondern enden bei der Zehnerstelle der Zahl. Eine Multiplikation mit 10 hilft da,den ganzen 2er Blok eine Stelle nah links zu vershieben. Jetzt noh eine 1addieren und die Zahl stimmt fast. Die vordere 1 bekommt man durh Additioneiner passenden 10er-Potenz. Zusammengefasst ergibt das:

102n+1 +
102n − 1

99
· 22 · 10 + 1 (5)Jetzt ist es nur noh eine Fleiÿarbeit, (4) und (5) miteinander zu multiplizierenund zu vereinfahen (eine shöne Übung für Potenzgesetze):

(
102n − 1

99
· 90 + 1

)(

102n+1 +
102n − 1

99
· 22 · 10 + 1

)

=
104n+2 − 1

9
(6)Und das ist doh genau der Ausdruk, um die 1en der rehten Seite zu erzeugen(vergleihe (2)).Wer sih jetzt selbst daran versuhen will, bitteshön:

49 = 72 (7)
4489 = 672

444889 = 6672Dazu noh ein Tip: es kann shwierig sein, durhgängig von der linken bis zurrehten Seite umzuformen. Dann arbeitet man sih von beiden Seiten bis zurMitte vor. Bei (6) ergab es sih einfah durh Ausmultiplizieren der Klammernund Vereinfahen. Bei (7) ist es niht ganz so einfah, auf die Form der rehtenSeite zu kommen. Dann formt man eben beide Seiten getrennt um, bis dieentstehenden Ausdrüke gleih sind. Und shreibt es anshlieÿend in eine einzigeGleihungskette.MONOID 99 42



Ein weiteres shönes Beispiel ist (Vorsiht!):
12 = 1 (8)

112 = 121

1112 = 12321

11112 = 1234321Shreibe erst mal die 12. Zeile auf, wie sie Deiner Meinung nah aussehenmüÿte. Dann rehne und vergleihe. Auh hier wieder ein Tipp (wer sih denSpaÿ selbst gönnen will, die Ausdrüke für 1234 und 4321 selbst herzuleiten,der sollte jetzt den Rest verdeken). Es ist
4321 = 4 · 103 + 3 · 102 + 2 · 10 + 1 =

4∑

i=1

i · 10i−1und allgemein:
n∑

i=1

i · 10i−1 =
10n(9n − 1) + 1

81

1234 =

4∑

i=1

(6 − i) · 10i−1
n∑

i=1

(n + 1 − i) · 10i−1 =
10n+1 − 9n − 10

81
.
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Karolinen-Gymnasium Frankenthal:Kl. 6: Luisa Kirsh 22, Stefanie Shmid 17, Louisa Süss 1, Anna-Lena Woodbwy9;Kl. 7: Jana Ballweber 26;Kl. 8: Henning Ballweber 44;Kl. 12: Felix Liebrih 47, Martin Reinhardt 25.Alexandria, Deutshe Shule der Borromäerinnen: (betreuende Lehrerin-nen: Ute Frohs, Marie Claire Farag)Kl. 6: Mariam Ahmed 15, Rehab Amr 16, Yara Ayman 11, Mona Sophie ElSegini 15, Mira Hamed 2, Hoda Hazem 5, Malak Khaled 9, Marianne Mihel33, Maram Mohamed 9, Jessia Nabil 4, Chantal Ragy 14;Kl. 7: Sansra Asziz 5, Farida Gaber 34, Sarah Mohamed 3;Kl. 10: Nada Mohamed ElAttar 34.Alzey, Gymnasium am Römerkastell:Anna Katharina Lange 29; Kl. 12: Lennart Adam 63;Bad Bergzabern, Gymnasium im Alfred-Grosser-Shulzentrum (betreuen-de Lehrer: Gabriele Tä�er, Gerhard Weber):Kl. 6: Nadja Cuntz 18, Jeremy Duoin 18, Friederike Kienle 6;Kl. 9: Max Broda 12, Roberto Rossi 13; Alexander Shneider 7; David Wander20.Kl. 11: Rüdiger Bährle 6; Jonathan Bohlen 22.Bad Neuenahr-Ahrweiler, Peter-Joerres-Gymnasium:Kl. 8: Frank Shindler 81.Eiterfeld, Lihtbergshule (betreuender Lehrer Wolfgang Jakob):Kl. 7: Katharina Bröhm 10, Julia Hahn 5, Lukas Vogel 19.Erlangen, Freie Walldorfshule: Kl. 11: Malte Meyn 45.Fulda, Hohbegabten-AG Mathematik:Kl. 7: Daniel Wilde 52,Kl. 8: Janina Müller 23.Grunheide, Gerhard-Hauptmann-GrundshuleKl. 5: Sonja Witte 35.Hadamar, Fürst-Johann-Ludwig-Gesamtshule (betr. Lehrerin Frau IrmtrudNiederle):Kl. 5: Jamal Ageli 20, Sean Brauwers 11, Benedikt Hortkötter 16, NjomzaKrasniqi 8, Nio Oshatz 8, Matthias Trinz 4.Kl. 6: Philipp Arndt 13, Mara Koh 36, Lars Prepens 60, Joahim Roth 8;Kl. 7: Rajeththanan Balahandran 10, Thorsten Roth 19.Hamburg, Gymasium Hohrad: Kl. 10: Connor Röhriht 38.MONOID 99 44



Hanau, Otto-Hahn-Gymnasium:Kl. 8: Mihael Delhougne 20, Kl. 10: Philipp Delhougne 36.Herzogenaurah, Gymnasium Herzogenaurah: Kl. 13: Lisa Janker 49.Kairo, Deutshe Shule der Borromäerinnen (betr. Lehrer: Christoph Straub):Kl. 8: Shaima'a Ahmed Doma 44, Nada Zaghloul 25;Kl. 11: Alia'a Ahmed Doma 64.Kelkheim, Eihendor�shule: Kl. 6: Thomas Rothenbäher 34, Maike Sta-nishewski 53.Lehrte, Gymnasium Lehrte: Kl. 8: Robin Fritsh 71.Mainz, Frauenlob-Gymnasium (betreuender Lehrer Herr Mattheis):Kl. 5: Lea Marie Kiekenbek 14;Kl. 6: Fabian Bommer 12, Leonhard Conrath 48, Vitor Jans 32, MatthiasNiemann 25, Valentina Preuhs 9.Kl. 7: Niklas Braun 61, Julia Braunshädel 7, Carolin Dürr 21, Luas Feringa8; Jana Veit 28.Kl. 8: Laura Kleber 4, Eva Mülbüsh 6, Niklas Shliesmeier 26.Kl. 9: Kira Bittner 13, Felix Braun 10, Hoang Giang Phi 19, Maro Rudolf 3.Mainz, Gutenberg�Gymnasium: Kl. 9: Alexandra Hofmann 2.Mainz, Gymnasium Gonsenheim: Kl. 13: Alexey Tyukin 67.Mainz, Rabanus-Maurus-Gymnasium: Kl. 6: Magdalena Winkelvoÿ 51.Mannheim, Peter-Petersen-Gymnasium (betr. Lehrer Herr Wittekindt):Kl. 5: Leo Lutz 51; Kl. 6: Leonhard Wagner 45;Kl. 9: Ste�en Hettler 1, Tim Lutz 36, Tobias Soldan 1.Marktoberdorf, Gymnasium: Kl. 11: Florian Shweiger 74.Münhen, Max-Plank-Gymnasium: Kl. 6: Greta Sandor 20.Neuss, Gymnasium Marienberg (betr. Lehrerin Frau Cordula Langkamp):Kl. 6: Annika Shmitz 11, Friederike Tiedtke 8;Kl. 10: Vivien Kohlhaas 30. Kl. 11: Madeline Kohlhaas 31.Neuss, Quirinus-Gymnasium:Kl. 5: Kristina Thomsen 5;Kl. 6: Daniel Linn 8; Nathalie Linn 8; Sarah Linn 8; Paul Nehrig 1.Oberursel, Gymnasium (betreuende Lehrer Frau Beitlih und Frau Elze):Kl. 5: Simon Elborg 5, Jakob Kuhn 51, Sarah Vogel 16, Leon Wietshorke 10,Julian Zimmer 14;Kl. 6: Mihael Arasim 12, Julius Asal 28, Andrea Behrent 46, Lutz Bisho�44, Annika Brinkmann 21, Christina Diel 14, Yanni Döring 36, Marus Dörner15, Yasmina Gab 4, Mihael Grunwald 32, Anna-Lena Hok 39, Tim Hoh 10,45 MONOID 99



Anna-Maria Klaas 33, Kathi Klauda 43, Heiko Kötzshe 63, Lea Leopold 23,Nataly Lipp 25, Babette Marshner 29, Martin Müller 38, Thi Thao Nguyen 12,Mariam Rahi 16, Aurén Shmitt 1, Jonas Shramm 15, Felix Sobotta 33, NilsThomas 21, Julian Tjardes 38, Thi Thao Truong Nguye 5, Eva-Marie Wagner31, Leonie Wietfeld 12;Kl. 7: Tobias Braun 11, Isabel winter 15;Kl. 8: Valentin Kuhn 56; Yun Yeong-Chul 35;Kl. 11: Biana Bellhambers 24; Vita Bellhambers 24;Kl. 12: Valentin Walther 66;Kl. 13: Stefan Albert 60.Oerlinghausen, Niklas-Luhmann-Gymnasium:Kl. 9: Natalie Laumann 7.Remagen, Gymnasium Nonnenwerth (betreuender Lehrer Herr Meixner):Kl. 8: David Feiler 40.Reutlingen, Friedrih-List-Gymnasium: Kl. 7: Luis Ressel 54.Stendal, Winkelmann-Gymnasium: Kl. 10: Alexander Rettkowski 22.Wiesbaden, Leibniz-Gymnasium: Kl. 8: Dorothea Winkelvoÿ 30.Winnweiler, Wilhelm-Erb-Gymnasium (betr. Lehrer Herr Kuntz):Kl. 6: Sarah Grabelmann 9, Anna Lena Meier 27, Lena Mohr 9;Kl. 7: Lorena Ritzmann 30.Wittlih, Peter-Wust-Gymnasium (betr. Lehrerin Frau Elisabeth Maringer):Kl. 9: Anna Arendt 27.An alle Freunde und Förderer von MONOID:Einladung zur MONOID-Feier 2009mit der Preisvergabean die erfolgreihen Löserinnen und Löser des Shuljahres 2008/2009am Samstag, dem 28. November 2009, Beginn 10 Uhr,im Karolinen-Gymnasium Frankenthal,Röntgenplatz 5, 67227 Frankenthal.Den Festvortrag wird Herr Akad. Oberrat Dr. Stephan Rosebrok ausKarlsruhe halten; sein Thema:�Linienland, Flähenland und Hyperraum�Die Preisträgerinnen und Preisträger werden noh gesondert eingeladen.Weitere Informationen demnähst auf der MONOID-Internetseitewww.mathematik.uni-mainz.de/monoid.MONOID 99 46



Mitteilungen
• Herausgeber und Redaktion begrüÿen herzlih alle neuen Leser-innen und Leser, die zu Beginn des Shuljahres 2009/10 ein MONOID-Abonnement bestellt haben. Wir bitten Euh daran zu denken, den Abo-Beitrag (falls noh niht geshehen) rehtzeitig auf das MONOID-Konto mitder Kontonummer 505 948 018 bei der Mainzer Volksbank (BLZ 551 900 00)zu überweisen!
• Zum Internationalen Jahr der Astronomie 2009 hat Marel Gruner,der bereits als Student zu früheren Heften Inhalte beigetragen hat, in die-sem Heft einen Artikel über das Leben und Werk Johannes Keplers ge-shrieben. Im Dezemberheft wird es einen zweiten Teil dazu geben. Inzwi-shen ist Herr Gruner Studienreferendar in Bad Kreuznah und unterrihtetan der Alfred-Delp-Shule in Hargesheim Mathematik und Physik.
• Die Stiftung Nordliht der Kieler Austaushorganisation KulturLife ver-gibt für 2010 Stipendien für einen Work and Travel-Aufenthalt, Auslands-praktika und Shüleraustaushprogramme im Wert von über 10 000 e. AlleJugendlihen, Shulklassen und junge Erwahsene, die gerne ein Ausland-sprogramm absolvieren möhten, damit verbundene Kosten aber niht auseigener Kraft aufbringen können, haben noh bis zum 31.11.09 die Mög-lihkeit, sih für das Nordliht-Stipendium zu bewerben. Entsheidend fürdie Vergabe eines Stipendienplatzes ist vor allem das soziale Engagementder jungen Menshen. Alle weiteren Informationen �nden sih im Internetunter www.nordliht-stipendium.de.Die RedaktionLeitung: Dr. Cynthia Hog-Angeloni, Dr. Ekkehard KrollMitglieder: Angelika Beitlih, Prof. Wolfgang J. Bühler, Ph. D., MarkusDillmann, Christa Elze, Dr. Hartwig Fuhs, Dr. Klaus Gornik, Marel Gruner,Arthur Köpps, Wolfgang Kraft, PD Dr. Margarita Kraus, Helmut Ramser, SilkeShneider, Prof. Dr. Hans-Jürgen Shuh, Prof. Dr. Duo van Straten, Dr. Sieg-fried Weber, Dr. Susanne Weiÿmann.Weitere Mitarbeiter: Dr. Valentin Blomer, Martin Mattheis, Dr. Volker Priebe,Dr. Stefan KermerZusammenstellung und Satz: Boris Baltes, Ste�en WolfInternet: Juliane GutjahrBetreuung der Abonnements: Katherine Pillau47 MONOID 99
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