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Liebe L(o)eserin, lieber L(o)eser!Die neuen Aufgaben warten auf Lösungen. Nur Mut, au
h wenn Du in Mathe keine�Eins� hast! Die Aufgaben sind so gestaltet, dass Du zur Lösung ni
ht unbedingt denMathe-Sto� der S
hule brau
hst. Vielmehr wirst Du viel mathematis
he Fantasie undselbstständiges Denken brau
hen, aber au
h Zähigkeit, Willen und Ausdauer.Wi
htig: Au
h wer nur eine Aufgabe oder Teile einzelner Aufgaben lösen kann, sollteteilnehmen; der Gewinn eines Preises ist denno
h mögli
h. Denkt bei Euren Lösungendaran, au
h den Lösungsweg anzugeben!Für S
hüler/innen der Klassen 5-7 sind in erster Linie die Mathespielereien vorgese-hen; au
h S
hüler/innen der Klassen 8 und 9 dürfen hier mitma
hen, aber nur auf derBasis der halben Punktzahl. Alle S
hüler, insbesondere aber jene der Klassen 8-13,können Lösungen (mit Lösungsweg!) zu den Neuen Aufgaben, abgeben. S
hüler/innender Klassen 5-7 erhalten hierbei die 1,5-fa
he Punktzahl. Punkte aus den RubrikenComputer-Fan, Mathis ma
hen mathematis
he Entde
kungen und Wer fors
ht mit?werden bei der Vergabe des Fors
herpreises zugrunde gelegt. (Beiträge zu vers
hiede-nen Rubriken bitte auf vers
hiedenen Blättern.)Abgabe-(Einsende-) Termin für Lösungen ist der 15.11.2009.Zus
hriften bitte an folgende Ans
hrift:Johannes Gutenberg�UniversitätInstitut für MathematikMONOID-Redaktion55099 Mainz Tel.: 06131/3926107Fax: 06131/3924389E-Mail: monoid�mathematik.uni-mainz.deIm ELG Alzey können Lösungen und Zus
hriften direkt an Herrn Kraft abgegebenwerden, im KG Frankenthal direkt an Frau Silke S
hneider.Ferner gibt es in folgenden S
hulen betreuende Lehrer/innen, denen ihr Eure Lösungengeben könnt: Herrn Ronellen�ts
h im Leibniz-Gymnasium Östringen, Herrn Witte-kindt in Mannheim, Herrn Jakob in der Li
htbergs
hule in Eiterfeld, Frau Langkampim Gymnasium Marienberg in Neuss, Herrn Kuntz im Wilhelm-Erb-GymnasiumWinn-weiler, Herrn Meixner im Gymnasium Nonnenwerth, Herrn Mattheis im Frauenlob-Gymnasium Mainz, Frau Beitli
h und Frau Elze im Gymnasium Oberursel, Frau Nie-derle in der F-J-L-Gesamts
hule Hadamar und Herrn Dillmann im Gymnasium Eltville.Die Namen aller, die ri
htige Lösungen eingerei
ht haben, werden in MONOID in der�Rubrik der Löser� und auf der MONOID-Homepage im Internet ers
heinen.Wir bitten au
h um neue Aufgaben, die Du selbst erstellt hast, um sie zu veröf-fentli
hen. Diese Aufgaben sollen aber ni
ht aus Bü
hern oder Aufgabensammlungenentnommen sein, sondern Deiner eigenen Fantasie entspringen. Würde es Di
h ni
hteinmal reizen, eine Aufgabe zu stellen, deren Lösung vorerst nur Du kennst?Am Jahresende werden rund 50 Preise an die �eiÿigsten Mitarbeiter vergeben. Seit1993 gibt es no
h einen besonderen Preis: das Goldene M.Auÿer der Medaille mit dem Goldenen M gibt es einen bea
htli-
hen Geldbetrag für die beste Mitarbeit bei MONOID und bei ande-ren mathematis
hen Aktivitäten, nämli
h: Lösungen zu den NeuenAufgaben und den Mathespielereien, Artikel s
hreiben, Erstellenvon neuen Aufgaben, et
.Und nun wüns
hen wir Eu
h viel Erfolg bei Eurer Mitarbeit! Die RedaktionMONOID 99 2



Euklid und die pythagoreis
henDreie
kevon Hartwig Fu
hsJeder, der si
h ni
ht nur vorübergehend mit Mathematik befasst, weiss: Euklid(um 300 v.Chr.), der ein�ussrei
hste Mathematiker der Mathematikges
hi
hte,hat als erster den wi
htigen Satz bewiesen:(1) Es gibt unendli
h viele Primzahlen.Viele kennen sogar den s
hönen Beweis hierfür.Dagegen ist es weniger bekannt, dass Euklid au
h für die folgende Aussageeinen bemerkenswerten Beweis geliefert hat:(2) Es gibt unendli
h viele pythagoreis
he Dreie
ke.Er hat (2) � in unserer heutigen Spre
hweise dargestellt � etwa so gezeigt:Zumindest seit der Zeit des Pythagoras (um 580 v.Chr.) � vermutli
h abers
hon früher � wusste man:
c

a

b

Ist ein re
htwinkliges Dreie
k mit den Seitenlängen a, b, cgegeben und sind a sowie b beide kleiner als c , dann gilt:
a2 + b2 = c2 (und umgekehrt).Ein re
htwinkliges Dreie
k heiÿt nun pythagoreis
h, wenn a, bund c ganzzahlig sind.Euklid ging nun zum Beweis der Behauptung (2) von der Folge der Figuren aus:
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...Diese Figurenfolge zeigt, dass die Di�erenz zwis
hen zwei aufeinander folgen-den Quadraten stets eine ungerade Zahl ist und als Di�erenzen kommen alleungeraden Zahlen 3, 5, 7, ... der Reihe na
h vor � wir würden heute sagen:
(n + 1)2 − n2 = 2n + 1, n = 1, 2, 3, ... und 2n + 1 dur
hläuft alle ungeradenZahlen. Formal wird dies mit vollständiger Induktion bewiesen.Folgli
h gilt au
h für jedes n ≥ 1:Wenn man zu der Quadratzahl n2 eine ganz bestimmte ungerade Zahl � nämli
h
2n + 1 � addiert, erhält man eine weitere Quadratzahl, nämli
h (n + 1)2.Da es nun unter den ungeraden Zahlen 3, 5, 7, ... unendli
h viele Quadratzahlen
a2 gibt, wobei wir a2 = 2m + 1 mit bestimmtem m setzen dürfen, gilt au
h3 MONOID 99



unendli
h oft die Glei
hung m2 +a2 = m2 +2m+1 = (m+1)2 und dies besagt(Umkehr des Satzes von Pythagoras): Es gibt unendli
h viele pythagoreis
heDreie
ke mit den Seitenlängen m, a =
√

2m + 1 und m + 1, wobei √2m + 1eine natürli
he Zahl ist.Ein Beispiel:Es sei a2 = 49. Dann ist � wenn wir a2 = 2m + 1 setzen � o�ensi
htli
h
m = 24. Tatsä
hli
h gilt nun wegen m2 + a2 = 242 + 49 = 625 = 252 undwegen (m + 1)2 = 252 die Glei
hung m2 + a2 = (m + 1)2, so dass das Dreie
kmit den Seitenlängen 24, 7 und 25 pythagoreis
h ist.

Pythagoras und einige seinerVerwandtenvon Hartwig Fu
hsDer Satz über die re
htwinkligen Dreie
keAls Pythagoras den später na
h ihm benannten Satz über die Beziehung zwi-s
hen den Seitenlängen eines re
htwinkligen Dreie
ks ö�entli
h bekannt gab,da wussten seine Zeitgenossen, dass er damit zukünftig berühmt werden würde� obglei
h s
hon damals hinter vorgehaltener Hand der Verda
ht geäuÿert wur-de, er habe bei seinem Theorem vermutli
h Anleihen bei seinen babylonis
henoder ägyptis
hen Kollegen gema
ht.
c

a

b
c2 = a2 + b2Einige der jüngeren ehrgeizigen Mitglieder aus der Familie des Pythagoras wa-ren ein wenig neidis
h auf den Alten � au
h sie hätten si
h gerne einen Na-men gema
ht. Sie baten deshalb Pythagoras um geometris
he Probleme, mitderen Lösungen sie bekannt werden wollten. Pythagoras überlegte ni
ht lan-ge und s
hlug ihnen vor, sie sollten versu
hen herauszu�nden, ob es au
h für

60◦-Dreie
ke, für 45◦-Dreie
ke und für 30◦-Dreie
ke Aussagen ähnli
h seinemSatz gäbe. Die Jungen ma
hten si
h an die Arbeit und sie erzielten tatsä
hli
hResultate!MONOID 99 4



Der Satz über 60◦-Dreie
ke
c2 = a2 + b2 − ab

b

h
b

a

β

c

60
◦ 60

◦Im glei
hseitigen Dreie
k mit den Seitenlängen b ist h2 = b2 − ( b
2 )2 = 3

4b2. Imre
htwinkligen Dreie
k gilt daher:
c2 = h2 + (a − b

2 )2 = 3
4b2 + a2 − ab + 1

4b2 = a2 + b2 − ab.Der Satz über 45◦-Dreie
ke
h

a

c b

β

45
◦

h 45
◦

c2 = a2 + b2 − ab
√

2Im glei
hs
henkligen Dreie
k mit den S
henkellängen h ist h2 + h2 = b2, also
h2 = 1

2b2 und h =
√

2
2 b. Im re
htwinkligen Dreie
k gilt:

c2 = h2 + (a − h)2 = 1
2b2 + a2 − 2a ·

√
2

2 b + 1
2b2 = a2 + b2 − ab

√
2Der Satz über 30◦-Dreie
ke

c2 = a2 + b2 − ab
√

3 a
β

c

b
2

b
2

h

b

b

30
◦

60
◦

30
◦Im glei
hseitigen Dreie
k mit den Seitenlängen b ist h2 = b2 − ( b

2 )2 = 3
4b2 und

h =
√

3
2 b. Im re
htwinkligen Dreie
k gilt:
c2 = ( b

2 )2 + (a − h)2 = 1
4b2 + a2 − 2a ·

√
3

2 b + 3
4b2 = a2 + b2 − ab

√
3.Überlege selbst, wie die Beweis�gur und der Beweis für einen Winkel β ≥ 90◦aussehen. 5 MONOID 99



Merkregel für die vier Dreie
kssätzeAls der jüngste der pythagoreis
hen Na
hwu
hsmathematiker die Ergebnisseder anderen sah, rief er freudig aus: �Es ist gewiss, dass i
h berühmt werde wiePythagoras. Denn i
h habe eine wunderbare Merkregel für die vier Dreie
kssätzeentde
kt � und diese Regel gilt sogar für 0◦-Dreie
ke, bei denen ja a = b + c ,also c = a − b und damit c2 = a2 + b2 − 2ab ist.�Merkregel:90◦-Dreie
ke: c2 = a2 + b2 − ab
√

060◦-Dreie
ke: c2 = a2 + b2 − ab
√

145◦-Dreie
ke: c2 = a2 + b2 − ab
√

230◦-Dreie
ke: c2 = a2 + b2 − ab
√

30◦-Dreie
ke: c2 = a2 + b2 − ab
√

4Wir wissen, wie die Sa
he mit dem erho�ten Na
hruhm ausgegangen ist: Es istvöllig in Vergessenheit geraten, wer die Sätze über 60◦-, 45◦- und 30◦-Dreie
keals Erster bewiesen hat.Das tri�t sogar au
h für den Mathematiker zu, der den folgenden Satz überDreie
ke mit beliebigem Winkel α mit 0◦ ≤ α ≤ 90◦, gefunden hat.Der Satz über α-Dreie
ke mit 0◦ ≤ α ≤ 90◦

g α

bc
h

a

c2 = a2 + b2 − 2ab cosαNa
h De�nition gilt sinα = h
b
, cosα = g

b
, woraus h = b sin α sowie g = b cosαund wegen h2 + g 2 = b2 au
h (sinα)2 + (cosα)2 = h2

b2 + g2

b2 = 1 folgt. Imre
htwinkligen Dreie
k gilt dann:
c2 = h2 + (a − g)2 = (b sinα)2 + (a − b cosα)2 = b2(sin α)2 + a2 −
2ab cosα + b2(cosα)2 = a2 + b2((sin α)2 + (cosα)2) − 2ab cosα = a2 +
b2 − 2ab cosα.(Der Satz über α-Dreie
ke gilt au
h für Winkel α mit 90◦ ≤ α < 180◦).Und das Ende der Ges
hi
hte: Der Ruhm des Mathematikers Pythagoras über-strahlt alle, die seinen Satz variiert oder verallgemeinert haben; nur sein Nameund sein Theorem bleiben im Gedä
htnis der wissens
haftli
hen Welt.MONOID 99 6



Anhangvon Ekkehard Kroll
C

c

b
a

BA
30

◦ 60
◦

Für ein Dreie
k ABC mit den Seiten-längen a, b, c , in dem sowohl ein 90◦-Winkel als au
h ein 60◦-Winkel und folg-li
h au
h ein 30◦-Winkel vorkommen(vgl. Figur), gelten folgende Beziehun-gen:(1) c2 = a2 + b2 (Satz des Pythagoras)(2) b2 = a2 + c2 − ac (Satz über 60◦-Dreie
ke)(3) a2 = b2 + c2 − bc
√

3 (Satz über 30◦-Dreie
ke)Dur
h Addition dieser Glei
hungen lassen si
h für dieses spezielle Dreie
k wei-tere Zusammenhänge gewinnen. So liefert die Addition von (1) und (2), von(1) und (3) beziehungsweise von (2) und (3) die Beziehungen:
a =

1

2
c

b =

√
3

2
c ,

a + b
√

3 = 2c ,

30◦
A

C

a

B

√
3a

2a

60◦wobei die dritte Beziehung au
h direkt aus den beiden ersten folgt.S
hlieÿli
h ergibt si
h dur
h Addition aller drei Glei
hungen:
a2 + b2 + c2 = (a + b

√
3)c(Kontrolle: Mit a + b

√
3 = 2c kommt wieder der Satz des Pythagoras heraus.)FrageWel
he weiteren Formeln lassen si
h für ein glei
hs
henkliges re
htwinkligesDreie
k herleiten?

a a

45
◦45

◦

cLösung:Sowohlausa
2

+a
2

=c
2

(SatzdesPythagoras)alsau
haus a
2

=a
2
+c

2
−ac

√
2(Satzfür45◦- Dreie
ke)folgtc=
√

2a.
7 MONOID 99



Hättest Du es gewusst?Was ist der kleine Satz von Fermat?von Hartwig Fu
hsDer Groÿe SatzPierre de Fermat (1601�1665), einer der bedeutendsten Mathematiker des 17.Jahrhunderts mit bahnbre
henden Leistungen in der Zahlentheorie, ma
hte1637 eine sehr folgenrei
he Entde
kung, nämli
h:(1) Die Glei
hung an + bn = cn hat keine ganzzahligen Lösungen 6= 0 für
n > 2.Die Behauptung wird in der mathematis
hen Literatur der �Groÿe Satz vonFermat�∗ genannt.Wieso groÿ?Die Behauptung (1) � für si
h betra
htet � ist im Gefüge der Zahlentheorieni
ht besonders wi
htig. Ihre Bedeutung liegt viel mehr darin: Ein Beweis von(1), den Fermat vorgebli
h besaÿ, den er aber niemals bekannt gab, stellte si
hals ein überaus s
hwieriges Problem heraus � über 350 Jahre lang widersetzte essi
h einer Lösung und erst 1993 konnte A. Wiles∗∗ die Vermutung von Fermatbestätigen.Die bis dahin unternommenen Beweisversu
he, die wohl eine Bibliothek füllenkönnten, hatten ein so gewiss ni
ht beabsi
htigtes Nebenergebnis im Gefol-ge: Sie bewirkten die Einführung einer wahren Flut neuer Begri�e und neuerMethoden in die Zahlentheorie, die bei ihr einen Entwi
klungss
hub enormenAusmaÿes auslösten � und das ma
ht (1) so �groÿ�.Der Kleine SatzEs gibt aber au
h no
h den sogenannten �Kleinen Satz� von Fermat � undhierfür ist ein Beweis von Fermat überliefert. Worum geht es dabei?Ein zentrales Thema der Zahlentheorie ist die Frage, ob eine gegebene natürli
heZahl n dur
h eine bestimmte Primzahl p teilbar ist oder ni
ht.Es gibt einen Weg, wie man für jedes n und p die Antwort �ndet: Man führtdie Division n : p aus!Aber für sehr groÿe n und p kann dieses Ents
heidungsverfahren so umfang-rei
he Re
hnungen notwendig ma
hen, dass es dadur
h praktis
h unbrau
hbarwird.

∗ Bu
hempfehlung: �Fermats letzter Satz: Die abenteuerli
he Ges
hi
hte eines mathema-tis
hen Rätsels� von Simon Singh
∗∗ Andrew John Wiles, geb. 11.04.1953, Cambridge; britis
her Mathematiker.MONOID 99 8



Beispiel 1: Eine praktis
h unausführbare Division.Es seien n = 1070! und p = 286243 − 1; n hat etwa 1,2 · 10100 Stellen unddie Primzahl p besitzt fast 26000 Stellen (wie viele Stellen hat np?). Ist
np − n dur
h p teilbar?Es besteht wenig Aussi
ht, ein für jedes n und p geltendes Teilbarkeitskriteriumzu �nden, das stets mit ni
ht zu groÿem Aufwand zum Ziel führt.Deshalb wird man si
h damit begnügen müssen, Teilbarkeitsregeln nur für je-weils bestimmte Sorten von Zahlen n und/oder p aufzustellen. Bei natürli
henZahlen in Zi�erndarstellung sind sol
he Regeln zum Beispiel für die Teilbarkeitdur
h die Primzahlen p = 2, p = 3 und p = 5 jedem geläu�g.Im Beispiel 1 war na
h der Teilbarkeit einer Zahl der Form np − n dur
h einePrimzahl p gefragt.Und siehe da: Es gibt ein Teilbarkeitskriterium für sol
he Fälle! Es ist uralt �war es do
h bereits vor 2500 Jahren 
hinesis
hen Mathematikern bekannt.Seine mathematis
he Begründung erfuhr es allerdings im 17. Jahrhundert dur
hP. de Fermat; es wird daher heute der �Kleine Satz� von Fermat genannt.Warum der Satz �klein� genannt wird, ist ni
ht re
ht einzusehen � ist er do
h einüberaus nützli
hes und mä
htiges Werkzeug, das au
h mit gigantis
hen Zah-len eines bestimmten häu�gen Typs lei
ht fertig wird. Und dieses erstaunli
heTeilbarkeitskriterium hat Fermat mit ganz elementaren Argumenten hergeleitet� wie wir nun zeigen wollen.Herleitung des �Kleinen Satzes�Im folgenden seien die Zahl n und die Primzahl p beliebig, aber fest vorgegeben,und p sei kein Teiler von n.1. S
hritt: Die Boxen B(0), B(1), B(2), ... , B(p − 1)Die natürli
hen Zahlen, N = {0, 1, 2, 3, ...}, werden auf p Boxen∗∗∗ B(0), B(1),

B(2), ... , B(p − 1) aufgeteilt:In die Box B(0) kommen alle Vielfa
hen von p, sodass B(0) = {0, p, 2p, 3p, ...};in die Box B(r) ste
ken wir alle Zahlen, die um r gröÿer sind als ein Vielfa
hesvon p, wobei r einer der Werte 1, 2, 3, ... , p − 1 ist, also B(r) = {r , p + r , 2p +
r , 3p + r , ...}.Dana
h be�ndet si
h jede Zahl n ∈ N in einer Box. Aber keine Zahl n ∈ Nbe�ndet si
h in zwei Boxen:Wäre nämli
h n ∈ B(i) und n ∈ B(j) mit i 6= j , etwa i < j , dann wäre
n = v · p + i und n = w · p + j für bestimmte Zahlen v und w . Somit wäre
vp + i = wp + j , sodass (v − w)p = j − i und p wäre ein Teiler von j − i , wasaber wegen j − i < p ni
ht mögli
h ist.
∗∗∗ Im mathematis
hen Spra
hgebrau
h heiÿen unsere Boxen �Restklassen mod p�9 MONOID 99



Beispiel 2: Zerlegung von N in 5 Boxen.Es sei p = 5. Wir zerlegen N in die Boxen B(0), B(1), ... , B(4):
B(0) = {0, 5, 10, 15, ...}
B(1) = {1, 5 + 1, 10 + 1, 15 + 1 ...}
B(2) = {2, 5 + 2, 10 + 2, 15 + 2 ...}
B(3) = {3, 5 + 3, 10 + 3, 15 + 3 ...}
B(4) = {4, 5 + 4, 10 + 4, 15 + 4 ...}2. S
hritt: Die Folge n, 2n, 3n, ... , (p − 1)nFür eine Zahl n ∈ N und eine Primzahl p, die kein Teiler von n ist, bil-den wir die Folge n, 2n, 3n, ... , (p − 1)n. Wenn wir dann N in die p Boxen

B(0), B(1), B(2), ... , B(p − 1) zerlegen, wie werden dann die Folgenglieder aufdie Boxen verteilt sein?Beispiel 3: Verteilung einer Folge n, 2n, 3n, ... , (p − 1)nEs sei p = 5. Dann stellen die 5 Boxen B(0), B(1), ... , B(4) aus Beispiel 2die zu p = 5 gehörige Zerlegung von N dar. Sei n = 12. Zu wel
hen Boxengehören dann die p − 1 = 4 Glieder der Folge 12, 2 · 12, 3 · 12, 4 · 12?Aus 12 = 2 ·5+2 ⇒ 12 ∈ B(2); aus 2 ·12 = 4 ·5+4 ⇒ 2 ·12 ∈ B(4); aus
3 · 12 = 7 · 5 + 1 ⇒ 3 · 12 ∈ B(1); aus 4 · 12 = 9 · 5 + 3 ⇒ 4 · 12 ∈ B(3).Für die Verteilung einer Folge n, 2n, 3n, ... , (p − 1)n auf die Boxen B(0), B(1),

B(2), ... , B(p − 1) gilt:(a) In jeder der p− 1 Boxen B(1), B(2), B(3), ... B(p− 1) be�ndet si
h genaueine der p − 1 Zahlen n, 2n, 3n, ... , (p − 1)n � wir wissen allerdings ni
ht,wel
he Zahl in wel
her Box ist � verglei
he unten (b).Herleitung von (a)1. Keine der Zahlen n, 2n, 3n, ... , (p − 1)n ist in B(0). Denn wäre eine Zahl
xn mit einem x , 1 ≤ x ≤ p − 1, in B(0), dann wäre xn ein Vielfa
hes vonp (siehe oben die De�nition von B(0)); also wäre p ein Teiler von xn. Aber
p ist kein Teiler von n und wegen x < p kann p au
h kein Teiler von xsein.2. Keine zwei der Zahlen n, 2n, 3n, ... , (p − 1)n be�nden si
h in der glei
henBox. Denn wären etwa xn und yn in einer Box B(r), 1 ≤ x , y , r ≤ p − 1und etwa x < y , dann wäre xn = vp + r und yn = wp + r für bestimmteZahlen v , w (verglei
he die De�nition von B(r)). Aus yn−xn = (y−x)n =
(w − v)p folgt, dass p ein Teiler von (y − x)n wäre. Aber p ist kein Teilervon n und au
h kein Teiler von y − x wegen y − x < p.3. S
hritt: Das Produkt n · 2n · 3n · ... · (p − 1)nWir wollen annehmen, für die Zahlen n, 2n, 3n ... , (p − 1)n gelte:(b) n ∈ B(r1), 2n ∈ B(r2), 3n ∈ B(r3), ... , (p − 1)n ∈ B(rp−1)MONOID 99 10



Na
h (a) sind keine zwei der Boxen-Nummern r1, r2, r3, ... , rp−1 glei
h. Da aberfür sie 1 ≤ r1, r2, r3 ... , rp−1 ≤ p−1 gilt, stimmen sie in irgend einer Reihenfolgemit den Zahlen 1, 2, 3, ...p − 1 überein. Deshalb hat man den Zusatz zu (b):(
) r1 · r2 · r3 · ... · rp−1 = 1 · 2 · 3 · ... · (p − 1) = (p − 1)!Es war nun Fermats genial einfa
he Idee, das Produkt n · 2n · 3n · ... · (p − 1)nins Spiel zu bringen. Na
h der Annahme (b) können wir s
hreiben:
n = v1p + r1, 2n = v2p + r2, 3n = v3p + r3, ... , (p − 1)n = vn−1p + rp−1mit geeigneten Zahlen v1, v2, v3, ... , vp−1.Damit ist n · 2n · 3n · ... · (p − 1)n = np−1(p − 1)! = (v1p + r1)(v2p + r2)
(v3p + r3) ... (vp−1p + rp−1).Denkt man si
h hier den Klammerterm re
hts ausmultipliziert, dann erhält maneine Summe aus 2p−1 − 1 Summanden, die sämtli
he Vielfa
he von p sind unddeshalb zu dem Ausdru
k vp mit einem geeigneten v zusammengefasst werdenkönnen und dem Summanden r1r2r3 ... rp−1. Damit ist unter Bea
htung von (
):
n · 2n · 3n · ... · (p − 1)n = np−1(p − 1)! = vp + r1r2r3 ... rp−1 = vp + (p − 1)!Daraus folgt: np−1(p − 1)!− (p − 1)! = (np−1 − 1)(p − 1)! = vp. Die Primzahl
p ist daher ein Teiler von (np−1 − 1)(p − 1)! Da p kein Teiler von (p − 1)!sein kann � jeder Faktor in (p − 1)! ist kleiner als p und p ist kein Produkt ausFaktoren ≤ p − 1 � muss also p ein Teiler von np−1 − 1 sein.Damit ist gezeigt:(2) Der kleine Satz von Fermat:Die Primzahl p ist ein Teiler der Zahl np−1 − 1 und deshalb au
h der Zahl

np − n, wenn p kein Teiler der natürli
hen Zahl n ist.Die Stärke des Kleinen SatzesDer Kleine Satz von Fermat zeigt seine Bedeutung und wahre Stärke so ri
h-tig erst bei seiner Anwendung auf Teilbarkeitsfragen bei einzelnen Zahlen undbei umfangrei
hen, ja sogar unendli
hen Mengen von Zahlen glei
hen Typs,die allein wegen ihrer Gröÿe für numeris
he Methoden unerrei
hbar sind. Diesverdeutli
hen wir an einigen Beispielen.Beispiel 4: Anwendungen des Kleinen Satzesa) Die Primzahl p = 286143 − 1 ist ein Teiler der gigantis
hen Zahl
(1070!)p − 1070! aus Beispiel 1, weil p kein Teiler von 1070! ist.b) Mit 1[m] sei eine natürli
he Zahl bezei
hnet, deren Dezimaldarstellungaus m Zi�ern 1 besteht. Gibt es Zahlen 1[m], sodass 47 ein Teiler von
1[m] ist? Für jede Zahl 1[m] gilt: 1[m] = 1

9 (10m − 1). Aufgrund desKl. Satzes von Fermat teilt p = 47 jede Zahl der Form n46 − 1 sofern
47 ∤ n. Insbesondere sind die Zahlen 1046 − 1, (102)46 − 1, (103)46 − 1also 10m − 1 mit m = 46, 2 · 46, 3 · 46, ... jeweils dur
h 47 teilbar.Folgli
h gilt: Jede Zahl 1[m] mit m = 46, 2 · 46, 3 · 46, ... hat denTeiler 47. 11 MONOID 99




) u|v bedeute: u ist ein Teiler von v . Es gilt: 3|(23)2 − 1, 5|(25)4 − 1,
7|(27)6 − 1. Kann man diese Aussagen-Kette beliebig weit analogfortsetzen? Jede Primzahl p 6= 2 ist ein Teiler von (2m)p−1 − 1 für
m = 1, 2, 3, ..., weil p 6= 2 kein Teiler von 2m ist. Insbesondere giltdaher: p|(2p)p−1 − 1, sodass die oben begonnene Aussagenkette überjede beliebig gewählte Primzahl p hinaus fortgesetzt werden kann.d) Für jede Primzahl p > 2009 ist 2009p−1 − 1 stets dur
h p teilbar.Warum ist das so?Die besondere AufgabeZi�ernumstellungvon Hartwig Fu
hsEs sei a eine natürli
he Zahl, a = znzn−1 ... z1z0 in Zi�erns
hreibweise mit

zn 6= 0 und n ≥ 1. Wenn man in a die Zi�er zn re
hts neben die Zi�er z0vers
hiebt, dann ist die neue Zahl a′ = zn−1 ... z1z0zn. Wie heiÿt die kleinsteZahl a, für die gilt: Die aus a entstandene Zahl a′ ist drei Mal so groÿ wie a?Lösung:Mit a = znzn−1 ... z1z0 und a′ = zn−1 ... z1z0zn und a′ = 3a gilt:
3a = 3 · zn · 10n + 3 · zn−1 · 10n−1 + ... + 3 · z1 · 10 + 3 · z0;

a′ = zn−1 · 10n + zn−2 · 10n−1 + ... + z0 · 10 + zn und daher
a′ − 3a = zn−1 · (10n − 3 · 10n−1) + ... + z0(10 − 3) + zn − 3zn · 10n = 0Aus der letzten Glei
hung folgt:(1) zn−1 ·10n−1(10−3)+zn−2 ·10n−2(10−3) ...+z0(10−3) = zn(3 ·10n−1).Da die linke Seite von (1) dur
h 7 teilbar ist, muss au
h die re
hte Seite von(1) dur
h 7 teilbar sein. Also ist entweder zn = 7 oder 3 · 10n − 1 ist einVielfa
hes von 7. Nun ist aber zn = 7 ni
ht mögli
h, weil sonst wegen (1)

zn · 10n−1 + zn−2 · 10n−2 + ... + z0 = 3 · 10n − 1 wäre � ein Widerspru
h. Dahermuss (falls es überhaupt eine Lösung gibt) 3 · 10n − 1 ein Vielfa
hes von 7 sein.Behauptung: Dies ist genau dann der Fall, wenn n = 6m + 5 für m ∈ N ist.Dies zeigen wir dur
h eine einfa
he Kongruenzre
hnung modulo∗ 7:Alle natürli
hen Zahlen n lassen si
h in der Form n = 6m + r mit m ∈
{0, 1, 2, ...} und r ∈ {0, 1, ... , 5} darstellen (Division dur
h 6 mit Rest). Wegen
∗ Siehe hierzu au
h den Artikel �Hättest du es gewuÿt? Was ist der kleine Satz von Fer-mat?� .MONOID 99 12



10 ≡ 3 (mod 7) ∗∗ folgt nun: 3·10n−1 = 3·106m+r−1 ≡ 3·32·3m+r−1 (mod 7).Wegen 33 ≡ 27 ≡ −1 (mod 7) und (−1)2m = 1 ergibt si
h: 36m ≡ 1(mod 7)und somit 3 · 10n − 1 ≡ 3r+1 − 1 (mod 7).Ist r ≡ 0 1 2 3 4 5,so ist 3r+1 − 1 ≡ 2 1 5 3 4 0 (mod 7).Hieraus ist ersi
htli
h, dass nur für r = 5 die Zahl 3 · 10n − 1 = 3 · 106m+r − 1ein Vielfa
hes von 7 ist � und das für jede Zahl m ∈ N0 .Für n = 5 folgt aus (1), dass wegen 3 · 105 − 1 = 42857 · 7 gilt:(2) z4 · 104 + z3 · 103 + ... + z0 = z5 · 42857Na
h (2) ist z5 · 42857 hö
hstens 5-zi�rig, so dass z5 = 1 oder z5 = 2 seinmuss; z5 · 42857 ist dann entweder 42857 oder 85714. Aus der linken Seite von(2) folgt daher, dass entweder a = 142857 für z5 = 1 oder a = 285714 für
z5 = 2 ist. Die kleinste Lösung ist somit a = 142857.Mathis ma
henmathematis
he Entde
kungenKreise in der EbeneEs sollen n Kreise, n ≥ 1, so in die Ebene gezei
hnet werden, dass si
h je zweiKreise s
hneiden und keine drei Kreise dur
h einen Punkt gehen.Es sei nun A(n) die gröÿtmögli
he Anzahl von Gebieten, in die die Ebene dur
hdie n Kreise zerlegt wird.Anmerkung: Der Teil der Ebene, der auÿerhalb aller n Kreise liegt, gilt au
h als Gebiet.Beispiel:

n = 1

A(1) = 2

n = 2

A(2) = 4

n = 3

A(3) = 8Bestimme A(n) für mehrere n, 4 ≤ n ≤ 10. (H.F.)Hinweis: Eure mathematis
hen Entde
kungen könnt Ihr bis zum 15.11.2009 an die MONOID-Redaktion einsenden, denn au
h hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Eure Ergebnisse werdenjeweils zwei Hefte später verö�entli
ht.
∗∗ Die S
hreibweise a ≡ b (mod m) bedeutet, dass m ein Teiler von a − b ist bezie-hungsweise, dass a = b + t · m mit ganzzahligem t ges
hrieben werden kann. Ist au
h

c ≡ d (mod m), also c = d + t′ ·m mit t′ ∈ Z, so gilt a · c = b ·d +(bt′ +dt + tt′m)m,also a · c ≡ b · d (mod m). Hieraus folgen die benutzten Potenzregeln.13 MONOID 99



Die E
ke für den Computer-FanDie Gaukler-FolgeFür eine reelle Zahl r bezei
hne ⌊r⌋ die gröÿte ganze Zahl ≤ r . Dann sei fürjede natürli
he Zahl n der Operator G so de�niert:
G : n

G−→
{ ⌊√n⌋ , falls n gerade,

⌊
√

n3⌋ , falls n ungerade.Eine Folge n0, n1, n2, ... heiÿt Gaukler-Folge (na
h ihrem englis
hen Namen� juggler's sequen
e�), wenn sie dur
h Iteration des Operators G entsteht, wennalso: n0
G−→ n1

G−→ n2
G−→ ... gilt.Beispiel: 3

G−→ 5
G−→ 11

G−→ 36
G−→ 6

G−→ 2
G−→ 1, kurz: 3

G 6

−→ 1.Wegen 1
Gm

−→ 1 für m = 1, 2, 3,..., heiÿt 1 ein Attraktor der Gaukler-Folge mitStartzahl 3.Bestimme die Attraktoren der Gaukler-Folgen, deren Startzahlen n0 = 1, 2,
3, 4, ... , 50 sind, sowie die Anzahl der Iterationen, bis der Attraktor erstmaligerrei
ht wird.a) Zu wel
her Vermutung gelangst du?b) Wie verändern si
h die Verhältnisse, wenn in der De�nition von G dieRollen von �gerade� und �ungerade� vertaus
ht werden, wenn wir also denOperator H mit

H : n
H−→

{

⌊
√

n3⌋ , falls n gerade,
⌊√n⌋ , falls n ungerade,und seine iterative Wirkung auf die Startzahlen n0 = 1, 2, 3, 4, ... , 50betra
hten? (H.F.)Hinweis: Ihr könnt Eure Lösungen bis zum 15. November 2009 eins
hi
ken, denn au
h hierbeigibt es Punkte zu ergattern. Allerdings müsst Ihr bei der Verwendung eines eigenen Programmsdies entspre
hend dokumentieren dur
h Einsenden der Programm-Datei (am Besten als E-Mail-Anhang an monoid�mathematik.uni-mainz.de).Die Lösungen werden jeweils im übernä
hsten Heft ers
heinen.
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Lösung der Computer-Aufgabe aus MONOID 97Eine Formel zur Erzeugung von Primzahlzwillingen?Ein Primzahlzwilling ist ein Paar (p, q) von Primzahlen p und q im Abstand
2 wie (3, 5), (5, 7) oder (11, 13). Die Frage, ob es unendli
h viele oder nurendli
h viele Primzahlzwillinge gibt, ist bislang trotz intensiver Bemühungender Mathematiker no
h ni
ht ents
hieden. Wenn man eine Formel als Funktioneiner natürli
hen Zahl n �nden könnte, die für alle n nur Primzahlzwillingeliefert oder do
h mit wa
hsendem n garantiert immer wieder wel
he, wäre derNa
hweis erbra
ht, dass es unendli
h viele Primzahlzwillinge gibt; denn dies istdie allgemeine Vermutung.Untersu
he unter diesem Aspekt die Folge der Zahlenpaare (p(n), q(n)) mit
p(n) := 30 · |(2n− 27) · (n− 15)|− 1 und q(n) := 30 · |(2n− 27) · (n− 15)|+ 1für mögli
hst viele natürli
he Zahlen n. Was beoba
htest Du? (na
h H.F.)Ergebnisse:Mit dieser Aufgabe haben si
h Philipp Delhougne (Otto-Hahn-S
hule Ha-nau), Florian S
hweiger (Gymnasium Marktoberdorf) und Alexey Tyukin(Gymnasium Mainz-Gonsenheim) bes
häftigt. Sie haben s
hnell erkannt, dassdie Formeln für p(n) und q(n) für alle n ≤ 20 auÿer bei n = 15 Primzahlzwil-linge liefern. Das Paar p(15) = −1, q(15) = 1 fällt s
hon wegen des negativenWertes von p(15) aus dem Rahmen. Ansonsten sind die Werte für p(n) posi-tiv, zunä
hst fallend bis p(15), dann wa
hsend und lassen si
h � wie PhilippDelhougne ri
htig bemerkt � in Form einer na
h oben geö�neten Parabel an-ordnen. Wie an den Formeln lei
ht abzulesen ist, endet p(n) immer auf derZi�er 9 (auÿer bei n = 15) und folgli
h q(n) auf 1.Erst wieder bei n = 27 und dann für n = 33, 34, 35, 36, 38, 41, 50, 56,
57, 64, 66, 69, 75, 81, 85, 86, 90, 93, 98, 103, 106, 119, 121, 133, 136, 141,
143, 146, 150, 181, 182, 189, 195, 202,... treten in unregelmäÿigen AbständenPrimzahlzwillinge auf. Mit einem Computer-Algebra-System (wie Maple oderDerive) lässt si
h das no
h für sehr groÿe n feststellen. Damit ist aber ni
ht klar,ob es für beliebig groÿe n no
h Primzahlzwillinge gibt, und somit ist das Problemweiterhin o�en. Dass für unendli
h viele bestimmte n die Primzahleigens
haftbei p(n) bzw. q(n) gar ni
ht vorhanden sein kann, hat Florian S
hweiger dur
hAusmultiplizieren der Formeln zu p(n) = 60n2 − 1710n + 12149 und q(n) =
60n2 − 1710n + 12151 erkannt; denn wenn n ein Vielfa
hes von 12149 bzw.
12151 ist, ist p(n) bzw. q(n) si
her keine Primzahl.
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Lösungen der Mathespielereien ausMONOID 98Für die jüngeren S
hüler/innen der Klassen 5�7DosenwerfenAm Rudi-Winzig-Gymnasium �ndet ein S
hulfest statt. Herr Stütze mö
htemit seiner Klasse für die Besu
her Dosenwerfen anbieten: �Die Dosen bauen wirzu einer Pyramide auf. Ganz oben steht eine Dose, in der Reihe darunter dreiDosen, dann fünf und so weiter... Wir haben genau 55 Dosen zur Verfügung,die wir alle verwenden werden.� Herr Stütze beginnt mit dem Aufbau. Do
her hat no
h ni
ht die ersten beiden Dosen aufgestellt, da wird er von Bettina,einer S
hülerin der Klasse, unterbro
hen:�Aber das kann do
h gar ni
ht klappen. Dannbleiben entweder Dosen übrig oder es fehlenwel
he� � �A
h was, das passt s
hon, warteab!� � �Dann müssen Sie die Dosen aber an-ders aufbauen�, entgegnet Bettina ihm, �näm-li
h immer auf Lü
ke, also in die oberste Reiheeine Dose, in der Reihe darunter zwei Dosen,dann drei und so weiter...� � �Du glaubst miralso immer no
h ni
ht?�, fragt Herr Stütze un-gläubig.a) Wer hat Re
ht? Auf wel
he Weise lassen si
h die 55 Dosen zu einer Py-ramide aufbauen: Na
h der Idee von Herrn Stütze, der Idee von Bettina,na
h beiden oder gar keiner?b) Gib jeweils eine allgemeine Formel an, mit wel
her Herr Stütze und Bettinaausre
hnen können, wel
he Anzahlen von Dosen sie (in n Reihen) aufbauenkönnen.
) Es gibt Anzahlen, die sowohl Herr Stütze als au
h Bettina aufbauen kön-nen. Gib (mindestens) eine sol
he Anzahl auÿer der trivialen Anzahl 1an. (MG)Lösung:a) Bettina hat Re
ht! Herr Stütze kann bei einer Reihe 1 Dose, bei zweiReihen 1 + 3 = 4 Dosen, 4 + 5 = 9, und entspre
hend weiter 16, 25, 36,
49, 64, ... Dosen aufbauen. 55 Dosen sind also ni
ht mögli
h (entwederbaut er 49 Dosen auf und es bleiben 6 Dosen übrig oder er versu
ht a
htReihen aufzubauen, aber dann fehlen ihm 9 Dosen).Hingegen kann Bettina 1, 1 + 2 = 3, 3 + 3 = 6, und entspre
hend weiter
10, 15, 21, 28, 36, 45, 55 Dosen aufbauen. Mit ihrem Aufbau lässt si
halso Herrn Stützes Wuns
h, alle 55 Dosen zu verwenden, verwirkli
hen.MONOID 99 16



b) Herr Stütze kann genau die Quadratzahlen aufbauen, also bei n Reihen
n2 Dosen aufbauen. Zum Beweis sieh Dir das Titelbild von MONOID 86 anoder lies den Artikel �Beweis ohne Worte� von Hartwig Fu
hs (Seite 28 imselben Heft).Bei Bettina sind es in n Reihen 1 + 2 + 3 + ... + n = n(n+1)

2 Dosen.
) Sowohl Herr Stütze als au
h Bettina können eine Dosenpyramide mit 36Dosen aufbauen. Bettina hat dann a
ht Reihen, Herr Stütze se
hs. Dienä
hsten beiden Zahlen sind 1225 und 41616, aber wer hat so viele Dosen?Eine unmögli
he Dreie
kszerlegungEin Dreie
k heiÿt spitzwinklig, wenn keiner seiner drei Innenwinkel ≥ 90◦ ist.Man kann kein Dreie
k in zwei Dreie
ke zerlegen, die beide spitzwinklig sind.Du siehst es � kannst Du es au
h beweisen? (H.F.)Lösung:
P

β

α

C

BA

Ein Dreie
k △ABC kann nur dur
h eine Stre
kein zwei Dreie
ke zerlegt werden, wel
he einen E
k-punkt (zum Beispiel A) mit einem inneren Punkt Pder dem E
kpunkt gegenüberliegenden Dreie
ks-seite verbindet. Sei nun △ABC so zerlegt wie inder Figur. Dann gilt für die Winkel α und β bei P :
α + β = 180◦Dann aber können ni
ht α und β beide < 90◦sein. Wenn aber einer der beiden Winkel ≥ 90◦ist, dann kann eines der beiden Zerlegungsdreie
ke
△ABP und △APC ni
ht spitzwinklig sein, womitdie Behauptung bewiesen ist.Von Kindern, Katzen und BeinenIn einem Bus sitzen sieben Kinder. Jedes Kind hat sie-ben Ru
ksä
ke, in denen jeweils sieben Katzen sitzen.Jede Katze hat sieben Junge.Wie viele Beine be�nden si
h im Bus?(Kevin S
hmitt, Klasse 9,Elisabeth-Langgässer-Gymnasium, Alzey)Lösung:In dem Bus be�nden si
hbei 7 Kindern also deren 14 Beine;pro Kind 7 Ru
ksä
ke, also 49 Ru
ksä
ke;pro Ru
ksa
k 7 Katzen, also 343 Katzen mit 1372 Katzenbeinen.343 Katzen haben 2401 Junge mit 9604 Beinen.17 MONOID 99



Dies ergibt zusammen 14 Kinderbeine + 1372 groÿe Katzenbeine + 9604 kleineKatzenbeine = 10990 Beine.Ein HeiratsproblemIn längst vergangenen Zeiten wollte ein Stam-mesherzog seine Tö
hter Adelheid (A) undBrunhilde (B) verheiraten. Chlodwig (C ) sollteeines der beiden Mäd
hen zur Frau bekommen.Von jedem anderem Bewerber verlangte derHerzog, dass er für beide Frauen einen Braut-preis anbieten müsse � ganz glei
h ob er nunAdelheid oder Brunhilde zur Frau haben wolle.Übli
her Weise wurden damals Brautpreise mitPferden bezahlt.Der ehrgeizige Dietri
h (D), der 30 Pferde besaÿ, ma
hte das beste Angebot:26 Pferde für Adelheid � das hübs
here der beiden Mäd
hen � und 20 Pferdefür Brunhilde.Weil nun sowohl Chlodwig als au
h Dietri
h Adelheid haben wollten, befahl derHerzog, dass au
h Chlodwig ein Angebot für Adelheid abgeben müsse. Dannwerde er seine Ents
heidung so tre�en, dass sie ihm die gröÿt mögli
he Anzahlvon Pferden einbringen werde.Chlodwig, der unsterbli
h in Adelheid verliebt war und deshalb nur sie zur Frauhaben wollte, s
hien 
han
enlos gegenüber Dietri
h zu sein, denn er besaÿ ni
hteinmal 1
3 der Anzahl an Pferden von Dietri
h.Do
h s
hlieÿli
h gab der Herzog Chlodwig seine To
hter Adelheid zur Frau.Wieviele Pferde besaÿ Chlodwig und wel
hes Angebot hatte er dem Herzoggema
ht? (H.F.)Lösung:baAB 20 P.26 P.CD C besaÿ hö
hstens 9 Pferde, da deren Anzahl kleinerals 1

3 · 30 sein sollte. Es seien a und b die Angebote,die er für A und B ma
hte. Dann ist 1 ≤ a ≤ 9,
1 ≤ b ≤ 9.Wenn C und A heiraten, erhält der Herzog 20 + aPferde;wenn D und A heiraten, erhält der Herzog 26 + bPferde.Da C die To
hter A erhielt, muss gelten:(∗) 20 + a > 26 + b ≥ 27.Daher ist a > 7, das heiÿt C besaÿ mindestens a
ht und hö
hstens neun Pferde.Da C unbedingt A zur Frau bekommen wollte, hat er für B si
her nur ein Pferd(b = 1) geboten und für A seine gesamten a
ht oder neun Pferde (a = 8 oder

a = 9). In der Tat ist 20 + 8 > 26 + 1 und erst re
ht 20 + 9 > 26 + 1.MONOID 99 18



Chlodwig hat also a
ht oder neun Pferde und davon sieben oder a
ht für Adel-heid und eines für Brunhilde angeboten.Urlaubspost Die Sommerferien stehen vor der Tür. Da sie si
h dannni
ht sehen können, verspre
hen die drei FreundinnenJulia, Kerstin und Linda einander, dass jede den bei-den anderen jeweils eine Postkarte aus dem Urlaubs
hreibt.a) Wieviele Postkarten werden ges
hrieben?b) Als Melanie von der Vereinbarung mitbekommt, mö
hte sie gerne mitma-
hen. Wie viele Postkarten sind es dann?
) Die vier Freundinnen überlegen si
h, dass es au
h s
hön wäre, wenn dieganze Klasse mitma
hen würde. In der Klasse sind 28 S
hüler. Wie vieleKarten würden dann ges
hrieben?d) Wie viele wären es allgemein bei n beteiligten Personen?e) Unter den 28 S
hülern der Klasse sind au
h Bastian und Sebastian, dieZwillingsbrüder sind. Die beiden bekommen jeweils eine eigene Karte vonden Klassenkameraden, vers
hi
ken selbst aber jeweils nur eine gemeinsam.f) Die Klasse einigt si
h darauf, dass au
h die Lehrerin Frau S
hwarz von je-dem eine Karte bekommen soll. Wie viele Karten werden nun insgesamt ge-s
hrieben (ohne Berü
ksi
htigung, dass zwei S
hüler Zwillingsbrüder sind)?(MG)Lösung:a) Jede der Freundinnen s
hreibt jeweils 2 Karten, insgesamt werden also
3 · 2 = 6 Karten ges
hrieben.b) Mit Melanie sind es 4 · 3 = 12 Karten...
) ... und in der ganzen Klasse 28 · 27 = 756.d) Jede der n Personen vers
hi
kt n − 1 Karten. Insgesamt sind es also n ·
(n − 1) = n2 − n Karten.e) 26 der S
hüler s
hreiben jeweils 27 Karten, zwei S
hüler zusammen 26 Kar-ten. Insgesamt sind es also 26 · 27 + 26 = 728 Karten.f) Die 28 S
hüler s
hreiben untereinander 28 · 27 = 756 sowie insgesamt 28an die Lehrerin. Zusammen sind dies 784 Karten.Zi�ernübereinstimmunga) Finde das kleinste Paar (n, m) mit 1 < n < m derart, dass die letztenbeiden Zi�ern von 2009n und 2009m übereinstimmen!19 MONOID 99



b) Gibt es Paare (n, m) mit 1 < n < m so, dass die letzten 2009 Zi�ern von
2009n und 2009m übereinstimmen? (WJB)Lösung:a) Die letzten beiden Zi�ern von 2009k sind die letzten beiden Zi�ern von 9kund lassen si
h lei
ht bestimmen: 09, 81, 29, 61, 49, 41, 69, 21, 89, 01,09, 81, ...
(n, m) = (2, 12) ist also das gesu
hte Paar.b) Für die letzten 2009 Zi�ern gibt es 102009 vers
hiedene Mögli
hkeiten.Unter mehr als 102009 vers
hiedenen Zahlen der Form 2009k muss es alsomindestens zwei Zahlen 2009n und 2009m geben, deren letzte 2009 Zi�ernübereinstimmen.Englis
he Zahlenknobelei

T W O
+ T H R E E
+ S E V E N

T W E L V E

Ersetze die Bu
hstaben dur
h Zi�ern undzwar so, dass vers
hiedenen Bu
hstabenau
h vers
hiedene Zi�ern entspre
hen, wo-bei den ersten Bu
hstaben von links ni
htdie Zi�er 0 zugeordnet wird � so dass einekorrekte Addition entsteht.(gefunden von H.F.)Lösung:Wir bezei
hnen die Überträge, die bei der Addition von drei Zahlen < 10 bezie-hungsweise von zwei vers
hiedenen Zahlen < 10 entstehen, mit U beziehungs-weise mit u.Es gilt U ≤ 2 und u ≤ 1, weil die Summe dreier Zahlen < 10 hö
hstens 27 unddie von zwei vers
hiedenen Zahlen < 10 hö
hstens 17 ist.1. Es ist TW = T + S + u ≤ 9 + 8 + 1. Wegen T 6= 0 muss T = 1 sein.
=⇒ T = 1Sei nun u = 0 (Annahme).Dann ist H + E + U = E , so dass H = 0 ist. Wegen 1W = 10 + W =
1 + S + u = 1 + S ≤ 10 gilt aber au
h W = 0: Widerspru
h.Also ist u = 1 und aus T+S+u = 1+S+1 = 10+W folgt S = 8+W ≤ 9.Wegen W 6= T = 1 bleibt nur W = 0 und folgli
h S = 8.
=⇒ W = 0, S = 82. Na
h 1. �ndet von der 3. Spalte der Übertrag u = 1 in die zweite Spaltestatt. Daher ist H + E + U = 10 + E , sodass H + U = 10 ist. Wegen
U ≤ 2 ist H = 9, denn H = 8 ist ni
ht mögli
h.
=⇒ H = 93. In der letzten Spalte kann ni
ht O +E +N = E gelten, weil O +N 6= 0 ist.Also gilt: O + E + N = 10 + E , so dass O + N = 10 mit O ∈ {3, 4, 6, 7},denn für O = 2 ist N = 8: Widerspru
h, für O = 5 ist N = 5: Widerspru
h.MONOID 99 20



1. Fall: O = 3, N = 7. Dann gilt: E ∈ {2, 4, 5, 6} und W + E + E + U =
2E + 1, weil U = 1 wegen O + E + N ≤ 3 + 6 + 7 = 16. Es gilt also:(1) 2E + 1 = V oder = 10 + V .Für E = 4 ist V = 9 : Widerspru
h; für E = 5 ist V = 1 : Widerspru
h;für E = 6 ist V = 3 : Widerspru
h. Jedo
h ist E = 2 und V = 5 mögli
h.Dann aber ist wegen 2E + 1 < 10:(2) T + R + V + U = 1 + R + V = L oder = 10 + L.Bei E = 2, V = 5 ist R , L ∈ {4, 6} und aus (2) folgt: Für R = 4 ist L = 0:Widerspru
h; für R = 6 ist L = 2: Widerspru
h. Aus O = 3 ergeben si
halso nur Widersprü
he.2. Fall: O = 4, N = 6 und damit E ∈ {2, 3, 5, 7}. Aus (1) folgt: Für E = 5ist V = 1: Widerspru
h; dagegen sind die Paare E = 2, V = 5 und E = 3,
V = 7 und E = 7, V = 5 zunä
hst no
h mögli
h.a) Für E = 3, V = 7 ist R , L ∈ {2, 5} und in (2) ist dann 1 + R + 7 = Lni
ht mögli
h; für 1 + R + 7 = 10 + L =⇒ L = 0 für R = 2:Widerspru
h; für R = 5 ist L = 3: Widerspru
h.b) Für E = 7, V = 5 ist R , L ∈ {2, 3} und für L = 2 oder 3 ist (2)

1 + R + 5 = L ni
ht mögli
h.
) Für E = 2, V = 5 gilt R , L ∈ {3, 7}. Aus (2) folgt dann: Für R = 3 ist
1+R+5 = L =⇒ L = 9: Widerspru
h; für R = 7 ist 1+R+5 = 10+L
=⇒ L = 3.
=⇒ E = 2, V = 5, R = 7, L = 3.Damit haben wir jedem Bu
hstaben einen Zahlenwert zugeordnet und soeine Lösung der Aufgabe gefunden. Dur
h Vertaus
hen der Werte von Ound N � also für den3. Fall: O = 6, N = 4 erhalten wir eine zweite Lösung.

O = 4, N = 6

1 0 4
+ 1 9 7 2 2
+ 8 2 5 2 61 0 2 3 5 2 O = 6, N = 4

1 0 6
+ 1 9 7 2 2
+ 8 2 5 2 41 0 2 3 5 24. Fall: O = 7, N = 3.Diesen Fall erhalten wir dur
h Vertaus
hen von O und N im 1.Fall. Dadiese Vertaus
hung keinen Ein�uss auf die Addition hat, gilt wie im 1.Fall: Mit O = 7 erhält man keine Lösung.21 MONOID 99



Neue MathespielereienFür die jüngeren S
hüler/innen der Klassen 5�7Eine See-Ges
hi
hteWenn man die Anzahl der Seeleute auf dem S
hi��Maru� mit dessen (ganzzahliger) Länge und mit demAlter des Kapitäns (in Jahren) multipliziert, dann er-hält man 71 508.Wie alt ist der Kapitän? (H.F.)Onkel Gerhards Geldkist
henGisela hat am 31. März Geburtstag. Als Ges
henkma
ht ihr Onkel Gerhard folgendes Angebot:�Wähle dir eine Zahl n und besu
he mi
h im Aprilan n Tagen. I
h stelle dann n Kist
hen auf mit 10-Cent-Münzen. Beim ersten Besu
h darfst du dir eineMünze aus einem der Kist
hen nehmen, am zweitenTag je eine Münze aus zwei vers
hiedenen Kist
hen,am dritten je eine aus drei Kist
hen und so weiter,beim letzten Besu
h n Münzen aus n vers
hiedenenKist
hen. Wenn du na
h dem letzten Besu
h aus je-dem Kist
hen glei
h viele Münzen entnommen hast,darfst du die Münzen behalten, sonst musst du siezurü
kgeben.�Es ist o�ensi
htli
h, dass Gisela bei Wahl von n = 2 die Münzen ni
ht wirdbehalten können, wohl aber bei n = 3.a) Stelle fest, ob n = 4, n = 5, n = 6 oder n = 7 geeignete Wahlen sind.b) Kannst Du für jeden Wert von n angeben, ob Gisela das Ziel errei
henkann, die Münzen zu behalten? Wie muss sie gegebenenfalls vorgehen?
) Wel
hen Betrag kann Gisela hö
hstens errei
hen? (WJB)MONOID 99 22



PreiskampfKalenderverleger Julius Gregorius s
himpft: �UnserLieferant hat die Preise für die neuen Kalender 2011um 10% gegenüber dem Vorjahr erhöht, dabei verdie-nen wir an den Aufträgen, die wir haben, nur 10%,der Rest sind ja s
hon die Einkaufspreise. Aufgrunddes Preiskampfes auf dem Terminkalendermarkt kön-nen wir die Preise au
h ni
ht anheben. Dann verdie-nen wir in Zukunft ja gar ni
hts mehr!� � Stimmtdas? (MG)Summenwa
hstumUlrike hat in einemmathematikhistoris
hen Bu
h die Anekdote von Carl-Friedri
hGauÿ∗ gelesen, wie er als S
hüler sehr s
hnell alle Zahlen von 1 bis 100 addierthaben soll. Gauÿ nutzte die Formel 1 + 2 + 3 + ... + n = n(n+1)
2 =: Σn.∗∗Als interessierte Mathematikerin bere
hnet Ulrike einige Summen, s
hreibt dieSummen als Folge na
heinander auf und beginnt mit Untersu
hungen:a) Wel
he Zahlen sind die ersten se
hs dieser Folge? Wel
he Zahl steht ander zwölften Stelle?b) Kommt ihre Lieblingszahl 85 in der Folge aller Summen (Σn) vor? Und dieZahl 120?
) Wie viele Zahlen sind kleiner als 100?d) Und wie geht do
h glei
h der Beweis für die Formel 1 + 2 + 3 + ... + n =

n(n+1)
2 ?e) Ulrike verrät die Formel au
h ihrem Na
hhilfes
hüler. Leider merkt er si
hdie Glei
hung ni
ht ri
htig, ma
ht einen �Re
henzei
henfehler� und bere
h-net irrtümli
h n(n−1)

2 . Wie ändert si
h dadur
h die Folge der Summen?(MG)
∗ Johann Carl Friedri
h Gauÿ, * 30.04.1777 in Brauns
hweig, † 23.02.1855 in Göttingen,Mathematiker, Astronom, Geodät und Physiker. Mehr über ihn erfahrt Ihr im Artikel vonDavid E. Rowe: Bilder, die an C. F. Gauÿ erinnern; Monoid 81 (März 2005), ab Seite30.
∗∗ Solltest Du die angedeutete Anekdote ni
ht kennen, dann informiere Di
h in Bü
hernoder frage Deinen Mathematiklehrer! 23 MONOID 99



Neue MathespielereienFür die jüngeren S
hüler/innen der Klassen 5�7Ein Messproblem Manfred hat die Aufgabe, seiner Mutter genau 4 lWasser zu bringen. Er rennt in den Garten und �ndetdrei Kanister, einen mit 8 l, einen mit 5 l und einen mit3 l Fassungsvermögen. Der 8 l-Kanister ist voll. Alles,was er tun kann, ist Wasser umzus
hütten.Wie muss er vorgehen, um seiner Mutter später genau4 l Wasser zu bringen? Da er weiÿ, dass seine Muttersehr penibel ist, a
htet er peinli
h genau darauf, keinWasser zu vers
hütten.(Alexander S
hneider, Klasse 8, Gymnasium im Alfred-Grosser-S
hulzentrum,Bad Bergzabern)Summe 2009Die Summe von n aufeinander folgenden natürli
hen Zahlen n > 1, sei 2009.Wel
he Zahlen n sind mögli
h? Wie heiÿt die jeweils kleinste der zu einem ngehörigen aufeinander folgenden Zahlen? (H.F.)Winkel-Verglei
hDie Geraden g und h seien orthogonal zu-einander. A sei ein Punkt auf h, der ni
htauf g liegt. B und C seien Punkte auf g ,die ni
ht in h enthalten sind und die beideauf der glei
hen Seite von h liegen.Wenn C weiter von h entfernt ist als B,dann gilt für die Winkel β und δ (vgl. Ab-bildung): β < δ. B

A

C

δ

α

γβ

g

hDu siehst es � kannst du es au
h begründen? (H.F.)
Bereits ab Seite 22 �ndet Ihr Mathespielereien!MONOID 99 24



Neue AufgabenKlassen 8�13Aufgabe 967: Lauter Quadratzahlen?Die unendli
he Zahlenfolge 2, 6, 12, 20, 30,... sei gebildet na
h dem Muster
2

+4−→ 6
+6−→ 12

+8−→ 20
+10−→ 30

+12−→ ...Dann gilt für jede Zahl a der Zahlenfolge: 4a + 1 ist eine Quadratzahl.Stimmt das? (H.F.)Aufgabe 968: Ein ReiseproblemElf Mathematiker der Uni Konstanz und zwölfMathematiker der Uni Mainz wollen si
h zu ei-ner Konferenz tre�en. Wo sollen sie si
h tref-fen, um den Reiseaufwand (sie fahren mit demAuto) mögli
hst niedrig zu halten? In Mainz?In Konstanz? Oder an einem Ort X an der di-rekten Reisestre
ke von Konstanz na
h Mainz?(H.F.)Aufgabe 969: Halleys
her KometImmer wieder lösen Kometen bei Mens
hen eine groÿe Faszination aus. EinKomet, der alle 75 bis 77 Jahre von der Erde aus beoba
htet werden kann, istder Halleys
he Komet. Edmond Halley∗ wies 1705 na
h, dass der Komet von1682 mit den Kometen aus den Jahren 1607 und 1531 identis
h sein muss.Die letzten drei Ers
heinungen dieses na
h ihm benanntenHalleys
hen Kometen (nebenstehend auf einer deuts
henBriefmarke von 1986) �elen in die Jahre 1835, 1910 und1986. Das nä
hste Mal wird er im Jahr 2061 von der Erdeaus zu sehen sein.Zeige, dass 18351910 + 19862061 dur
h 7 teilbar ist.Hinweis: Versu
he ni
ht die Zahlen 18351910 und 19862061 auszure
hnen, da sie sehr groÿwerden. Stattdessen kann Dir der (kleine) Satz von Fermat helfen. (Siehe Seite 8) (gefundenund überarbeitet MG)
∗ Edmond Halley, * 29.10.1656 (na
h dem damals in England no
h gültigen juliani-s
hen Kalender, na
h gregorianis
hem Kalender 08.11.1656) in Haggerston bei London,

† 14.01.1741 (greg. 25.01.1742) in Greenwi
h; Astronom, Mathematiker, Kartograph,Geophysiker und Meteorologe. 25 MONOID 99



Aufgabe 970: Bere
hnung eines FolgengliedesEs seien a1 = 1 und a2 = 2009. Dann seien a3, a4, a5... so de�niert:
a3 = a2 + a1, a4 = a3 + a2

a5 = a4 − a3

a6 = a5 + a4, a7 = a6 + a5

a8 = a7 − a6

... usw ...Wie groÿ ist a2009? (H.F.)Aufgabe 971: Ein Zylinder auf s
hiefer EbeneAuf einer s
hiefen Ebene steht ein �a
her, mitWasser gefüllter Zylinder so, dass das Was-ser den Rand an einer Seite berührt und ander genau gegenüber liegenden Seite im Quer-s
hnitt dur
h den Zylindermittelpunkt (sieheAbbildung) das Wasser 1,5 cm unter dem Randliegt.Wie ho
h ist der Zylinder, wenn sein Volumen V = 170ml und der Abstandder beiden erwähnten Berühr-(S
hnitt-)punkte der Wasserober�ä
he mit demZylinder 10 
m beträgt?Wissensfrage ohne Beweis: Wel
he Form hat die Wasserober�ä
he? (na
hAlia'a Ahmed Doma, Klasse 11, Deuts
he S
hule der Borromäerinnen, Kairo)Aufgabe 972: Primzahl-Untersu
hungena) Zeige, dass 22009 + 3 und 32009 + 2 keine Primzahlen sind.b) Zeige, dass 20092009 + 4 keine Primzahl ist!
) Zeige, dass 20092009 + 20082008 keine Primzahl ist.d) Gibt es ein n, für das (n + 1)n+1 + nn eine Primzahl ist? (WJB)Aufgabe 973: Kettenbru
hIm Beispiel 3 des Artikels �Kettenbrü
he� ist die Kettenbru
h-Entwi
klung für
1
2 (1 +

√
5) angegeben.a) Bestimme die Näherungswerte z0, z1, ... , z5b) Was fällt Dir dabei auf?
) Kannst Du die Vermutung aus b) au
h beweisen? (WJB)MONOID 99 26



Gelöste Aufgaben aus MONOID 98Klassen 8�13Aufgabe 967: Niemals eine QuadratzahlÜberlege, warum es keine natürli
he Zahl n gibt, für die n(n +2) eine Quadrat-zahl ist. (H.F.)Lösung:Es ist n(n + 2) = n2 + 2n. Daraus folgt die Unglei
hung n2 < n2 + 2n <
n2 + 2n + 1.Weil nun n2 +2n+1 = (n+1)2 ist, gilt: n(n+2) liegt zwis
hen den unmittelbaraufeinander folgenden Quadratzahlen n2 und (n + 1)2 und kann daher selbstkeine Quadratzahl sein.Lösungsvariante:Ein Re
hte
k mit den Seitenlängen n und n+2 sei in 1×1-Quadrate eingeteilt.Dann gibt es n(n + 2) sol
her Quadrate im Re
hte
k, aber nur n2 sol
herQuadrate im n × n-Quadrat. Daraus erkennt man n2 < n(n + 2).Wir denken uns nun das Re
hte
k verwandelt in dasnebenstehende Se
hse
k. Man sieht: Das Se
hse
kenthält n(n+2) der 1×1-Quadrate und damit ein 1×1-Quadrat weniger als das (n+1)× (n+1)-Quadrat, zudem das Se
hse
k lei
ht ergänzt werden kann. Mithinist n(n + 2) < (n + 1)2.Aus n2 < n(n + 2) < (n + 1)2 folgt dann die Behauptung.Aufgabe 968: Der Teiler 2009Es seien a ≥ 1, b ≥ 1 ganze Zahlen mit a + b = 2009.Gibt es Zahlenpaare a, b, für die gilt: 2009 ist ein Teiler von a · b?Wenn ja: Wel
hes sind die Paare? (H.F.)Lösung:Es ist b = 2009 − a, so dass ab = 2009a− a2.Annahme: 2009 teilt ab, in Zei
hen: 2009 | ab.Dann gilt 2009 | a2 wegen a2 = 2009a − ab. Nun ist 2009 = 72 · 41. Aus
(72 · 41) | a2 folgt 7 | a2 und 41 | a2, also au
h 7 | a und 41 | a; mithin gilt
(7 · 41) | a oder a = n · 287 mit n = 1, 2, 3, ..., 6 wegen a < 2009.Damit sind folgende Paare mögli
he Lösungen ∗:
(287, 1722), (574, 1435), (861, 1148). Weitere drei ni
ht wesentli
he Lösungenerhält man dur
h Vertaus
hen von a und b. Die Probe zeigt, dass die bere
h-neten Zahlenpaare tatsä
hli
h Lösungen sind.
∗ n = 7 bewirkt a = 2009 =⇒ b = 0. Es ist aber b ≥ 1 vorausgesetzt.27 MONOID 99



Aufgabe 969: Abs
hätzung einer Viere
ks�ä
heIm Viere
k ABCD seien in der übli
hen Bezei
hnung a, b, c , d die Längen dervier Seiten und F sei die Viere
ks�ä
he.Zeige, dass dann gilt: F ≤ 1
4 (a + c)(b + d). (H.F.)Lösung:Zunä
hst ist 1

4
(a + c)(b + d) = 1

4
(ad + bc) + 1

4
(ab + cd).Abs
hätzung von 1

4
(ad+bc): Wir zerlegen das Viere
kdur
h die Stre
ke BD in zwei Dreie
ke. Für diese gilt:

|△ABD| = 1
2
ah1 ≤ 1

2
ad und |△BCD| = 1

2
bh2 ≤

1
2
bc . Folgli
h ist 1

4
ad + 1

4
bc = 1

2
(1
2
ad + 1

2
bc) ≥

1
2
(|△ABD| + |△BCD|) = 1

2F .
aA B

D h2

h1

d
b

c
C

aA B

D

d

c
C

h3

h4

b

Abs
hätzung von 1
4
(ab + cd): Die Diagonale AC zer-legt das Viere
k in die Dreie
ke △ABC und △ACD,für die man wie oben zeigt:

|△ABC | ≤ 1
2
ab und |△ACD| ≤ 1

2
cd . Folgli
h ist

1
4
ab + 1

4
cd ≥ 1

2
(|△ABC | + |△ACD|) = 1

2
F .Aus den beiden Abs
hätzungen ergibt si
h die Behauptung.Aufgabe 970: Zwei Teilmengen einer MengeEine Menge M bestehe aus 15 vers
hiedenen natürli
hen Zahlen ≤ 2009.Begründe: AusM kann man stets zwei vers
hiedene Teilmengen so auswählen,dass für sie die Summen ihrer Elemente übereinstimmen.Hinweise: Eine Menge aus n Elementen hat 2n vers
hiedene Teilmengen, die leere Menge unddie ganze Menge mitgezählt.Die beiden ausgewählten Teilmengen können gemeinsame Elemente haben, der S
hnitt mussalso ni
ht leer sein. (H.F.)Lösung:Für die Summe S aller Elemente aus M gilt:

S ≤ 2009 + 2008 + 2007 + ... + 1995 = 30030.Die Menge M hat 215 Teilmengen.Für jede beliebig gewählte Teilmenge gilt: Die Summe ihrer Elemente ist ≥ 0und ≤ 30030 (die Summe der Elemente der leeren Menge ist 0).Unter den 215 = 32768 Teilmengen gibt es daher hö
hstens 30031 Mengen mitvers
hiedenen Elementesummen.MONOID 99 28



Unter den übrigen 2737 Teilmengen von M kann man daher stets eine so aus-wählen, dass ihre Elementesumme mit der von einer der 30031 Mengen über-einstimmt.Aufgabe 971: FamilienstatistikNa
h einer Bekanntma
hung des Statistis
hen Bundesamtes (Stand März 2004)leben von den Kindern unter 18 Jahren in Deuts
hland 25% ohne Ges
hwister,47% mit einem Ges
hwisterkind, 19% mit zwei Ges
hwistern und 9% mitmindestens drei Ges
hwistern. Die in Apotheken erhältli
he Zeits
hrift Babyund Familie von Mai 2006 s
hlieÿt daraus: �Paare, die si
h für ein zweites oderdrittes Kind ents
heiden, sind eindeutig in der Überzahl.�Bei der Lösung der folgenden Aufgabe ma
hen wir keinen groÿen Fehler, wennwir annehmen, dass die 9% der Kinder mit mindestens drei Ges
hwistern genaudrei Ges
hwister haben.a) Wie groÿ sind (unter allen Familien mit mindestens einem Kind) die Anteileder Familien mit 1, 2, 3 beziehungsweise 4 Kindern?b) Was hältst Du von der S
hlussfolgerung aus Baby und Familie? (WJB)Lösung:a) Gibt es insgesamt K Kinder, so stammen 0,25K davon aus (ebenso vielen)Einkindfamilien, 0,47K aus 0,47K
2 Zweikindfamilien, 0,19K aus 0,19K

3 Drei-kindfamilien und 0,09K aus 0,09K
4 Familien mit vier Kindern. Die Zahl derFamilie mit mindestens einem Kind ist also 0,25K + 0,47K

2 + 0,19K
3 + 0,09K

4 =

(0,25 + 0,235 + 0,063 + 0,0225)K = 0,57083K .Dies ergibt die Anteile
a1 =

0,25K

0,57083K
≈ 0,438 = 43,8 %,

a2 =
0,235K

0,57083K
≈ 0,412 = 41,2 %,

a3 =
0,063K

0,57083K
≈ 0,111 = 11,1 %,

a4 =
0,0225K

0,57083K
≈ 0,039 = 3,9 %.b) Es gibt tatsä
hli
h mehr Familien mit mehr als einem Kind als sol
he miteinem Einzelkind, allerdings sind diese ni
ht so eindeutig in der Überzahlwie Baby und Familie behauptet.Auÿerdem ist eine genaue Aussage au
h deshalb ni
ht mögli
h, da viele derberü
ksi
htigten Familien und der no
h Kinderlosen no
h ni
ht vollständigsind, das heiÿt eventuell später no
h (zusätzli
he) Kinder haben werden.29 MONOID 99



Aufgabe 972: Variation über den Satz des PythagorasIn einem Dreie
k mit Winkel γ = 90◦ gilt c2 = a2 + b2.Gibt es einen Winkel Γ derart, dass im Dreie
k mit γ = Γ gilt c3 = a3 + b3?(WJB)Lösung:Wir nehmen an, es gäbe einen sol
hen Winkel. Dann könnten wir ihn bestimmenaus dem Dreie
k △1 mit a = 1, b = 1 und c = 3
√

2 sowie dem Dreie
k △2 mit
a = 2, b = 1 und c = 3

√
9.Der Cosinussatz liefert dannfür △1: cos Γ =
a2 + b2 − c2

2ab
=

2 − 3
√

2
2

2
≈ 0,2063,für △2: cos Γ =

a2 + b2 − c2

2ab
=

5 − 3
√

9
2

4
≈ 0,1683.Die beiden Werte sind aber vers
hieden, folgli
h kann es einen sol
hen Winkelni
ht geben.Aufgabe 973: Karl Krauses KiesKarl Krause will seine Garagenzufahrt 15 
m ho
h mit Kies belegen. Die Zufahrtist 4 m breit und 14 m lang. Herr Krause muss den Kies na
h Gewi
ht kaufen.Deshalb stellt er fest, wie s
hwer der Kies ist, indem er vier Kiesel auf die Waagelegt. Diese wiegen 980 g. Dana
h füllt er einen Messbe
her mit 1

2 l Wasser undlegt dann die Steine hinein. Damit steigt die Anzeige des Messbe
hers auf
940ml. Er re
hnet dann: 0,15·4·14·980

940−500 = 18,7 und bestellt 19 Tonnen Kies. Beider Lieferung staunt er.Hat Herr Krause viel zu viel oder viel zu wenig Kies bekommen und warum?(WJB)Lösung:Er hat viel zu viel Kies bestellt und bekommen. Seine Re
hnung ging aus von
0,15 · 4 · 14 = 8,4 Kubikmeter Stein und hat ni
ht berü
ksi
htigt, dass er 8,4Kubikmeter Kies eins
hlieÿli
h der Zwis
henräume zwis
hen den Steinen habenwollte.Ein korrektes Vorgehen wäre zum Beispiel: Er füllt eine 80 g s
hwere S
ha
htelmit den Maÿen 13,5 ·13,5 ·18 (in 
m) mit Kies und wiegt sie. Mit dem Gewi
htvon dann 4800 g re
hnet er dann neu:

0,15 · 4 · 14 · (4800 − 80)

13,5 · 13,5 · 18
≈ 12,1, wobei 1

g

cm3
= 1

t

m3
benutzt wird.12 Tonnen Kies hätten also gerei
ht.MONOID 99 30



Jahr der AstronomieTeil I: Leben und Werk Keplersvon Mar
el GrunerDas vergangene Jahr 2008 wurde vom Bundesbil-dungsministerium zum Jahr der Mathematik ausge-rufen. Do
h mittlerweile s
hreiben wir 2009 und die-ses zehnte Wissens
haftsjahr ist unter das Motto For-s
hungsexpedition Deuts
hland gestellt worden. Zu-glei
h aber ist das Jahr 2009 von der Vollversamm-lung der Vereinten Nationen o�ziell zum Internationa-len Astronomiejahr erklärt worden. Au
h in Deuts
h-land gibt es deshalb zahlrei
he Veranstaltungen. Da-dur
h soll den Mens
hen die Gelegenheit geben wer-den, einen tieferen Einbli
k in die Astronomie zu ge-winnen und si
h über die neuesten astronomis
henEntde
kungen zu informieren. Das Jahr steht unterdem Motto: �Das Weltall: Du lebst darin � entde
kees!�Aber warum wurde 2009 unter dieses astronomis
he Motto gestellt? Das hatzwei historis
he Gründe, die si
h vor genau 400 Jahren, also im Jahr 1609,ereigneten.Damals hatte nämli
h Galileo Galilei1 erstmals ein Teleskop für astronomis
heBeoba
htungen gen Himmel geri
htet. Die Er�ndung des Teleskops hatte HansLipperhey2 im Oktober des Vorjahres erfolglos versu
ht, in Den Haag bei derholländis
hen Regierung zum Patent anzumelden. Galileo Galilei hörte davonund verwendete für seine Untersu
hungen das �holländis
he Perspektivglas�.Mit groÿem Erfolg, denn er ma
hte erstaunli
he Entde
kungen: Er fand zahl-rei
he, für das bloÿe Auge unsi
htbare, neue Sterne, konnte die Kraterstrukurdes Mondes untersu
hen und entde
kte vier Monde des Jupiters.Obwohl diese Entde
kungen und das Leben des Galilei au
h sehr interessantsind, wenden wir uns nun dem zweiten ents
heidenden Ereignis des Jahres 1609zu. Denn im selben Jahr verö�entli
hte Johannes Kepler sein Werk AstronomiaNova, in dem er die grundlegenden Gesetze der Planetenbewegung aufstellte.Zur Person Keplers1 Galileo Galilei, *15.02.1564 in Pisa, † 08.01.1642 in Ar
etri bei Florenz; Mathematiker,Physiker und Astronom. Entde
kte die Sonnen�e
ken und vertrat das heliozentris
heWeltbild. 1633 wurde er von der Inquisition der katholis
hen Kir
he verurteilt, unterHausarrest gestellt und erst 1992 formal rehabilitiert.2 Hans Lipperhey, oft �nden si
h au
h die S
hreibweisen Jan Lipperhey oder Hans Lippers-hey, * um 1570 in Wesel, † September 1619 in Middelburg; hauptberu�i
h Brillenma
her.31 MONOID 99



Friedri
h Johannes Kepler (latinisiert: Ioannes Keplerus) wurde am 27. Dezem-ber 1571 in Weil der Stadt (etwa 30 km westli
h von Stuttgart) geboren.Die protestantis
he Familie Kepler lebte in be-s
heidenen Verhältnissen. Der kleine Johanneswar s
hwa
h und anfällig für Krankheiten. Mitvier Jahren erkrankte er an Po
ken, die erzwar überlebte, aber als Folge blieb ein Augen-s
haden zurü
k, der sein Sehvermögen beein-trä
htigte. So ers
hienen ihm helle Gegenstän-de mit mehreren Umrissen. Keplers mathema-tis
he Begabung wurde früh erkannt und seineMutter we
kte sein Interesse für Astronomie,etwa indem sie ihm den Kometen von 1577 unddie Mond�nsternis von 1580 zeigte.Ab 1589 studierte Kepler Theologie in Tübingen, nebenbei aber au
h bei demMathematiker und Astronomen Mi
hael Mästlin3, der ihn mit dem 
operni
ani-s
hen4 Weltbild, na
h dem si
h die Erde um die Sonne dreht, vertraut ma
hte.Im Jahr 1594 wurde Kepler Lehrer für Mathematik an der Jesuitens
hule inGraz. 1596 s
hrieb er sein Mysterium Cosmographi
um, in dem er seine kos-mologis
he Theorie vorstellte. Darin entwi
kelte er einen Bezug zwis
hen denBahnen der damals bekannten fünf Planeten Merkur, Venus, Mars, Jupiter undSaturn und der Ober�ä
hen der fünf platonis
hen Körper. In seinem Modell sinddie Planetenbahnen Groÿkreise auf Kugeln, deren Radien dadur
h bestimmtsind, dass ihnen platonis
he Körper ums
hrieben sind und diesen wiederum dieKugeln des jeweils nä
hsten Planeten.5 Mit der späteren Entde
kung seinesersten Gesetzes war dieses Modell Keplers überholt � und spätestens na
h derEntde
kung entfernterer Planeten.Da Kepler in Zeiten religiöser Auseinandersetzungen, etwa au
h des Dreiÿig-jährigen Krieges, lebte, musste er immer wieder umziehen. So verlieÿ er na
hnur se
hs Jahren Graz wieder und ging na
h Prag, wo er Assistent von Ty
hoBrahe6 wurde. Eine Zusammenarbeit, die ni
ht einfa
h war. Brahe war ein ex-zellenter Beoba
hter, während Kepler wegen seiner Fehlsi
htigkeit selbst keineBeoba
htungen dur
hführen konnte. Dafür war Kepler der bessere Mathema-tiker. Die Zusammenarbeit belastete au
h, dass Brahe dem 
operni
anis
hen3 Mi
hael Mästlin, au
h Möstlin, * 30.09.1550 in Göppingen, † 20.10.1631 in Tübingen;deuts
her Mathematiker und Astronom.4 Ni
olaus Coperni
us, im Deuts
hen seit dem späten 18. Jahrhundert oft Nikolaus Ko-pernikus ges
hrieben, * 19.02.1473 in Thorn, † 24.05.1543 in Frauenburg; Astronom,Jurist und Arzt. Formulierte das heliozentris
he Weltbild, na
h dem die Erde und diePlaneten die Sonne umkreisen.5 Eine graphis
he Ans
hauung dieses Modell könnt Ihr Eu
h auf dem Titelbild ansehen.6 Ty
ho Brahe, * 14.12.1546 auf S
hloss Knutstorp, S
honen, † 24.10.1601 in Prag; dä-nis
her Astronom.MONOID 99 32



Weltbild, dem Kepler anhing, nur teilweise zustimmte.Na
hdem Brahe 1601 starb, wurde Kep-ler dessen Na
hfolger als Kaiserli
her Hof-mathematiker. Nun konnte Kepler dieumfangrei
hen Beoba
htungsdaten Brahesnutzen, um seine eigenen Theorien zu ver-bessern. So entwi
kelte er das erste astro-nomis
he System, das keine Kreisbahnenbenutzte. Stattdessen entde
kte er, dasssi
h die Planeten auf Ellipsenbahnen be-wegen.Seine Ergebnisse verö�entli
hte Kepler 1609 im Bu
h Astronomia nova de mor-tibus stellae Martis7, in wel
hem er au
h die ersten beiden na
h ihm benanntenGesetze vorstellte.Bereits im Jahr 1604 beoba
htete Kepler eine Supernova. Diese Beoba
htungder Entstehung eines neuen Sterns widerspra
h der damaligen Meinung, dasFixsterngewölbe sei ewig unveränderli
h.Wegen der vermehrten religiösen Spannungen in Prag verlieÿ Kepler 1612 na
hdem Tod des Kaisers die Stadt und zog na
h Linz. Dort arbeitete er an einemBeri
ht vom Geburtsjahr Christi, indem er den biblis
hen Stern von Bethlehemals Konjugation der Planeten Jupiter und Saturn identi�zierte und auf einen frü-heren Zeitpunkt datierte. Do
h au
h die Zeit in Linz war ni
ht glü
kli
h. Keplererhielt sein Gehalt nur unzuverlässig und musste es mühevoll eintreiben. Auÿer-dem wurden seine Bibliothek bes
hlagnahmt und die protestantis
hen Kinderzur Teilnahme an der katholis
hen Messe gezwungen. Denno
h blieb Kepler 14Jahre, bis er na
h Ulm �oh. Dort fand er Wallenstein8 als neuen Förderer.Für das Jahr 1631 bere
hnete Kepler erstmals in der Ges
hi
hte korrekt einenVenustransit dur
h die Sonnens
heibe voraus. Diesen konnte er aber selbst ni
htmehr beoba
hten: Na
hdem von Wallenstein seinen Posten als Generalissimusverlor und ihn ni
ht mehr bezahlen konnte, reiste Kepler über Leipzig und Nürn-berg na
h Regensburg. Na
h nur kurzer Zeit starb er dort am 15. November1630 mit 58 Jahren an Fieber und Feuerpusteln. Das Begräbnis fand vermutli
hwie übli
h drei Tage später statt, am Tag vor einer Mond�nsternis. Keplers Grabging wegen der Wirren des Dreiÿigjährigen Kriegs unter, bekannt ist aber na
hwie vor seine selbstverfasste Grabins
hrift: �Mensus eram 
oelos, nun
 terraemetior umbras. Mens 
oelestis erat, 
orporis umbra ia
et.�97 lat. �Die neue Astronomie über die Bewegung des Sternes Mars�, kurz nur Astronomianova genannt8 Albre
ht von Wallenstein, eigentli
h Albre
ht Wenzel Eusebius von Waldstein,* 24.09.1583 in Hermanitz an der Elbe, Böhmen, † 25.02.1634 in Eger; Oberbefehlshaberder kaiserli
hen Streitkräfte im Dreiÿigjährigen Krieg, kämpfte gegen die protestantis
henMä
hte Deuts
hlands sowie gegen Dänemark und S
hweden, �el später in Ungnade undwurde ermordet.9 Die Himmel hab i
h gemessen, jetzt mess i
h die S
hatten der Erde. Himmelwärts strebteder Geist, des Körpers S
hatten ruht hier.33 MONOID 99



Kepler war Naturphilosoph, evangelis
her Theologe, Mathematiker, Astrologe,Optiker, Astronom und natürli
h Mathematiker.1611 verö�entli
hte Kepler einen Aufsatz zur Symmetrie von S
hnee�o
ken,das erste bekannte Werk zu diesem Thema. Er bemerkte, dass S
hnee�o
kensymmetris
h unter einer Drehung um jeweils 60◦ sind (se
hszählige Symmetrie),zuglei
h aber au
h jeweils ein einzigartiges Aussehen haben. Weiter vermuteteer ri
htig, dass ihre hexagonale Gestalt von der Kälte verursa
ht wird. DieseArbeit führte Kepler weiter zur Frage na
h der maximalen Di
hte von Kreisan-ordnungen und Kugelpa
kungen. Er vermutete, dass die di
hteste Art Kugeln zustapeln sei, diese zu einer Pyramide zu stapeln und �auf Lü
ke� zu legen. DieseVermutung war über Jahrhunderte ein o�enes Problem, und der 1998 von Tho-mas Hales10 vorgelegte Beweis ist no
h ni
ht endgültig überprüft. Auÿerdemlegte Kepler mit seiner Fassregel zur Volumenbere
hnung die Grundlagen fürdie Arbeiten von Bonaventura Cavalieri11 und Evangelista Torri
elli12, wel
hewiederum grundlegend für die moderne Analysis sind.Er entwi
kelte die Optik als Wissens
haft weiter, indem er si
h mit Li
htbre-
hung bes
häftigte, die Wirkung der Brillengläser erklärte und die Grundlagender modernen Optik legte, als deren Vater er oft bezei
hnet wird. Das Teleskopentwi
kelte er weiter, sodass er die gema
hten Entde
kungen seines Zeitgenos-sen Galileo Galilei beweisen konnte.Zu Ehren Johannes Keplers sind ein Mondkrater und der Asteroid 1134 be-nannt worden; Paul Hindemith13 komponierte 1957 die Oper Die Harmonie derWelt, eine Hommage an Kepler, deren Titel bereits eine Anspielung auf dieHarmoni
es Mundi ist.
Was es mit den Keplers
hen Gesetzen auf si
h hat und was sie aussagen, daserfahrt Ihr im nä
hsten MONOID-Heft 100.10 Thomas Callister Hales, * 04.06.1958 in San Antonio, USA; Mathematiker, besondersin den Gebieten Algebra und Geometrie. Professor an der Universität Pittsburgh.11 Bonaventura Fran
es
o Cavalieri, * 1598 wahrs
heinli
h in Mailand, † 03.12. oder30.11.1647 in Bologna; Mathematiker und Astronom. Das Cavalieris
he Prinzip besagt,dass zwei Körper bei denen alle ebenen S
hnitte, die parallel zur Grundebene und inglei
hen Abständen ausgeführt werden, glei
h sind, das glei
he Volumen haben.12 Evangelista Torri
elli, * 15.10.1608 in Faenza, † 25.10.1647 in Florenz; Physiker undMathematiker.13 Paul Hindemith, * 16.11.1895 in Hanau, † 28.12.1963 in Frankfurt am Main; Brats
histund Komponist der Moderne (Neue Musik).MONOID 99 34



Kettenbrü
hevon Wolfgang J. BühlerEuklids Algorithmus:In Euklids siebtem Bu
h wird folgende Methode bes
hrieben, den gröÿten ge-meinsamen Teiler (ggT) zweier natürli
her Zahlen m und n zu �nden:Setze m0 = m, n0 = n und teile mit Rest, das heiÿt m0

n0
= a0 +

r0

n0
, a0 ≥ 0,

0 ≤ r < n0, a0, r0 ganze Zahlen.Ist r0 = 0, so sind wir fertig. Sonst ist m0

n0
= a0 +

1
n0

r0

und wir wiederholen dasVerfahren mit m1 = n0, n1 = r0, also n0

r0
=

m1

n1
= a1 +

r1

n1
. Ist r1 = 0, so sind

n0 = m1 = n1a1 und m0 = a0n0 + r0 = a0n1a1 + n1 beide teilbar dur
h n1.Ist r1 > 0, so ist m0

n0
= a0 +

1

a1 +
1
n1

r1

und wir wiederholen das Verfahren mit
m2 = n1 und n2 = r1. So ma
hen wir weiter bis zu einem rk mit rk = 0. Indiesem Fall ist nk der gesu
hte ggT und x =

m0

n0
lässt si
h darstellen als

x = a0 +
1

a1 +
1

a2+ . . .
1

ak

.

Einen sol
hen Ausdru
k nennt man Kettenbru
h und s
hreibt dafür au
h ein-fa
her x = [a0; a1, a2, ... , ak ]. Jede rationale Zahl lässt si
h als Kettenbru
hdarstellen und umgekehrt stellt jeder sol
he Kettenbru
h [a0; a1, a2, ... , ak ] einerationale Zahl dar.Ni
ht rationale Zahlen:Für irrationales x > 0 imitieren wir das obige Verfahren. Wir s
hreiben x = x0 =

a0 + y0 mit ganzzahligem a0 und 0 ≤ y0 < 1 und s
hreiben dafür x0 = a0 +
1

x1mit x1 = 1
y0

. x1 = a1 +
1

x2
, das heiÿt x0 = a0 +

1

a1 +
1

x2

und so weiter35 MONOID 99



x0 = a0 +
1

a1 +
1

a2+ . . .
1

ak +
1

xk+1

.
Dieser Kettenbru
h kann ni
ht abbre
hen, da sonst x rational wäre. Wir habensomit für jedes k einen rationalen Näherungswert

zk = [a0; a1, a2, ... , ak ] = a0 +
1

a1 +
1

a2+ . . .
1

ak−1 +
1

ak

.
Der Beweis dafür, dass zk eine gute Annäherung bildet, das heiÿt lim

k→∞
zk = xist, führt über den Rahmen dieses Aufsatzes hinaus. Die Tatsa
he erlaubt uns

x = [a0; a1, a2, ...]zu s
hreiben und dies die Kettenbru
hdarstellung von x zu nennen.Periodis
he Kettenbrü
he:Wir bes
hränken uns (zunä
hst) auf 0 < x < 1, das heiÿt a0 = 0 und
x = [0; a1, a2, ... , am, a1, a2, ...] = [0; a1, a2, ... , am, (x)] beziehungsweise

x =
1

a1 +
1

a2+ . . .
1

am + x

.
Der Ausdru
k auf der re
hten Seite lässt si
h umformen zu Ax + B

Cx + D
mit ganz-zahligen A, B, C , D. Multiplizieren wir die Glei
hung x =

Ax + B

Cx + D
mit Cx + D,so ergibt si
h eine quadratis
he Glei
hung für x . Diese besitzt (wir beweisendas ni
ht) eine positive Lösung.Beispiel 1:

x = [0; 1, 2, (x)] =
1

1 +
1

2 + x

=
2 + x

3 + x
ergibt x(3 + x)− (2 + x) = 0, das heiÿt

x2 + 2x − 2 = 0 und somit x = −1 +
√

1 + 2 =
√

3 − 1.MONOID 99 36



Beispiel 2:Wegen 1√
2 − 1

=

√
2 + 1

2 − 1
= 2+ (

√
2− 1) sehen wir, dass √2 = 1+

√
2− 1 =

1 +
1

2 +
√

2 − 1
= 1 +

1

2 +
1

2 +
√

2 − 1

= ... = [1; 2, 2, ...].Beispiel 3:
x − 1 =

1

x
ergibt x = 1 +

1

x
= 1 +

1

1 +
1

x

= 1 +
1

1 +
1

1 +
1

x

= ... = [1; 1, 1, ...].Dies ist also die Kettenbru
hdarstellung für die positive Lösung von x − 1 =
1

x
,also von x2−x−1 = 0, dass heiÿt x =

1

2
(1+

√
5). Diese Zahl tritt als Verhältnisbeim Goldenen S
hnitt und der Fibona

i-Folge auf.Ist ein Kettenbru
h nun s
hlieÿli
h periodis
h, dass heiÿt x = [a0; a1, a2, ... , aj , (y)],wobei y periodis
h ist, so ist x eine gebro
hene lineare Funktion von y .

x =
Ay + B

Cy + D
und y wieder Lösung einer quadratis
hen Glei
hung.Au
h hier können wir also x aus seiner Kettenbru
hdarstellung explizit bestim-men.Transzendente Zahlen:Zahlen x ∈ R, die einer Glei
hung der Form cnx

n +cn−1x
n−1+...+c1x +c0 = 0genügen, heiÿen algebrais
he Zahlen. Hierzu gehören insbesondere die im vo-rigen Abs
hnitt behandelten Zahlen mit periodis
hen Kettenbrü
hen. Erstaun-li
herweise ist für keine andere algebrais
he Zahl eine Kettenbru
hdarstellungexplizit bekannt.Ni
ht�algebrais
he Zahlen heiÿen transzendent. Für einige dieser Zahlen ist eineKettenbru
h-Entwi
klung explizit mögli
h. So ist

e = [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, ... , 1, 2n, 1, 1, ...]
√

e = [1; 1, 1, 1, 5, 1, 1, 9, 1, 1, 13, 1, ... ].Andererseits lässt si
h aus einem Anfangsstü
k der Darstellung von π kein Bil-dungsprizip erkennen.
π = [3; 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2, 1, 3, ...]

37 MONOID 99



Dies ist das Titelbild der Bros
hüre, die Mar-tin Mettler no
h vor seinem Tode im Sep-tember 2005 anlässli
h des 25-jährigen Ju-biläums der von ihm begründeten Zeits
hriftMONOIDzusammengestellt hat.Die Bros
hüre enthält eine Fülle von Aufgabenund Beiträgen aus den ersten Jahren dieses �Ma-thematikblattes für Mitdenker� und ist daher her-vorragend geeignet, das Problemlösen zu üben -sei es begleitend zum Mathematikunterri
ht, seies zur Vorbereitung und als Training für mathe-matis
he Wettbewerbe.Martin Mettler s
hrieb im Juni 2004 in der Einleitung: �DasBu
h ri
htet si
h an alle Mathe-Liebhaber, insbesondere anBegabte, an Teilnehmer an Wettbewerben; selbstverständ-li
h au
h an Mathe-Lehrer, besonders an jene, die eineMathe-AG gründen wollen oder bereits leiten, an Lehramts-studenten, aber au
h an andere, die si
h mit dem Gedan-ken tragen, ihr logis
hes Denken zu trainieren. Zur unter-haltsamen Einführung bringe i
h am Anfang einige Beiträgeaus dem MONOID-Sonderheft 1986, wel
hes die Übers
hrift�Spiel und Spaÿ mit und ohne Mathe� trug.Selbstverständli
h konnte i
h ni
ht das ganze Bu
h mit Spielereien füllen. All-mähli
h dringen wir immer tiefer in die geheimnisvolle Welt der Mathematikein. So folgen die überarbeiteten Artikel und Aufgaben der ersten 16 MONOID-Hefte. Nur ein Teil des bereits 1995 in der Bros
hüre �Kollektaneen� ers
hie-nenen Materials wurde weggelassen. Die �Neuen Aufgaben� ers
heinen hier mitden Nummern, mit denen sie damals in der Zeits
hrift ers
hienen sind. IhreLösungen ers
heinen unter �Gelöste Aufgaben�.Es besteht kein Zweifel, dass der Mathematik die Ehre gebührt, im besonderenBli
kfeld der Ö�entli
hkeit zu stehen. Gilt sie do
h als eine der unverzi
htbarenWissens
haften für die ho
h te
hnisierte Welt des globalen Wettbewerbs. Dasvorliegende Bu
h soll mein bes
heidener Beitrag zur Werbung für die Mathe-matik sein.�Es sind nur no
h wenige Exemplare vorhanden. �Spiel und Spaÿ mit Mathe�von Martin Mettler kann bezogen werden zum Unkostenbeitrag von 6e +gegebenenfalls 2e Versandkostenpaus
hale von der MONOID-Redaktion dur
hBestellung über Internetwww.mathematik.uni-mainz.de/monoidoder Sie s
hi
ken eine E-Mail an die Redaktion:monoid�mathematik.uni-mainz.de.MONOID 99 38



Mathematis
he Lese-E
ke� Lesetipps zur Mathematik �von Martin MattheisGlaeser, Georg/Polthier, Konrad: �Bilder der Mathematik� .Wer bei Mathematik nur an tro
kene Formeln s
heinbar unverständli
her Bu
h-stabenfolgen denkt, der wird si
h wundern: Den beiden MathematikprofessorenGeorg Glaeser und Konrad Polthier ist mit �Bilder der Mathematik� ein an-spru
hsvolles und ans
hauli
hes, aber ni
htsdestotrotz spannendes und au
hs
hönes �Bilderbu
h� gelungen. Inhaltli
h umfasst das Werk die vers
hiedens-ten Themenberei
he: ebene, räumli
he und höherdimensionale Geometrie, Ab-bildungen, Minimal�ä
hen und Parkettierungen, aber au
h zahlentheoretis
heGrundüberlegungen. �Bilder der Mathematik� ist kein Bu
h, das man von vornebis hinten an einem Stü
k dur
hliest. Entweder su
ht man zu einem mathema-tis
hen, abstrakten Sa
hverhalt die passende Visualisierung oder man mö
htesi
h inspirieren lassen, mit wel
hem mathematis
hen Problem man si
h be-fassen will. Da die darin behandelten Inhalte zwar grundlegend, aber ni
ht zueinfa
h sind, ri
htet si
h das Bu
h an mathematis
h interessierte S
hülerin-nen und S
hüler der Oberstufe, Studierende und Lehrkräfte der Mathematik.Zu den insgesamt 1000 farbigen Abbildungen gibt es jeweils eine knappe Ein-führung in die bes
hriebene Problematik, die in den meisten Fällen neugierigauf mehr ma
ht. Dazu dienen dann die direkt zu den einzelnen Themen in ei-ner Fuÿzeile vorgestellten Literaturangaben zum Weiterlesen und entspre
hendeInternetverweise in Hülle und Fülle.Fazit:Georg Glaeser und Konrad Polthier ist mit �Bilder der Mathematik� ein ma-thematis
hes �Bilderbu
h� im besten Sinne � sei es zum Na
hs
hlagen oderau
h zum Anregenlassen � gelungen. Der einzige Wermutstropfen ist der dur
hdie groÿe Menge der dur
hgängig farbigen Abbildungen erklärbare Preis von34,95 e, der jedo
h von ri
htig Mathematikbegeisterten abgemildert werdenkann, indem man si
h das Bu
h zu Weihna
hten wüns
ht, oder dafür sorgt,dass es für die S
hulbibliothek anges
ha�t wird.Gesamtbeurteilung: sehr gut ,,,Angaben zum Bu
h:Glaeser, Georg/Polthier, Konrad: Bilder der Mathematik ;Spektrum 2009, ISBN 978-3-8274-2017-6, ,geb. 323 Sei-ten, 34,95eArt des Bu
hes: �Bilderbu
h� mit Visualisierungenmathematis
her InhalteMathematis
hes Niveau: von lei
ht bis s
hwer verständli
hAltersempfehlung: ab 16 Jahren39 MONOID 99



Mathe ist überallvon Carina Lang
In der S
hule sind viele Fä
her P�i
ht,von denen S
hüler denken: �die brau
ht man ni
ht!�Mathe ist eines, da stöhnen sie laut,weil man da s
hon mal eine Arbeit verhaut.Au
h in der Oberstufe wird man sie ni
ht los.Der Unmut darüber ist bei vielen sehr groÿ.Do
h warum, Mits
hüler, sie uns daran ewig binden,ist einfa
h, denn Mathe ist überall zu �nden.Ist in der Oberstufe Biologie dein Ziel,musst �eiÿig du re
hnen und zwar viel.Au
h in Chemie und Physik ist es wi
htig,du kannst Glei
hungen lösen und bere
hnest sie ri
htig.Selbst in Musik musst Intervalle du zählen.In Sozi wird man di
h mit Diagrammen oft quälen.Ja, in jedem Fa
h ist Mathe ni
ht einerlei,do
h au
h auÿerhalb der S
hule ist es mit Mathe ni
ht vorbei.Wie muss man beim Handy nur sehr wenig zahlen,wie vergibt man seine Stimmen ri
htig bei Wahlen,ja sogar wie kommt mein Fuÿballverein dur
h Punkte ans Ziel,überall ist Mathematik im Spiel.Von Steuererklärungen bis zum Erbre
hen,mö
hte i
h jetzt hier lieber ni
ht spre
hen.Man
hes ist lei
ht, man
hes s
hwierig, klar,do
h Mathe ist wi
htig, das ist wirkli
h wahr.Und seid ihr in Mathe au
h ni
ht immer so gut,gebt niemals auf und habt nur Mut.Seid von Mathe ni
ht ers
hre
kt.Selbst Lehrer re
hnen ni
ht perfekt!
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Produktpyramidenvon Dietmar ViertelEine interessante Fragestellung sind immer wieder die Pyramiden aus Zahlen,die na
h regelmäÿigen Mustern gebildet werden, deren Produkte wieder sol
heZahlen ergeben sollen (so die Behauptung). In MONOID-Heft 90 hat HartwigFu
hs eine sol
he Pyramide angegeben und au
h glei
h gezeigt, dass si
h dasMuster der Produkte tatsä
hli
h fortsetzt:
91 · 1 22 1 = 111 111

90 91 · 1 22 22 1 = 11111 11111
90 90 91 · 1 22 22 22 1 = 1111111 1111111Sein Weg ging über die Einführung von Abkürzungen für diese Zahlen und derenManipulation. I
h bin sol
he Probleme bisher immer anders angegangen.Wenn man es s
ha�t, sol
he Zahlenmuster in einen ges
hlossenen Ausdru
kzu pa
ken, dann kann man es direkt dur
hre
hnen. Wie kommt man zu einersol
hen Darstellung?Die Idee, um sol
he Zahlenmuster zu erzeugen, ist immer wieder die glei
he:eine Zahl, die aus n 99er besteht (wobei n ∈ N), erhält man mit

10n − 1 = 999 ... 999
︸ ︷︷ ︸

n mal Zi�er 9

(1)Darauf aufbauend bekommt man eine Zahl, die nur aus 1en besteht, indemman (1) dur
h 9 dividiert. Multipliziert man ans
hlieÿend no
h mit einer Zahl
1 ≤ z ≤ 9, so kann man s
hon mal jede Zahl darstellen, die nur aus glei
henZi�ern z besteht:

10n − 1

9
· z = zzz ... zzz (2)Und eine Zahl wie 121212 oder 123123123 mit n Wiederholungen der Zif-fernfolge 12 bzw. 123? Mit ein wenig Experimentieren kommt man auf dieseZusammenhänge, in denen die Zi�er 1 jeweils n-mal vorkommt:

102n − 1

99
= 10101 ... 10101 (3a)

103n − 1

999
= 1001001 ...1001001 (3b)Damit kann man alle Zahlen mit regelmäÿigen Mustern erstellen, indem manmit der entspre
henden 2- bzw. 3-stelligen Zahl multipliziert.Man könnte (3a) und (3b) au
h über geometris
he Summen herleiten (n−1∑

i=0

10k·i ,dabei ist k der Abstand der 1en), aber i
h denke, sie sind au
h so einsi
htig; vor41 MONOID 99



allem, wenn einem ni
hts anderes übrig bleibt, weil man diese Summen no
hgar ni
ht kennt.Und bei Abwei
hungen vom regelmäÿigen Muster, wie etwa der 1 in der Ei-nerstelle bei den Zahlen auf der linken Seite des Produkts oder der 1 vorneund hinten beim re
hten Faktor? Nun, da benutzt man einfa
h Summanden,die diese Abwei
hungen erzeugen. Beim linken Faktor muss man nur eine 1addieren:
102n − 1

99
· 90 + 1 (4)Der re
hte Faktor ist etwas kni�iger. Da gibt es mehrere Mögli
hkeiten, dienatürli
h na
h entspre
henden Umformungen alle auf den glei
hen Term hin-auslaufen. Die n Gruppen von 22 sind klar. Sie stehen aber ni
ht ganz re
hts,sondern enden bei der Zehnerstelle der Zahl. Eine Multiplikation mit 10 hilft da,den ganzen 2er Blo
k eine Stelle na
h links zu vers
hieben. Jetzt no
h eine 1addieren und die Zahl stimmt fast. Die vordere 1 bekommt man dur
h Additioneiner passenden 10er-Potenz. Zusammengefasst ergibt das:

102n+1 +
102n − 1

99
· 22 · 10 + 1 (5)Jetzt ist es nur no
h eine Fleiÿarbeit, (4) und (5) miteinander zu multiplizierenund zu vereinfa
hen (eine s
höne Übung für Potenzgesetze):

(
102n − 1

99
· 90 + 1

)(

102n+1 +
102n − 1

99
· 22 · 10 + 1

)

=
104n+2 − 1

9
(6)Und das ist do
h genau der Ausdru
k, um die 1en der re
hten Seite zu erzeugen(verglei
he (2)).Wer si
h jetzt selbst daran versu
hen will, bittes
hön:

49 = 72 (7)
4489 = 672

444889 = 6672Dazu no
h ein Tip: es kann s
hwierig sein, dur
hgängig von der linken bis zurre
hten Seite umzuformen. Dann arbeitet man si
h von beiden Seiten bis zurMitte vor. Bei (6) ergab es si
h einfa
h dur
h Ausmultiplizieren der Klammernund Vereinfa
hen. Bei (7) ist es ni
ht ganz so einfa
h, auf die Form der re
htenSeite zu kommen. Dann formt man eben beide Seiten getrennt um, bis dieentstehenden Ausdrü
ke glei
h sind. Und s
hreibt es ans
hlieÿend in eine einzigeGlei
hungskette.MONOID 99 42



Ein weiteres s
hönes Beispiel ist (Vorsi
ht!):
12 = 1 (8)

112 = 121

1112 = 12321

11112 = 1234321S
hreibe erst mal die 12. Zeile auf, wie sie Deiner Meinung na
h aussehenmüÿte. Dann re
hne und verglei
he. Au
h hier wieder ein Tipp (wer si
h denSpaÿ selbst gönnen will, die Ausdrü
ke für 1234 und 4321 selbst herzuleiten,der sollte jetzt den Rest verde
ken). Es ist
4321 = 4 · 103 + 3 · 102 + 2 · 10 + 1 =

4∑

i=1

i · 10i−1und allgemein:
n∑

i=1

i · 10i−1 =
10n(9n − 1) + 1

81

1234 =

4∑

i=1

(6 − i) · 10i−1
n∑

i=1

(n + 1 − i) · 10i−1 =
10n+1 − 9n − 10

81
.

Rubrik der Löser und LöserinnenStand na
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hel33, Maram Mohamed 9, Jessi
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Mitteilungen
• Herausgeber und Redaktion begrüÿen herzli
h alle neuen Leser-innen und Leser, die zu Beginn des S
huljahres 2009/10 ein MONOID-Abonnement bestellt haben. Wir bitten Eu
h daran zu denken, den Abo-Beitrag (falls no
h ni
ht ges
hehen) re
htzeitig auf das MONOID-Konto mitder Kontonummer 505 948 018 bei der Mainzer Volksbank (BLZ 551 900 00)zu überweisen!
• Zum Internationalen Jahr der Astronomie 2009 hat Mar
el Gruner,der bereits als Student zu früheren Heften Inhalte beigetragen hat, in die-sem Heft einen Artikel über das Leben und Werk Johannes Keplers ge-s
hrieben. Im Dezemberheft wird es einen zweiten Teil dazu geben. Inzwi-s
hen ist Herr Gruner Studienreferendar in Bad Kreuzna
h und unterri
htetan der Alfred-Delp-S
hule in Hargesheim Mathematik und Physik.
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hüleraustaus
hprogramme im Wert von über 10 000 e. AlleJugendli
hen, S
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hsene, die gerne ein Ausland-sprogramm absolvieren mö
hten, damit verbundene Kosten aber ni
ht auseigener Kraft aufbringen können, haben no
h bis zum 31.11.09 die Mög-li
hkeit, si
h für das Nordli
ht-Stipendium zu bewerben. Ents
heidend fürdie Vergabe eines Stipendienplatzes ist vor allem das soziale Engagementder jungen Mens
hen. Alle weiteren Informationen �nden si
h im Internetunter www.nordli
ht-stipendium.de.Die RedaktionLeitung: Dr. Cynthia Hog-Angeloni, Dr. Ekkehard KrollMitglieder: Angelika Beitli
h, Prof. Wolfgang J. Bühler, Ph. D., MarkusDillmann, Christa Elze, Dr. Hartwig Fu
hs, Dr. Klaus Gornik, Mar
el Gruner,Arthur Köpps, Wolfgang Kraft, PD Dr. Margarita Kraus, Helmut Ramser, SilkeS
hneider, Prof. Dr. Hans-Jürgen S
huh, Prof. Dr. Du
o van Straten, Dr. Sieg-fried Weber, Dr. Susanne Weiÿmann.Weitere Mitarbeiter: Dr. Valentin Blomer, Martin Mattheis, Dr. Volker Priebe,Dr. Stefan KermerZusammenstellung und Satz: Boris Baltes, Ste�en WolfInternet: Juliane GutjahrBetreuung der Abonnements: Katherine Pillau47 MONOID 99
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