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Eine mathematishe Zeitshriftfür Shüler(innen) und Lehrer(innen)1980 gegründet von Martin Mettlerseit 2001 herausgegeben vomInstitut für Mathematik an derJohannes Gutenberg-Universität zu Mainz



Liebe L(o)eserin, lieber L(o)eser!Die neuen Aufgaben warten auf Lösungen. Nur Mut, auh wenn Du in Mathe keine�Eins� hast! Die Aufgaben sind so gestaltet, dass Du zur Lösung niht unbedingt denMathe-Sto� der Shule brauhst. Vielmehr wirst Du viel mathematishe Fantasie undselbstständiges Denken brauhen, aber auh Zähigkeit, Willen und Ausdauer.Wihtig: Auh wer nur eine Aufgabe oder Teile einzelner Aufgaben lösen kann, sollteteilnehmen; der Gewinn eines Preises ist dennoh möglih. Denkt bei Euren Lösungendaran, auh den Lösungsweg anzugeben!Für Shüler/innen der Klassen 5�7 sind in erster Linie die Mathespielereien vorgese-hen; auh Shüler/innen der Klassen 8 und 9 dürfen hier mitmahen, aber nur auf derBasis der halben Punktzahl. Alle Shüler, insbesondere aber jene der Klassen 8-13,können Lösungen (mit Lösungsweg!) zu den Neuen Aufgaben, abgeben. Shüler/innender Klassen 5�7 erhalten hierbei die 1,5-fahe Punktzahl. Punkte aus den RubrikenComputer-Fan, Mathis mahen mathematishe Entdekungen und Wer forsht mit?werden bei der Vergabe des Forsherpreises zugrunde gelegt. (Beiträge zu vershiede-nen Rubriken bitte auf vershiedenen Blättern.)Abgabe-(Einsende-) Termin für Lösungen ist der 15.05.2010.Zushriften bitte an folgende Anshrift:Johannes Gutenberg�UniversitätInstitut für MathematikMONOID-Redaktion55099 Mainz Tel.: 06131/3926107Fax: 06131/3924389E-Mail: monoid�mathematik.uni-mainz.deAn folgenden Shulen gibt es betreuende Lehrer, denen Ihr Eure Lösungen abgebenkönnt: am Elisabeth-Langgässer-Gymnasium Alzey bei Herrn Kraft, an der Liht-bergshule Eiterfeld bei Herrn Jakob, am Karolinen-Gymnasium Frankenthal beiFrau Silke Shneider, an der F-J-L-Gesamtshule Hadamar bei Frau Niederle, an derAlfred-Delp-Shule Hargesheim bei Herrn Gruner, am Frauenlob-Gymnasium Mainzbei Herrn Mattheis, in Mannheim bei Herrn Wittekindt, am Gymnasium MarienbergNeuss bei Frau Langkamp, am Gymnasium Oberursel bei Frau Beitlih, am Leibniz-Gymnasium Östringen bei Herrn Ronellen�tsh, am Gymnasium Nonnenwerth inRemagen bei Herrn Meixner und am Wilhelm-Erb-Gymnasium Winnweiler bei HerrnKuntz.Die Namen aller, die rihtige Lösungen eingereiht haben, werden in MONOID in der�Rubrik der Löser� und auf der MONOID-Homepage im Internet ersheinen.Wir bitten auh um neue Aufgaben, die Du selbst erstellt hast, um sie zu veröf-fentlihen. Diese Aufgaben sollen aber niht aus Bühern oder Aufgabensammlungenentnommen sein, sondern Deiner eigenen Fantasie entspringen. Würde es Dih nihteinmal reizen, eine Aufgabe zu stellen, deren Lösung vorerst nur Du kennst?Am Jahresende werden rund 50 Preise an die �eiÿigsten Mitarbeiter vergeben. Seit1993 gibt es noh einen besonderen Preis: das Goldene M.Auÿer der Medaille mit dem Goldenen M gibt es einen beahtlihenGeldbetrag für die beste Mitarbeit bei MONOID, nämlih: Lösungenzu den Neuen Aufgaben und den Mathespielereien, zu Entdekun-gen, Wer forsht mit und Computerfan, Artikel shreiben, Erstellenvon neuen Aufgaben, et.Und nun wünshen wir Euh viel Erfolg bei Eurer Mitarbeit! Die RedaktionMONOID 101 2



Die Morse-Thue-Folgevon Stephan RosebrokWir möhten hier eine interessante Zahlenfolge betrahten, die 1906 von demnorwegishen Mathematiker Axel Thue zuerst beshrieben wurde. Die Folgewurde später oft wiederentdekt. Bekannt wurde sie durh Morse, aber sogarder Shahspieler Euwe nutzte sie 1929 um zu zeigen, dass mehrfahe Zug-wiederholungen im Shahspiel vermieden werden können und unendlih langeShahspiele möglih sind. Im Internet (http://reglos.de/musinum/) gibtes sogar ein Freeware-Programm, das diese Folge nutzt, um Musik zu erzeugen.Die Zahlenfolge besteht nur aus Nullen und Einsen und wird folgendermaÿenerzeugt: Wir beginnen mit einer 0: T0 = 0. Dann ersetzen wir die 0, die dasteht,durh eine 1 und shreiben das Ergebnis dahinter: T1 = 0 1. Jetzt ersetze jede0 durh eine 1 und jede 1 durh eine 0 und shreibe das Ergebnis dahinter:
T2 = 01 10. Ersetze wieder jede 0 durh eine 1 und jede 1 durh eine 0 undshreibe das Ergebnis dahinter: T3 = 0110 1001, T4 = 01101001 10010110und T5 = 0110100110010110 1001011001101001. Wir fügen also immer dasKomplement Ti von Ti an Ti an, um Ti+1 zu erhalten, das heiÿt Ti+1 = Ti Ti .Iteriert man noh einmal, so folgt zum Beispiel:(1) Ti+2 = Ti Ti Ti Ti .Bildet man T6, T7, ..., erhält man eine Folge von unendlih vielen Nullen undEinsen, die Morse-Thue-Folge: 011010011001011010010110011010011001011
0011010010110100110010110 ...Wir nennen sie T . Man sieht, dass T2 und T4 (allgemein T2n) Palindrome sind,das heiÿt die Folge ist von vorne und von hinten gelesen dieselbe (wie bei demWort �Otto�).Wir nennen die i-te Zi�er der Morse-Thue-Folge xi , wobei wir mit der 0-tenZi�er beginnen, also T = x0 x1 x2 x3 ... und: x0 = 0, x1 = 1, x2 = 1, x3 = 0, ...Man kommt beispielsweise von T3 zu T4, indem man(2) x8 = 1 − x0, x9 = 1 − x1, ... , x15 = 1 − x7rehnet.Es gibt aber auh eine ganz andere Methode, T zu erzeugen: Starte mit einer0. Jetzt ersetze jede 0, die dasteht, durh 01 (und jede 1 durh 10). Du erhältstdann 01. Wieder ersetze jede 0, die dasteht, durh 01 und jede 1 durh 10 unddu erhältst 0110. Im nähsten Shritt erhalten wir 01 10 10 01. Mahen wir dasimmer so weiter, so entsteht dieselbe Folge wie oben.Weil wir diese Operation später noh brauhen, nennen wir sie S . S ersetzt in3 MONOID 101



einer beliebigen Folge von Nullen und Einsen jede 1 durh 10 und jede 0 durh01. Also etwa S(0110) = 01 10 10 01 oder S(1110) = 10 10 10 01. Wenden wir
S auf die gesamte, unendlih lange, Morse-Thue Folge an, dann erhalten wirdieselbe Folge wieder, das heiÿt S(T ) = T . Auÿerdem gilt S(Tn) = Tn+1.Viel verblü�ender ist aber, dass die Morse-Thue-Folge selbstähnlih ist, dasheiÿt streihen wir jede zweite Zi�er, so erhalten wir dieselbe Folge:
06 116 016 006 116 006 106 116 016 006 106 116 006 116 016 006 1 ... = 0110100110010110 ...Es ist niht so shwer, zu verstehen, woran das liegt: Wir wissen, es gilt S(T ) =
T . Jetzt greifen wir einmal ein beliebiges Element heraus, zum Beispiel x7 =
1. Wenn wir S auf die Morse-Thue-Folge anwenden, wird diese 1 durh 10ersetzt und davor stehen dann 14 neue Zi�ern x0, ... , x13. Also ist x7 = x14. Wirveranshaulihen das:

T = 0 1 1 0 1 0 0 1 ...
S(T ) = 0110100110010110...Das letzte Element der oberen Zeile ist x7, das vorletzte der unteren Zeile ist

x14. Das stimmt aber natürlih niht nur für 7 und 14 sondern, wie wir sehen,ist die Zi�er in der oberen Reihe immer gleih der Zi�er, die darunter steht.Anders gesagt:(3) xn = x2nfür jede Zahl n ≥ 0. Die Zi�er an einer ungeraden Stelle der unteren Reihe istimmer gerade das Komplement der Zi�er davor, also(4) x2n+1 = 1 − x2n.Aber xn = x2n heiÿt gerade, dass, wenn wir jede zweite Zi�er streihen, danndie Folge wieder entsteht. Wir haben also die Selbstähnlihkeit von T gezeigt.Eine Folge, bei der sih eine bestimmte Folge von Zi�ern immer wiederholen,heiÿt periodish. Zum Beispiel ist die Folge 001001001001001001001 ... peri-odish mit Periodenlänge 3, weil 001 immer wieder vorkommt und 001 die Länge3 hat. Die Folge T hat keinerlei Periode. Das sieht man so: Wenn eine Folge
a0, a1, a2, a3, ... periodish ist mit Periodenlänge n + 1, dann muss an = a2n+1gelten. Wegen der Formeln (3) und (4) ist x2n+1 aber immer vershieden von
xn. Damit hat T für kein n die Periodenlänge n + 1, ist also niht periodish.Man kann sogar noh mehr beweisen: Nie kommt 000 oder 111 vor (das istniht shwer, versuhe es). Aber auh keine andere Folge von Nullen und Ein-sen kommt drei Mal hintereinander vor, z.B. 001 001 001 kann niht vorkommen.Wenn Ihr die Darstellung von Zahlen im Binärsystem kennt, dann können wirnoh eine dritte Methode betrahten, mit der wir die Morse-Thue-Folge bekom-men können: Wir shreiben die natürlihen Zahlen aufsteigend im Binärsystemuntereinander und immer wenn die Anzahl der Einsen, also die Quersumme,MONOID 101 4



ungerade ist, shreiben wir eine 1 und eine 0 sonst:Zahl Zahl im Anzahl Einsendezimal Binärsystem gerade/ungerade0 0 01 1 12 10 13 11 04 100 15 101 06 110 07 111 18 1000 19 1001 010 1010 0... ... ...Wir sehen, die dritte Spalte ergibt wieder die Folge T . Das liegt daran, dass wiralle Binärzahlen mit genau n + 1 Zi�ern aus allen Binärzahlen mit höhstens nZi�ern bekommen, indem wir eine 1 und mögliherweise ein paar Nullen davorshreiben. Wir betrahten das am Beispiel n = 3:höhstens alle3-stellige Zahl 4-stelligen Zahlen0 10001 100110 101011 1011100 1100101 1101110 1110111 1111Die rehte Spalte hat immer eine 1 mehr als die zugehörige Zahl in der lin-ken Spalte und hat also eine 1 (ungerade viele Einser) da, wo vorne eine 0(gerade viele Einser) steht und umgekehrt. Deswegen gilt x8 = 1 − x0, x9 =
1 − x1, ... , x15 = 1 − x7. Das entspriht gerade den Gleihungen (2),also derersten Methode zur Erzeugung von T .Die Formeln (3) und (4) erlauben uns, in einem CAS∗ sehr einfah die Morse-Thue-Folge zu berehnen. Hier zum Beispiel in Mathematia:
∗ Computer Algebra System 5 MONOID 101



x[0℄ := 0;x[n_℄:= x[n/2℄ /; EvenQ[n℄;x[n_℄:= 1-x[(n-1)/2℄;Die zweite Zeile besagt, dass man bei geradem n den Wert von xn bekommt,indem man x n
2
nimmt, und die dritte Zeile erhält man aus x2n+1 = 1 − xn. Siewird dann nur noh für ungerade n benutzt.Eine letzte interessante Eigenshaft der Morse-Thue-Folge, die wir hier behan-deln wollen, ist ihr Zusammenhang mit Fraktalen. Einen solhen Zusammen-hang haben wir oben shon gesehen, die Morse-Thue-Folge ist ja selbstähnlih.Man weiÿ aber auÿerdem, dass die Morse-Thue-Folge, passend interpretiert, ei-ne Näherung an die Kohkurve beshreibt (Informationen über die Kohkurve�ndest du im Internet). Ih möhte hier eine Methode beshreiben, die aus derMorse-Thue-Folge direkt die n-ten Näherungen an die Koh-Kurve gemäÿ geo-metrisher Konstruktion erzeugt (Hartmut Wolf, private Mitteilung).Man zeihne nah folgender Vorshrift beginnend mit i = 1:1. gehe einen Shritt nah vorne2. a.) ist xi 6= xi−1 so drehe deine Rihtung um 60◦ gegen den Uhrzeigersinnb.) ist xi = xi−1 so drehe deine Rihtung um 120◦ im Uhrzeigersinn3. Beginne wieder mit Shritt 1Wenn Du das für die ersten 4 Glieder der Morse-Thue-Folge mahst, also für0110, erhältst du die Abbildung.

Die bekannte erste Näherung an die Kohkurve.Wenn man die Zeihenvorshrift für die ersten 4k Glieder der Morse-Thue-Folgebefolgt, dann erhält man den k-ten Iterationsshritt an die Kohkurve. Das liegtan der Gleihung (1), wie man sih mit etwas Arbeit überlegen kann. Da wirdie Punkte bereits in Mathematia haben, lassen wir Mathematia auh gleihdie Kurve zeihnen:dMat = (1/2) * {{1, -Sqrt[3℄}, {Sqrt[3℄, 1}};drehelinks[l_℄ := dMat.lMONOID 101 6



dMat2 = -dMat; dreherehts[l_℄ := dMat2.lp={0.0,0.0}; v={1.0,0.0}; koh={p}; k=8;For[i = 1, i <= 4^k, i++,koh={koh, p = p + v};If[x[i℄ == x[i - 1℄, v = dreherehts[v℄, v = drehelinks[v℄℄℄;koh = Partition[Flatten[koh℄, 2℄;drehelinks dreht die Rihtung des Vektors v um 60◦ gegen den Uhrzeigersinn.Hier brauht man ein bisshen lineare Algebra. Man wendet die DrehmatrixdMat als lineare Abbildung an und dreherehts um 120◦ im Uhrzeigersinn.Wir starten im Ursprung p in Rihtung v. Das Programm wertet die ersten 48Elemente der Morse-Thue-Folge aus. Der BefehlShow[Graphis[Line[koh℄℄, AspetRatio -> Automati℄;erzeugt dann die Abbildung.
Man erhält die erste Abbildung mit dem selben Code, man muss nur k=8; durhk=1; ersetzen und für andere k-Werte erhält man alle anderen Stufen.Die besondere AufgabeDer Bretterbodenvon Wolfgang J. Bühler
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Robert hat auf dem Dahboden ein PaketBretter der Breite d gefunden und will damitden Boden eines rehtekigen Zimmers mitSeiten a und b belegen. Dabei sollen die Seitenjedes einzelnen Brettes parallel zu den Reht-eksseiten liegen. Die Bretter dürfen beliebiggekürzt werden, Längsshnitte sind niht er-laubt. Ein mögliher Anfang wäre rehts ab-gebildet.Lässt sih das immer so mahen, dass das Zimmer ohne Rest bedekt wird?Lösung:Dies ist nur dann möglih, wenn a oder b ein ganzzahliges Vielfahes von d ist.7 MONOID 101



Um dies zu begründen, wollen wir zunähst die Lösung eines anderen Problemsbeshreiben, welhes siher viele von Euh kennen. Von einem Shahbrett seienzwei diagonal gegenüberliegende Felder entfernt. Lässt sih der Rest dann mit 31Dominosteinen (der Gröÿe von jeweils zwei Feldern) restlos überdeken? Dies istdeshalb niht möglih, weil jeder Dominostein zwei Felder vershiedener Farbehat, die entfernten Felder aber gleihfarbig sind. Wir müssten also 30 weiÿe und32 shwarze oder 32 weiÿe und 30 shwarze Felder überdeken.Die Erinnerung hieran brahte den Autor auf folgende Lösung des Bretterboden-Problems: Ist a oder b ein ganzzahliges Vielfahes von d , so ist die Belegungeinfah möglih. Wenn niht, so denken wir uns den Boden zunähst shah-brettartig gemustert, mit Feldern der Seitenlänge d
2 beginnend in der linkenunteren Eke mit einem weiÿen Feld. Am rehten und am oberen Rand gibt esdann im Allgemeinen keine vollständigen Quadrate. A R

B

Wir gehen nur bis zum letzten vollständigen shwar-zen Feld nah rehts und weiÿen Feld nah oben undsehen, dass das innere Rehtek und die Randstreifen
A und B ohne das Rehtek R gleih viel weiÿ wieshwarz haben.Für R gibt es folgende Möglihkeiten:a)
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v u < d
2 , v < d

2 R ganz weiÿb)
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2 ≤ u < d , v ≤ d
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2 , d
2 ≤ v < d R mehr weiÿ als shwarz
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d
2 ≤ u, v < d R ebenfalls mehr weiÿLegen wir aber ein Brett der Breite d auf das Shahbrettmuster, so überdektes immer gleih viel shwarze wie weiÿe Flähen. Wir können also das Rehtekso niht überdeken.MONOID 101 8



Mathematishe Lese-Eke� Lesetipps zur Mathematik �von Martin MattheisVogt, Ulrih: Zahlen, bitte! � Ein mathematishes BilderbuhDas mathematishe Bilderbuh �Zahlen, bitte!� ist in Zusammenarbeit mit demHeinz Nixdorf Museums Forum Paderborn, dem gröÿten Computermuseum derWelt, entstanden und fungierte als Begleitbuh für die im Jahr der Mathematikdort präsentierte Sonderausstellung mit dem Titel �Zahlen, bitte! Die wunder-bare Welt von null bis unendlih�.Das vorliegende Buh ist in seiner Aufmahung etwas völlig Ungewohntes undbestiht auf seinen 256 Seiten vor allem durh die mehr als 1000 Fotos mitZahlen in allen Lebenslagen. So �ndet man niht nur Bilder zu Zahlen unddem Rehnen an sih, sondern auh Zahlentiere, Zahlen auf Hausnummern, imSport, in der Mode, in der Kunst, und, und, und.Dabei beshränkt sih der Fotograf und langjährige Mathematik- und Kunst-lehrer Ulrih Vogt niht nur darauf, Bilder abzudruken, sondern ergänzt dieFotos durh spannende Hintergrundtexte, bei denen man auh als erfahrenerMathematiker immer wieder Neues entdekt.Auÿer den oben genannten Abbildungen von Zahlen geht es dabei auh umdie klassishen Themen wie Primzahlen, Pi, den Goldenen Shnitt, Fibona-i und Pentagramme, aber auh um vershiedene Würfel und mathematisheZaubereien, die durh die vielen Fotos plastish und anshaulih werden. Einenbesonderen Höhepunkt �ndet man mit dem Kapitel �Zahlen mit Geshihte(n)�am Ende des Buhes. Dort werden Fotos der Erbauungsdaten von Häusern ausden Jahren von 1492 bis 2005 mit entsprehenden (mathematik-)historishenBegebenheiten verknüpft.Fazit:Ein wirklih shönes Text- und Bilderbuh, das man immer wieder gerne zurHand nehmen und in dem man immer wieder gerne blättern wird!Gesamtbeurteilung: sehr gut ,,,Angaben zum Buh:Vogt, Ulrih: Zahlen, bitte! - Ein mathematishes Bilderbuh. UVO Verlag 2009,ISBN 978-3-00-027080-2, gebunden 256 Seiten, 27,50eArt des Buhes: Sah- und BilderbuhMathematishes Niveau: verständlihAltersempfehlung: ab 11 Jahren9 MONOID 101



Die Eke für den Computer-FanEine Folge mit ganzzahligen Gliedern?Die Zahlenfolge n0, n1, n2, ... sei folgendermaÿen de�niert:
n0 = 1, n1 =

1+n2
0

1 , n2 =
1+n2

0+n2
1

2und für i ≥ 3:
ni =

1+n2
0+n2

1+...+n2
i−1

i
.Formal handelt es sih um Bruhzahlen; beim Ausrehnen der ersten zehn (undmehr) Glieder zeigt sih jedoh, dass diese ganzzahlig sind. Untersuhe, ob esin der Folge wirklih nur ganze Zahlen gibt. (nah H.F.)Hinweis: Ihr könnt Eure Lösungen bis zum 15. Mai 2010 einshiken, denn auh hierbei gibtes Punkte zu ergattern. Allerdings müsst Ihr bei der Verwendung eines eigenen Programmsdies entsprehend dokumentieren durh Einsenden der Programm-Datei (am Besten gezipptals E-Mail-Anhang an monoid�mathematik.uni-mainz.de).Die Lösungen werden jeweils im übernähsten Heft ersheinen.Lösung der Computer-Aufgabe aus MONOID 99Die Gaukler-FolgeFür eine reelle Zahl r bezeihne ⌊r⌋ die gröÿte ganze Zahl ≤ r . Dann sei fürjede natürlihe Zahl n der Operator G so de�niert:

G : n
G−→

{ ⌊√n⌋ , falls n gerade,
⌊
√

n3⌋ , falls n ungerade.Eine Folge n0, n1, n2, ... heiÿt Gaukler-Folge (nah ihrem englishen Namen� juggler's sequene�), wenn sie durh Iteration des Operators G entsteht, wennalso: n0
G−→ n1

G−→ n2
G−→ ... gilt.Beispiel: 3

G−→ 5
G−→ 11

G−→ 36
G−→ 6

G−→ 2
G−→ 1, kurz: 3

G 6

−→ 1.Wegen 1
Gm

−→ 1 für m = 1, 2, 3,..., heiÿt 1 ein Attraktor der Gaukler-Folge mitStartzahl 3.Bestimme die Attraktoren der Gaukler-Folgen, deren Startzahlen n0 = 1, 2,
3, 4, ... , 50 sind, sowie die Anzahl der Iterationen, bis der Attraktor erstmaligerreiht wird.a) Zu welher Vermutung gelangst du?b) Wie verändern sih die Verhältnisse, wenn in der De�nition von G dieRollen von �gerade� und �ungerade� vertausht werden, wenn wir also denOperator H mitMONOID 101 10



H : n
H−→

{

⌊
√

n3⌋ , falls n gerade,
⌊√n⌋ , falls n ungerade,und seine iterative Wirkung auf die Startzahlen n0 = 1, 2, 3, 4, ... , 50betrahten? (H.F.)Ergebnisse:Mit dieser Aufgabe befasst haben sih Louis Ressel (Friedrih-List-Gymnasium,Reutlingen) und Florian Shweiger (Gymnasium Marktoberdorf). Dieser shrieb:�Ih habe die Gaukler-Folge mit einem Visual Basi-Programm untersuht. Dereinzige Fixpunkt ist o�enbar 1. Bei Startwerten bis 200 ist 1 auh stets derAttraktor, oder es kam zu einem Speiherüberlauf, weil eine Zahl > 2 Milliardenvorkam. Die Anzahl der Iterationen, bis es zum Attraktor kam, war immerweniger als 30.Ähnlihes gilt auh für die variierte Gauklerfolge [Teil b)℄, nur dass es hier zweiFixpunkte, 1 und 2, gibt und beide auh als Attraktoren vorkommen.Ein shönes Beispiel für eine Iteration mit der ursprünglihen De�nition ist:

175 → 2315 → 111384 → 333 → 6076 → 77 → 675 → 17537 → 2322378 →
1523 → 59436 → 243 → 3787 → 233046 → 482 → 21 → 96 → 9 → 27 →
140 → 11 → 36 → 6 → 2 →1 mit 24 Shritten.Vermutlih sind die jeweiligen Fixpunkte auh immer die einzigen Attraktoren,es gibt wohl keine zyklishen Attraktoren.�Auh Louis Ressel hat mit seinem Programm in C# für alle Startzahlen von 1bis 50 den Attraktor 1 für die eigentlihe Gaukler-Folge ausgemaht, wobei dieZahl der Iterationen 14 niht übershreitet.Anmerkung: Unter den Zahlen unterhalb 200 benötigt der Gaukler-Operator bei
193 die höhste Zahl an Iterationen bis zum Attraktor 1, nämlih 73.Was wir über denzehndimensionalen Raum wissenvon Valentin BlomerWie viel oder wenig man mit Mathematik am Hut haben mag, fast jedermannkennt den Satz von Pythagoras oder hat zumindest shon mal von ihm gehört.Er klingt ja auh so shön gri�g: a2 + b2 = c2, wobei man dabei auh sagensollte, was a, b und c sind: die Längen der beiden Katheten und der Hypotenusein einem rehtwinklingen Dreiek. Zum Beispiel sehen wir damit, dass die Längeder Streke zwishen zwei gegebenen Punkten P1 = (x1, y1) und P2 = (x2, y2)in der x , y -Ebene gerade √

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 beträgt.11 MONOID 101



Was ist der Abstand zweier Punkte P1 = (x1, y1, z1) und P2 = (x2, y2, z2) imdreidimensionalen Raum? Dazu betrahten wir den Hilfspunkt Q = (x2, y2, z1).In der Ebene z = z1 sehen wir, dass der Abstand von P1 und Q gerade√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 beträgt. Der Abstand von Q zu P2 ist aber o�en-sihtlih |z2 − z1|. Nun wenden wir den Satz des Pythagoras auf das reht-winklige Dreiek P1QP2 an. Der Abstand von P1 zu P2 ist dem zur Folge√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.Es ist nun klar, wie man fortfährt. Sind im n-dimensionalen Raum zwei Punkte
P1 = (v1, ... , vn) und P2 = (w1, ... , wn) gegeben, so folgt durh sukzessiveAnwendung des Satzes von Pythagoras

P1P2 =
√

(w1 − v1)2 + ... + (wn − vn)2.Natürlih tun wir uns für n > 3 mit der Anshauung hier ein bisshen shwer,und wie shwer wir uns tun, zeigt das folgende Beispiel.Im n-dimensionalen Raum betrah-ten wir einen Hyperwürfel der Kan-tenlänge 4, dessen Mittelpunkt imUrsprung des Koordinatensystemsliegt. Der Hyperwürfel hat also die
2n Ekpunkte (±2,±2, ... ,±2) ∈
R

n und ist zum Beispiel für n =
2 einfah ein Quadrat. In jede der
2n Eken des Hyperwürfels passt ei-ne Hyperkugel vom Radius 1; de-ren Mittelpunkte sind die 2n Punkte
(±1, ... ,±1).

y

x

11√2

Diese Hyperkugeln berühren sih gerade, und sie berühren die Auÿen(hyper)-�ähen des Hyperwürfels. Aus obiger Gleihung folgt, dass der Abstand des Mit-telpunkts einer solhen Hyperkugel zum Koordinatenursprung √
1 + 1 + ... + 1

=
√

n beträgt.Nun legen wir in die Mitte dieser Figur eine weitere Hyperkugel. Der Mittel-punkt ist der Koordinatenursprung und der Radius ist √n− 1. Auf diese Weiseberührt die innere Hyperkugel gerade alle 2n äuÿeren Hyperkugeln. Aber jetztpassiert etwas Merkwürdiges: Was ist der Abstand vom Koordinatenursprungzum Rand des Hyperwürfels? Da die Kantenlänge des Hyperwürfels 4 ist, hatdieser Abstand die Länge 2. Ist n ≥ 10, so ist dieser Abstand kürzer als der Ra-dius √n−1 der inneren Hyperkugel. Mit anderen Worten, die innere Hyperkugeldurhdringt den Rand des Hyperwürfels. Kaum vorstellbar, aber wahr. Was manalles mahen könnte, wenn man 10 Dimensionen zur Verfügung hätte...MONOID 101 12



Hättest Du es gewusst?Goodstein-Folgen sind Nullfolgen � wirklih?von Hartwig FuhsEin notwendiger VorberihtSeit den Zeiten der alten Griehen sind die Mathematiker damit beshäftigt,vom mathematish Bekannten mit Hilfe der Logik immer wieder ins Unbekann-te, Unerforshte vorzudringen. Sie waren dabei unglaublih erfolgreih. Und jedeneue Erkenntnis diente ihnen als Bestätigung dafür, dass sie auf dem rihtigenWege waren; niemand stellte den mathematishen Fortshritt in Frage � bisgegen Ende des 19. Jahrhunderts.Damals begannen sih Zweifel zu regen, wohl auh deshalb, weil Bertrand Rus-sel1 in dem von Gottlob Frege2 1879 verö�entlihten wihtigen Buh �Begri�s-shrift�, welhes die von ihm entwikelte und heute verbindlihe Logik enthält,einen Widerspruh entdekte � eine Katastrophe auh für die Mathematik.Als daher die Mathematiker ihren Blik zurük auf die Grundlagen ihrer Wis-senshaft rihteten, begannen sie sih zu fragen:Ist das Fundament, auf dem das gewaltige Gebäude der Mathematik ruht, tat-sählih so siher, wie sie bisher stillshweigend angenommen hatten?Zwei Fakten beunruhigten sie: Von den ersten Grundannahmen (�Axiomen�),von denen aus jede mathematishe Theorie ihren Ausgang nimmt, war wedergesihert, dass sie keine Widersprühe produzieren, das heiÿt: Dass man mitihnen niht eine Aussage und zugleih deren Negation ableiten kann (�Wider-spruhsfreiheit�) � noh war bekannt, ob mit ihnen jede wahre Aussage derbetrahteten Theorie beweisbar ist (�Vollständigkeit�).Damit wurde die Forderung laut, es müsse die Mathematik insgesamt auf einerunbezweifelbaren Basis neu aufgebaut werden.Den folgenreihsten Vorshlag, der eine Erfüllung dieser Forderungen versprah,mahte David Hilbert3 mit seiner �Beweistheorie�, die jedes mathematishe Ge-biet einer zweifahen Prozedur unterwerfen sollte: Formalisierung und Axioma-tisierung. Damit ist gemeint:Jede Theorie müsse gänzlih in einer Formelsprahe formuliert sein, damitso die Unklarheiten, Mehrdeutigkeiten und Ähnlihes vermieden werden, diesih beim Gebrauh der Umgangssprahe unbemerkt einshleihen konn-ten; sodann sollte sie allein aus einem vorgegebenen Bestand von allgemeinunbestrittenen Axiomen mit �niten logishen Shlussregeln entwikelt wer-den.1 Bertrand Russel, 1872-1970: Englisher Philosoph, Logiker und Mathematiker2 Gottlob Frege, 1848-1925: Bedeutender Logiker der modernen Zeit3 David Hilbert: 1862-1943 � einer der universellsten Mathematiker seiner Zeit13 MONOID 101



Hilbert ho�te, auf diese Weise Vollständigkeit und Widerspruhsfreiheit letzt-endlih der gesamten Mathematik begünden zu können.Die treibende Kraft bei der Verwirklihung seines Programms war Hilbert selbst.Aber es gelang ihm auh, einige der besten Mathematiker und Logiker seinerZeit für eine Mitabeit zu gewinnen � darunter den extrem begabten jungenÖsterreiher Kurt Gödel4.Ein Satz von GödelEinen ersten vielversprehenden Beitrag zu Hilberts Programm leistete Gödelmit seiner Dissertation (1930), in der er die Vollständigkeit eines wihtigen Teilsder Logik bewies. Aber bereits im nähsten Jahr mahte er mit einer weiterenArbeit jede Ho�nung zunihte, dass das Ziel der Beweistheorie erreihbar sei.Denn er zeigte mit seinem �Ersten Unvollständigkeitsatz�:Aus einem widerspruhsfreien Axiomensystem der Arithmetik5 sind niemalsalle im Bereih der natürlihen Zahlen wahren Aussagen beweisbar.Mit seinem Unvollständigkeitssatz konnte er für eine solhe Arithmetik sogarherleiten, dass ihre Widerspruhsfreiheit zu den in ihr niht beweisbaren Aussa-gen zählt (�zweiter Unvollständigkeitssatz�).Die Goodstein-FolgenMan wird sih fragen, wie denn wohl eine �wahre aber unbeweisbare� arithme-tishe Aussage aussieht, deren Existenz durh Gödels Satz gesihert ist. Gödelselbst konstruierte eine solhe Aussage � aber dafür benutzte er eine komple-xe, sogar manhen Pro� abshrekende mathematishe Hohtehnologie. AuhBeispiele, die von anderen angegeben wurden, sind spitz�ndig und niht immereinfah nahvollziehbar.Wir wollen deshalb nun eine elementare arithmetishe Aussage beshreiben, diedie Gödel-Eigenshaft �wahr aber niht beweisbar� besitzt.Vorweg: Jede natürlihe Zahl m ≥ 0 hat in der Basis 10 eine Darstellung derForm m = a110b1 +a210b2 +...+ar10br , wobei 0 ≤ ai < 10 und b1 > b2 > ... >
br , r ≥ 1 gilt. Wenn wir hier nun jeden Exponenten bi durh seine Normalformzur Basis 10 ersetzen und in all' diesen Normalformen erneut jeden Exponentenin der Basis 10 shreiben ... und so weiter, dann werden wir in einer endlihenAnzahl Wiederholungen dieser Prozedur einen Ausdruk für von m erhalten (die4 Kurt Gödel: 1906-1978 � bedeutender Logiker des 20. Jahrhunderts5 Die am häu�gsten benutzte Axiomatisierung der Arithmetik stammt von Giuseppe Peano(1858-1939):

n ∈ N bedeutet: n ist eine natürlihe Zahl; n+ sei der Nahfolger von n.(1) 0 ∈ N (2) n ∈ N⇒ n+ ∈ N (3) n, m ∈ N und n+ =
m+ ⇒ n = m(4) Es gibt kein n ∈ N mit

n+ = 0
(5) Es gilt das Induktions-prinzipMit Hilfe von (5) werden die Addition und die Multiplikation natürliher Zahlen de�niertMONOID 101 14



vollständige Normalform zur Basis 10 genannt), in dem keine Zahl > 10 mehrvorkommt. So etwa hat m = 12 · 10508 + 5 · 182 die vollständige Normalformzur Basis 10: m = 105·102+9 + 2 · 105·102+8 + 103 + 6 · 102 + 2 · 101.Ganz entsprehend wird die Normalform einer Zahl m zur Basis n, n ≥ 2,erklärt. Danah hat m = 1219 die Normalform 1219 = 32·3 + 2 · 33+2 + 3 + 1zur Basis 3, weil 1219 = 36 + 2 · 35 + 3 + 1 ist.Damit lassen sih nun die von Goodstein6 entdekten Folgen7 de�nieren:De�nition der Goodstein-Folgen
g1(m) = m und gn+1(m) = 0, falls gn(m) = 0 ist.Im Falle gn(m) 6= 0 erhältman gn+1(m) so: Shreibe gn(m) in die Normalform zur Basis n + 1; ersetzedann jedes Vorkommen von n + 1 durh n + 2 und subtrahiere zuletzt 1.Beispiele:
G3 :

g1(3) = 3 = 2 + 1

g2(3) = 3 + 1 − 1 = 3

g3(3) = 4 − 1 = 3

g4(3) = 3 − 1 = 2

g5(3) = 2 − 1 = 1

g6(3) = 1 − 1 = 0

g7(3) = 0

...Bereits für m = 4 bekommen wir es wegen g1(4) = 22 und g2(4) = 33 − 1und so weiter, mit �Türmen� der Form (n + 1)e
e
. .

.

2
1 zu tun, die für gN(m) = 0sukzessive abgebaut werden müssen. Wer dies ein mal konkret durhrehnet,stellt fest, dass der Abbau des ersten der drei Türme 32 + 32 + 32(= g2(4)+1)von g3 bis g24−2 dauert der des zweiten dann bis g24·224

−2 und shlieÿlih derdes dritten Turmes bis gN , wobei N = 24 · 224 · 224·224 − 2 ≈ 6, 9 · 10121210694;also eine 121210695-stellige Zahl! (Man berehne den 10er Logarithmus von
N + 2)Für m = 20 entstehen Türme noh gröÿerer Höhe:6 Reuben Louis Goodstein: 1912-1985 � englisher Logiker7 On the restrited ordinal theorem; J. Symb. Logi 9, p. 33-47 (1944)15 MONOID 101



G20 :

g1(20) = 222

+ 22 = 20

g2(20) = 333

+ 33 − 1 ≈ 8 · 1012

g3(20) = 444

+ 2 · 42 + 2 · 4 + 2 − 1 ≈ 10154

g4(20) = 555

+ 2 · 52 + 2 · 5 + 1 − 1 ≈ 102184

g5(20) = 666

+ 2 · 62 + 2 · 6 − 1 ≈ 1036305

g6(20) = 777

+ 2 · 72 + 7 + 5 − 1 ≈ 10695974

g7(20) = 888

+ 2 · 82 + 8 + 4 − 1 ≈ 1015151336

...Ergänzt man die obige Au�istung von Gliedern der Folge bis hin zu g22(20), so�ndet man: g21(20) = 222222

+2 · 222 und in g21(20) kommt kein linearer Termmehr vor.Weiter ist g22(20) = 232323

+ 2 · 232 − 1 = ... + 232 + (232 − 1) = ... + 232 +

22 · 23 + 22. Es gibt dann ein Folgeglied gk−1(20) = kkk

+ k2 ohne linearenTerm. Dann aber enthält gk(20) = ... + (k + 1)2 − 1 = ... + k(k + 1) + kkeinen quadratishen Term (k + 1)2 mehr,dafür nun lineare. Und so wird das�Anknabbern� eines nähsthöheren Turmes jeweils neue Türme erzeugen, diesih durh die Rehenoperationen zu �Burgen aus Türmen� gruppieren, und mandie Übersiht verliert, obwohl sih für moderate Zahlen mit viel Fleiÿ jeweils ein
N mit gN(m) = 0 �ndet. Ob dies aber immer so ist?Genau das hat Goodstein beantwortet:Satz von Goodstein (1944)In jeder Goodstein-Folge Gm gibt es ein Glied gN(m) mit gN(m) = 0, so dassauh gN+i(m) = 0 ist, für jedes i ≥ 1.Der Satz von Goodstein maht die Folgen Gm zu ganz bemerkenswerten arith-metishen Objekten.
• Da ist einmal der in jedem Glied gn(m), n ≥ 2, einer jeden Folge Gmvorkommende, völlig harmlos, ja unbedeutend ersheinende Term −1, dereine selbst dem erfahrensten Zahlenjongleur unvorstellbar gewaltige Mahtausübt, denn er vermag letztendlih jede noh so hohe Potenz �auszulö-shen�.
• Ein zweiter Aspekt, der die Folge Gm noh viel interessanter maht, ergibtsih aus dem Folgenden:Goodstein konnte seinen Satz nur dadurh beweisen, dass er � das Gebiet derArithmetik verlassend � ein mähtigeres Werkzeug � die Ordinalzahlen � ver-wendete.MONOID 101 16



Spätere Versuhe, den Satz mit rein arithmetishen Mitteln herzuleiten, shei-terten stets. Den Grund dafür fanden Laurie Kirby und Je� Paris. Sie zeig-ten 1982: Goodsteins Satz kann niht in der allgemein üblihen axiomatishenPeano-Arithmetik (vergleihe Fuÿnote 5) bewiesen werden. Nun ist aber derSatz von Goodstein siher eine Aussage aus den Peano-Axiomen � zudem istsie wahr, aber niht beweisbar innerhalb der Peano-Axiome.Die Goodstein-Folgen Gm bilden somit die Basis für die Konstruktion einer Gö-delaussage mit der Eigenshaft �wahr aber unbeweisbar�, von denen im �ErstenUnvollständigkeitssatz� von Gödel8 die Rede ist!Lösungen der Mathespielereienaus MONOID 100Für die jüngeren Shüler/innen der Klassen 5�7Beweis ohne Worte
1 = 12

1 + 2 + 1 = 22

1 + 2 + 3 + 2 + 1 = 32

1 + 2 + 3 + 4 + 3 + 2 + 1 = 42... Die neben angedeuteten un-endlih vielen Gleihungen sindsämtlih rihtig. Zeige dies mitHilfe der untenstehenden Figur.(H.F.)Lösung:Beweis ohne Worte für die Gleihung
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 52.BruhstriheFüge zwishen den folgenden sehs Zeilen jeweils einen Bruhstrih (erster,zweiter, dritter, ... Ordnung) so hinzu, dass der entstandene Bruh 1

3 ergibt.
7

5 · 7
72

3 · 7
5

7

Was geshieht, wenn man in jeder Zeile die Zahl 7durh eine Variable a 6= 0 ersetzt?(Shaima'a Doma, Kairo)8 Aessible independena results in Peano Artithmeti, Bull. London Math. So. 14, p.285-293 (1982) 17 MONOID 101



Lösung:
7

(
35

49

)

21
(

5

7

)

=
1

3
=

a
(

5a

a2

)

3a
(

5

a

)

für a 6= 0.Ein Zi�ernproblemWelhes ist die Einer-Zi�er der Zahl 12 + 22 + 32 + 42 + ... + 20092? (H.F.)Lösung:Mit [n] bezeihnen wir die Einerzi�er der natürlihen Zahl n. Damit ist
[12 + 22 + 32 + ... + 102] = [112 + 122 + 132 + ... + 202] = ...

= [19912 + 19922 + 19932 + ... + 20002]

= [20012 + 20022 + ... + 20092]

= 5und somit ist
[12 + 22 + 32 + 42 + ... + 20092] = [201 · 5] = 5.Alternativ ergibt sih mit der Formel 12+22+32+42+...+n2 = 1

6n(n+1)(2n+1)für n = 2009:
[
20012 + 20022 + ... + 20092

]
=

[
1

6
· 2009 · 2010 · 4019

]

= [2009 · 335 · 4019]

= 5.Im Übrigen ist 12 + 22 + 32 + 42 + ... + 20092 = 2 704 847 285.Winkel, Streken, Punkte
A

2α

C

BA∗
α

Gegeben ist ein gleihshenkliges Dreiek
△ABC mit |AB| = |AC | und dem Innenwin-kel 2α bei A. Auf der Verlängerung von AB seider Punkt A∗ so festgelegt, dass |∢AA∗C | = αist. Zeige:a) Der Winkel ∢A∗CB ist 90◦ groÿ.b) Die Streken AB und AA∗ sind gleih lang.) Der Punkt A ist Mittelpunkt des Umkrei-ses vom Dreiek △A∗BC . (H.F.)MONOID 101 18



Lösung:
α γ 2α β

A∗
A B

βδ

C

a) Im gleihshenkligen Dreiek △ABC sind die Innenwinkel bei B und Cgleih groÿ � sie seien β. Also ist(1) 2α + 2β = 180◦ oder α + β = 90◦.Im Dreiek △A∗AC gilt für den Winkel γ bei A: 2α + γ = 180◦, sodass(2) γ = 2β wegen (1) ist.Ferner ist, wenn δ der Innenwinkel des Dreieks △A∗AC bei C ist, α+ δ +
γ = (α + δ) + 2β = 180◦. Mit (1) folgt dann, dass α + δ = 2α ist, alsodass(3) δ = α gilt.Für den Winkel δ+β bei C gilt daher mit (3) und mit (1): δ+β = α+β =
90◦b) Aus (3) folgt, dass das Dreiek △A∗AC gleihshenklig mit |A∗A| = |AC |ist; wegen |AC | = |AB| ist also |A∗A| = |AB|.) Aus b) folgt, dass die Punkte A∗, B und C gleih weit vom Punkt Aentfernt sind. Damit ist A der Mittelpunkt des Umkreises vom Dreiek
△A∗BC .Würfelverdopplung?Von den beiden Würfeln W1 und W2 hat der grö-ÿere W1 die Kantenlänge 5 und der kleinere W2 dieKantenlänge 4 � vergleihe die Figur, welhe die Grö-ÿenverhältnisse von W1 und W2 verkleinert zeigt.Ist das Volumen des Würfels W1 ungefähr 1,3- oder

1,6- oder 2-mal so groÿ wie das Volumen des Würfels
W2? (H.F.) 5 W1

4 W2

Lösung:Das Volumen V1 von W1 ist 53 = 125; das Volumen V2 von W2 ist 43 = 64.Daher gilt: V1 = 1,953125 ... · V2. Also ist V1 ≈ 2 · V2.19 MONOID 101



Vielfahe von 17Es seien m und n ganze Zahlen und 2m + 3n sei ein Vielfahes von 17. ZumBeispiel für m = 20 und n = −2 ist 2 · 20 + 3 · (−2) = 2 · 17.Behauptung: Unter den genannten Voraussetzungen ist auh 9m + 5n ein Viel-fahes von 17. � Stimmt das? (H.F.)Lösung:Es gilt 9m + 5n = 17m − 8m + 17n − 12n = 17(m + n) − 4 · (2m + 3n).Nah Voraussetzung ist 2m + 3n ein Vielfahes von 17, also auh die Di�erenzauf der rehten Seite und somit auh 9m + 5n.Ethnographishes RätselIn einer abgelegenen Urwaldregion leben die Stämmeder At, der Bo, der Cmer, der Dio, der Ela und derFu in jeweils einem Gebiet, dessen Grenzverlauf dienebenstehende Landkarte wiedergibt.Ein in der Gegend forshender Ethnograph (Völker-kundler) fragt seinen einheimishen Begleiter, welherStamm in welhem Gebiet lebt. Dieser � ein Geheim-niskrämer � informiert ihn so:a) Die At und die Bo sind keine Nahbarn.b) Die Cmer haben weniger Nahbarn als die Bo.) Die benahbarten Dio und At haben gleih vieleNahbarn.d) Die Fu haben mehr Nahbarn als die Ela.Zwei Stämme heiÿen benahbart, wenn ihre Stammesgebiet eine gemeinsameGrenze besitzen.In welhen Gebieten leben also die At, Bo, Cmer, Dio, Ela und Fu? (H.F.)Lösung:
G1

G2

G3

G4

G52 234 1G64
Der Ethnograph bezeihnet zunähst die Gebiete mit
G1, G2, ... , G6. Da in b) bis d) die Anzahl von Nah-barn eine Rolle spielt, trägt er in jedes Gebiet die An-zahl seiner angrenzenden Nahbargebiete ein (Nah-barshaftszahlen) und bezeihnet mit [At] die Anzahlder Nahbarn der At und so weiter.Nun überlegt er so:Da G2 und G6 die einzigen benahbarten Gebiete mitder gleihen Nahbarshaftszahl sind (G1 und G3 sindniht benahbart), gilt wegen ):At ∈ G2,Dio ∈ G6 oder At ∈ G6,Dio ∈ G2.Falls At∈ G2, dann wäre Bo∈ G5 wegen a). Folglih wäre [Bo] = 1 im Wider-spruh zu b). Also ist At/∈ G2.MONOID 101 20



Sei also jetzt At∈ G6 und damit Dio∈ G2. Aus a) ergibt sih: Bo∈ G3. Dannaber ist Cmer∈ G5 wegen b). Aus [Fu] > [Ela] wegen d) folgt daher Fu∈ G4und Ela∈ G1 und damit ist das ethnographishe Problem gelöst.
� � � � ��Jede Aufgabe, die ih löste, wurde zu einer Regel,die später zur Lösung anderer Aufgaben diente.�René Desartes∗
� � � � �Neue MathespielereienFür die jüngeren Shüler/innen der Klassen 5�7Wahr oder falsh?Es sei Z das Produkt der ersten fünf Primzahlen. Dann ist 1

5Z die Anzahl dernatürlihen Zahlen, die ≤ 2010 sind und die mindestens eine Zi�er 0 in ihrerDezimaldarstellung haben. Tri�t das zu? (H.F.)Ein Streihholz-ProblemKannst Du die neun Streihhölzer der Figur soanordnen, dass Du drei Viereke erhältst? (ge-funden H.F.)Eine vollbefriedigende Erklärung?Erih Bisho�, der Erforsher der Kabbalah∗, hat im Vorwort seines BuhesMystik und Magie der Zahlen geshrieben: �Ih wenigstens kenne keine vollbe-friedigende Erklärung dafür, warum jede ungerade Zahl (von 3 ab), mit sihselbst multipliziert, stets ein Vielfahes von 8 mit 1 als Rest ergibt.�Stimmt dieser Sahverhalt überhaupt? Dann liefere bitte eine �vollbefriedigendeErklärung� in Form eines Beweises dafür, sonst gib ein Gegenbeispiel an. (MG)
∗ René Desartes: 1596-1650 � französisher Philosoph, Mathematiker und Naturwissen-shaftler.
∗ Die Kabbalah (auh Kabbala) ist die mystishe Tradition des Judentums, begründet a.1.Jahrhundert n. Chr. 21 MONOID 101



Dieters Digitaluhr Dieters Uhr hat eine Digitalanzeige (24 Stunden). Siegeht 2 1
2 -mal so shnell wie sie sollte. Wann zeigt siezum ersten Mal wieder die korrekte Uhrzeit, wenn siejetzt um 0.00 Uhr exakt gestellt wird? (WJB)Bennies BüherBennie steht vor dem Shaufenster einerBuhhandlung. Er überlegt: �Wenn ihdieses Buh zweimal kaufe, brauhe ihgenau so viele Euro dafür wie Cent fürein Buh und doppelt so viele Cent wieEuro für ein Buh.�Wieviel kostet das Buh? (WJB)Gleihseitige Dreieke im Trapez

60
◦

A B

CD

S

Im gleihshenkligen Trapez ABCD mit
AB ‖ DC sei S der Diagonalenshnittpunkt;ferner sei |∢BAC | = 60◦. Dann sind die Drei-eke △ABS und △CDS beide gleihseitig. Dusiehst es � kannst Du es auh begründen?(H.F.)Hinweis: |∢BAC | bezeihnet die Gröÿe desWinkels ∢BAC .Wiederherstellung einer DivisionRekonstruiere die Division, indem Duin der Figur jeden Stern ∗ durh ei-ne Zi�er so ersetzt, dass eine rihtigeDivision entsteht, bei der keine füh-rende Zi�er eine Null ist. (H.F.) ∗ ∗ ∗ ∗ : ∗ ∗ = ∗ ∗

− ∗ ∗
2 ∗

− ∗ ∗
2

MONOID 101 22



Neue AufgabenKlassen 8�13Aufgabe 987Löse die Gleihung
√

(x + 2009) + (x − 2009) + x · 2009 + x : 2009 = 2010 (H.F.)Aufgabe 988: UmfängeEin Kreis K1 mit dem Radius r1 berührt einenzweiten Kreis K2 mit dem Radius r2 von au-ÿen. Die Vereinigungs�gur K1∪K2 berühre denKreis K3 von innen. Es hat den Anshein, alssei der Umfang der Figur K1 ∪ K2 kleiner alsder Umfang des Kreises K3.Stimmt das? (H.F.) r1 r2

K3

K1
K2

Aufgabe 989: FundsaheFolgender Dialog stammt aus einem Internethat:∗(15:12:00) Flo: �Auf einer Wanderkarte im Maÿstab 1:25000 habenzwei benahbarte 20-m-Höhenlinien einen Abstand von 6mm.� Wennih ein rehtwinkliges Dreiek zeihne, um den Anstiegswinkel zu be-rehnen, welhe Seite ist dann die mit den 6mm Abstand?(15:12:16) Frankie: ?(15:12:57) Flo: War heute in Mathematik zur Diskussion und unserLehrer wusste es niht, also dahte ih, du wüsstest es vielleiht.(15:13:16) Frankie: Der Mathematiklehrer wusste es niht?! OMG!(15:14:45) Frankie: Wie kann man so was niht wissen? Als Mathe-matiklehrer?(15:15:20) Flo: Der weiÿ auh die Formel für das Volumen einer Py-ramide niht aus dem Kopf, sondern gukt ins Tafelwerk.(15:15:41) Frankie: OMG!Traurige Zustände � aber für MONOID-Löser siher kein Problem. Deshalb diefolgenden Aufgaben, um Flo und seinem Lehrer zu helfen:a) Berehne den Steigungswinkel sowie die Steigung in Prozent.b) Welhe Streke legt ein Wanderer auf dem Weg tatsählih zurük?(MG)
∗ Es ist traurig aber wahr! Solhe Mathematiklehrer sind allerdings siher die Ausnahme.23 MONOID 101



Aufgabe 990: Wahr oder falsh?Drei 1-e-Münzen werden geworfen. Wie groÿ ist die Wahrsheinlihkeit, dassnah dem Wurf drei gleihe Bilder � also dreimal �Adler� oder dreimal �Zahl�oben liegen?Da nah dem Wurf stets zwei oder drei Münzen das gleihe Bild zeigen, ent-sheidet die dritte Münze, ob drei gleihe Bilder zu sehen sind oder niht. Daes für das oben liegende Bild der dritten Münze nur zwei Möglihkeiten gibt,ist also die Wahrsheinlihkeit 1
2 dafür, dass bei der dritten Münze das gleiheBild oben liegt wie bei den beiden anderen. Also: Mit der Wahrsheinlihkeit 1

2zeigen alle drei Münzen das gleihe Bild.Stimmt das? (H.F.)Aufgabe 991: Ein symmetrishes GleihungssystemBestimme alle reellen Lösungen (x , y , z) des Gleihungssystems:
x + y + 1

z
= 3

y + z + 1
x

= 3

z + x + 1
y

= 3 (M. Mettler)Aufgabe 992: Shranken für ZahlenfolgeEs sei (Sn) eine Folge, mit Sn = 1
n+1 + 1

n+2 + ... + 1
3n+1 , n = 1, 2, 3, ...Zeige, dass (Sn) eine monoton steigende Zahlenfolge ist (das heiÿt, es gilt

Sn > Sn−1 für alle n), für die 1 < Sn < 2, mit n = 1, 2, 3, ... gilt. (H.F.)Aufgabe 993: Tagungslogo Im März 2010 �ndet in Mün-hen die gemeinsame Tagungder Deutshen Mathematiker-Vereinigung und der Gesell-shaft für Didaktik der Ma-thematik statt. Das Logo die-ser Tagung kannst Du auf demBild sehen. In diesem Logokannst Du eine Gerade undeine Parabel erkennen, derenSymmetrieahse in guter Nä-herung senkreht steht.a) Stelle die Funktionsgleihungen f (x) der Parabel und g(x) der Geradenauf und bestimme daraus den Shnittpunkt beider Graphen. Wähle hierzuauf den Ahsen den Maÿstab 1 LE = 1 m.b) Bei dem Gebäude, welhes im Logo angedeutet ist, beträgt der Höhen-MONOID 101 24



untershied zwishen Dah und Turmspitze etwa 41m. Die Türme sindjeweils etwa 98,5m hoh. Wie hoh wäre die Parabel, wenn sie wirklih soüber das Gebäude gebaut würde?) Zusatzfrage: Kennst Du auh das Gebäude, welhes im Logo angedeutetist?Mainzer Mathematik-Akademie26. August � 29. August 2010Das Institut für Mathematik der Universität Mainz veranstaltet vom 26. Au-gust bis zum 29. August 2010 einen Workshop der besonderen Art für alleMathematik-Fans der Jahrgangsstufen 10�13.In Fahvorträgen, Gruppen- und Projektarbeit mit anshlieÿender Präsentationsollen Themen aus den Bereihen (wahlweise)
• Theorie der Knoten
• Platonishe Körper in höheren Dimensionen
• (Thema wird noh bekannt gegeben)mit Professoren der Universität Mainz bearbeitet werden.Der Workshop �ndet im Institut für Mathematik statt; wohnen werden wirim Don Boso Haus, mittags essen wir in der Mensa. Für die Unterbringung(Übernahtung, Frühstük, Abendessen) wird eine Eigenleistung von 40 Euroerhoben, den Restbetrag trägt der Verein der Freunde der Mathematik derUniversität Mainz. Anreise ist am Donnerstagabend, Abreise am Sonntagmittag.Falls zur Beurlaubung vom Unterriht eine persönlihe Einladung benötigt wird,können wir eine solhe gerne zusenden.Im nähsten Heft gibt es genauere Informationen zur Mainzer Mathematik-Akademie und den Link zum Anmeldeformular; Rükfragen unter:freunde�mathematik.uni-mainz.de.Gelöste Aufgaben aus MONOID 100Klassen 8�13Aufgabe 981: Wahr oder falsh?Überprüfe, ob für jede positive Zahl n die Gleihungen(1) (8n + 1)2 − (8n + 2)2 − (8n + 3)2 + (8n + 4)2 = 4(2) (8n + 1)2 − (8n + 2)2 − (8n + 3)2 + (8n + 4)2 − (8n + 5)2 + (8n + 6)2 +

(8n + 7)2 − (8n + 8)2 = 0 25 MONOID 101



gelten oder niht.Lösung:Ausmultiplizieren der Klammern ergibt:(1) (8n + 1)2 − (8n + 2)2 − (8n + 3)2 + (8n + 4)2 = 64n2 + 16n + 1− 64n2 −
32n − 4 − 64n2 − 48n − 9 + 64n2 + 64n + 16 = 4(2) (8n + 1)2 − (8n + 2)2 − (8n + 3)2 + (8n + 4)2 − (8n + 5)2 + (8n + 6)2 +
(8n + 7)2 − (8n + 8)2 = 4− 64n2 − 80n− 25 + 64n2 + 96n + 36 + 64n2 +
112n + 49 − 64n2 − 128n − 64 = 0Also tre�en die Gleihungen für jede ganze Zahl n zu.Aufgabe 982: Falshe Freunde (wie siher ist die PIN?)Fred, Harald und Julian haben ihrer Freundin Lydia die EC-Karte gestohlenund wollen damit an einem Bankautomaten Geld abheben. Die Karte ist miteiner vierstelligen �personal identi�ation number� (PIN) gesihert. Nah dreiVersuhen mit einer falshen PIN wird die Karte entzogen. Die drei wählenunabhängig voneinander je eine Kombination aus vier Zi�ern, mit der sie esversuhen wollen.a) Mit welher Wahrsheinlihkeit P kommen sie an Geld?Wie groÿ wird ihre Erfolgswahrsheinlihkeit, wenn sie folgende Informationüber Lydias PIN haben und berüksihtigen, nämlih die Kenntnis,b) dass die PIN nur drei vershiedene Zi�ern enthält?) dass je zwei Zi�ern doppelt vorkommen?d) dass eine Zi�er dreimal und eine Zi�er einmal vorkommt?e) dass alle vier Zi�ern gleih sind?Wir nehmen dabei an, dass alle Zi�ern �gleihberehtigt� sind (auh die 0).(WJB)Lösung:Die Karte wird eingezogen, wenn alle drei gewählten Zi�erkombinationen falshsind. Ist q die Wahrsheinlihkeit, die PIN niht rihtig zu raten, so ist also dieWahrsheinlihkeit für einen Erfolg gleih P = 1 − q3.a) Es gibt 104 möglihe PINs, also ist q = 104

−1
104 = 1 − 10−4 und somit P =

1−(1−10−4)3 = 3 ·10−4−3 ·(10−8)+10−12, also etwa 3 ·10−4 = 0,0003.b) Für die doppelt vorkommende Zi�er haben wir 10 Möglihkeiten, danahfür das weitere Paar 9 · 8
2 Möglihkeiten und 4 · 3 Möglihkeiten, danndie Zi�ern anzuordnen, um eine PIN zu erzeugen. Also gilt jetzt q =

1− 1
10·9·8·4·3 = 1− 1

8640 und P = 1−(1− 1
8640)3 ist ungefähr 3

8640 ≈ 0,00035.) Entsprehend haben wir hier 10 · 9 · 6 = 540 Möglihkeiten und somit
q = 1 − 1

540 und näherungsweise P ≈ 3
540 = 1

180 = 0,0556.d) Hier gibt es 10 · 9 · 4 Möglihkeiten, also P ungefähr 3
270 ≈ 0,0111MONOID 101 26



e) Mit nur 10 möglihen PIN haben wir P = 1−
(

9
10

)3
= 1− 0,729 = 0,271.Auÿer bei sehr groÿer Vorkenntnis über die PIN ist sie also ziemlih siher.Aufgabe 983: Vielfahe von 3?Es sei p eine beliebige Primzahl > 3. Mathis behauptet: Die Zahl p2 + 2009 iststets ein Vielfahes von 3. (nah H.F.)Lösung:

p2 +2009 = p2−1+2010 = p2−1+3 ·670. Nun ist p2−1 = (p−1)(p+1) einVielfahes von 3, weil stets eine der drei Zahlen p − 1, p, p + 1 ein Vielfahesvon 3 ist; aber wegen p > 3 ist es niht p sondern entweder p − 1 oder p + 1.Insgesamt ist auh p2 − 1 + 2010 ein Vielfahes von 3, die Aussage also wahr.Aufgabe 984: SpareinlageWir nehmen an, Gaius Iulius Caesar∗ hätte am 1. Januar 81 v. Chr., also nahseiner Volljährigkeit, einen Betrag von 1 Cent angelegt. Für Langzeitanlagengewährt die Bana di Roma einen Zinssatz von 3 %. Caesar zahlt später nihtsmehr ein.a) Auf welhen Betrag wäre das Kapital bis heute (nah der Verzinsung für2009) theoretish angewahsen? Wie heiÿt das Zahlwort?b) In welhem Jahr wäre der Inhaber des Sparbuhes Millionär geworden?) Warum hätte er tatsählih immer noh nur 1 Cent auf dem Sparbuh?(MG)Lösung:a) Nah der Verzinsung für 2009 beträgt das Guthaben
0,01e · 1,032009+81 = 0,01e · 1,032090 ≈ 6,758 · 1024

e.Das sind fast 6,8 Quadrillion Euro (oder 6,8 Yotta-Euro).b) Zum Zeitpunkt, da Caesar Millionär wird, gilt 0,01e · 1,03n+81 = 106e,resp. 108 = 106
e

0,01e = 1,03n+81.Nah dem Übergang zum Logarithmus folgt lg
(
108

)
= lg

(
1,03n+81

)
=

(n + 81) · lg (1,03).Damit ist n =
lg(108)
lg(1,03) − 81 ≈ 623,2− 81 = 542,2 und nah der Verzinsungam 31. Dezember 543 wäre Caesar Millionär.) Abgesehen von Währungsreformen, In�ation und der Tatsahe, dass es zuCaesars Zeit noh niht den Euro gab: Die Zinsgutshriften werden vonden Banken gerundet, das heiÿt nah der ersten Verzinsung ergäbe sihzwar theoretish ein Kapital von 0,01e · 1,03 = 0,0103e, aber wegen derRundung würde es bei 0,01e bleiben � und das setzt sih ewig so fort.(MG)

∗ deutsh: Julius Cäsar, * 13.07.100 v. Chr. in Rom, † 15.03.44 v. Chr. in Rom; römisherStaatsmann, Feldherr und Autor. 27 MONOID 101



Aufgabe 985: Ein teures VergnügenEin leihtsinniger Mann besuhte eine Bar. Bereits nah 15 Minuten hatte er
3
4 seines Geldes ausgegeben, so dass er dann nur noh halb so viele Euro wievorher Cent und so viele Cent wie vorher Euro besaÿ. Welhen Geldbetrag hatteer ausgegeben?Übrigens: Seine ursprünglih vorhandenen Cent waren weniger als 1e wert. Dienah 15 Minuten noh vorhandenen Cent können jedoh mehr als 1e wert sein.(H.F.)Lösung:Wenn der Mann mit x Euro und y Cent (x und y positive ganze Zahlen,
y < 100), also mit x + y

100 Euro, die Bar betrat, besaÿ er nah 15 Minuten nurnoh 1
4 seines Geldes. Das heiÿt, dass er nah 15 Minuten noh x

4 + y
400 Eurohatte, was y

2 Euro + x Cent = y
2 + x

100 Euro entsprah.Somit gilt: x
4 + y

400 = y
2 + x

100 . Dies formt man um zu 100x + y = 200y + 4xund weiter zu 96x = 199y .Aus der letzten Gleihung folgt: Die Primzahl 199 ist ein Teiler von x . Deshalbgilt: x = n · 199, n = 1, 2, 3, ....Für n ≥ 2 erhält man somit: 96 ·n ·199 = 199 · y , woraus sih y = n ·96 ergibt.Das aber würde bedeuten, dass y > 100, was der Voraussetzung y < 100widerspriht. Somit ist n = 1, x = 199 und y = 96.Der Mann besaÿ demnah ursprünglih 199, 96 e, wovon er in 15 Minuten 3
4 ·

199, 96e = 149, 97e ausgegeben hat; ein reht teures und kurzes Vergnügen!Aufgabe 986: WandererEin Radfahrer überholt einen Fuÿgänger im Punkt A. Nah einiger Zeit �n-det er bei B eine Bank und ruht sih dort aus. Nah zehn Minuten kommtder Fuÿgänger vorbei. Nah weiteren zehn Minuten fährt der Radfahrer weiterund überholt den Fuÿgänger im Punkt C wieder. Nimm an, dass sih der Fuÿ-gänger mit gleihbleibender Geshwindigkeit v bewegt und der Radfahrer mitkonstanter Geshwindigkeit V = a · v .a) Welhe der Streken AB und BC ist länger, oder sind beide gleihlang?b) Gib die Länge der Streke AC und die Zeit zwishen den beiden Überhol-vorgängen an. (WJB nah Werner Bühler, Wittlih)Lösung:a) D ist der Punkt, an dem sih derFuÿgänger be�ndet, als der Radfah-rer die Bank erreiht, E der Punkt,an dem sih der Fuÿgänger be�ndet,als der Radfahrer wieder weiterfährt.
AD ist also die Streke, die der Fuÿgänger zurüklegt, während der Rad-fahrer AB zurüklegt und EC ist die Streke, die der Fuÿgänger zurüklegt,MONOID 101 28



während der Radfahrer BC sha�t. Da die Geshwindigkeiten (und deshalbdie Di�erenz) gleih bleiben, sind diese Streken gleih lang.Für die Streken DB und BE brauht der Fuÿgänger jeweils 10 Minuten,sie sind also gleih lang.Die beiden Streken AB und BC müssen also gleih lang sein, da sie ausdem (jeweils gleih langen) Weg des Fuÿgängers in 10 Minuten und der(jeweils gleih langen) �Aufholstreke� des Radfahrers bestehen .(Kim Vetter, Kl. 10, Alfred-Delp-Shule, Hargesheim)b) Für die Gesamtstreke s = AC benötigt der Fuÿgänger die Zeit t = s
v
,der Radfahrer ohne Ruhepause T = s

V
= s

a cot v
, mit Berüksihtigung derRuhepause R = 20 Min., also t = T +R . Es ist also s

v
= s

V
+R und somit

s = Rva
a−1 für die Gesamtstreke und t = s

v
= Ra

a−1 für die benötigte Zeit.Mathis mahenmathematishe EntdekungenProdukt aus den Teilern natürliher ZahlenFür jede natürlihe Zahl n, n > 1, sei P(n) das Produkt aller ihrer vershiedenenehten Teiler t, also t | n und t < n. Zwei Beispiele:
P(25) = 1 · 5 = 5; P(30) = 1 · 2 · 3 · 5 · 6 · 10 · 15 = 27000.Finde heraus, ob es natürlihe Zahlen n > 1 gibt, mit:a) P(n) = 1.b) P(n) = n.) P(n) = n2, P(n) = n3, P(n) = n4 und so weiter. (nah H.F.)Hinweis: Eure mathematishen Entdekungen könnt Ihr bis zum 15.05.2010 an die MONOID-Redaktion einsenden, denn auh hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Eure Ergebnisse werdenjeweils im übernähsten Heft ersheinen.Lösung der Aufgabe aus Heft 99In Heft 99 stellten wir Euh folgende Aufgabe:Kreise in der EbeneEs sollen n Kreise, n ≥ 1, so in die Ebene gezeihnet werden, dass sih je zweiKreise shneiden und keine drei Kreise durh einen Punkt gehen.Es sei nun A(n) die gröÿtmöglihe Anzahl von Gebieten, in die die Ebene durhdie n Kreise zerlegt wird.Anmerkung: Der Teil der Ebene, der auÿerhalb aller n Kreise liegt, gilt auh als Gebiet.29 MONOID 101



Beispiel:
n = 1 n = 2 n = 3

A(1) = 2 A(2) = 4 A(3) = 8Bestimme A(n) für mehrere n, 4 ≤ n ≤ 10. (H.F.)ErgebnisseNur zwei unserer Leserinnen und Leser haben uns ihre Entdekungen zuge-shikt, nämlih Shaima'a Ahmed Doma (Deutshe Shule der Borromäerinnen,Kairo) und Florian Shweiger (Gymnasium Marktoberdorf).Shaima'a Ahmed Doma hat die sieben Fälle für 4 ≤ n ≤ 10 aufgezeihnet unddie entstandenen Gebiete abgezählt, sih aber hin und wieder verzählt � nihtverwunderlih bei der zunehmenden Gröÿe von A(n).Florian Shweiger hat Kreise um die Eken eines regelmäÿigen n-Eks gelegt, dieden Mittelpunkt des n−Ecks gerade noh einshlieÿen und so die Anzahlformel
A(n) = 2 + n · (n − 1)entdekt. Damit lässt sih natürlih jedes A(n) ausrehnen; insbesondere gilt:
A(4) = 14, A(5) = 22, A(6) = 32, A(7) = 44, A(8) = 58, A(9) = 74,
A(10) = 92.Sangaku-Probleme Teil 2Aufgaben aus der japanishenTempelgeometrievon Ingmar RubinTeil 1 ershien bereits in MONOID 100AufgabenteilAufgabe 4*Hiroshi Okumura, Hirayama and Matsuoka1966In einem Quadrat PQRS berühren zwei kleineKreise die Seite SP , den Inkreis vom Qua-drat sowie je einer die Seiten PQ und RS.Sei A der Punkt auf der Tangente QR anden Inkreis vom Quadrat. Die Streken ABund AC sind Tangenten an die beiden kleinenKreise, wie in der Abbildung. Gegeben sei derInkreisradius vom Quadrat PQRS , bestimmeden Inkreisradius vom Dreiek △ABC . P
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Aufgabe 5 � Fünf Kreise im Quadrat
A B

CD

a

Gegeben sei das Quadrat ABCD mit derSeitenlänge a. In dem Quadrat werdenfünf gleihgroÿe Kreise so angeordnet,dass sih je zwei benahbarte Kreise ineinem Punkt berühren. Weiterhin habenje drei Kreise zwei gemeinsame, paralleleTangenten, die je in einem Ekpunkt desQuadrates beginnen (siehe Abbildung).Gesuht ist der Radius r der fünf Kreisein Abhängigkeit von a.Lösungsvorshlägezu Aufgabe 4

P
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M
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L

lxy
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l
T

r

g

k

g

y

U

T

a

a - y

Der Radius l der beiden kleinen Kreise folgt aus der Diagonalen MP:
r
√

2 = r + l +
√

2 l =⇒ l = r

√
2 − 1√
2 + 1Im Dreiek △ADC gilt der Satz des Pythagoras:

a2 = 4 r2 + y2ebenso im Dreiek △AKU: 31 MONOID 101



(a − y)2 + k2 = (2 r − k)2.Die Streke DP setzt sih wie folgt zusammen:
r = y + x + l .Aus der Ähnlihkeit der Dreieke △KDC und △CLT folgt:
tan γ = l

x
= y

k
.Nah Au�ösung aller Gleihungen mit einem CAS erhält man als Lösungsmenge:

k1 =
r

2
, a1 =

3r√
2
, x1 =

1

2

(

−4r + 3
√

2r
)

, y1 =
r√
2

k2 = −7
(
2r +

√
2r

)

2
(
2 + 3

√
2
) , a2 =

−3r − 8
√

2r

2 + 3
√

2
,

x2 =
r − 2

√
2r

2 + 3
√

2
, y2 =

7r

2 + 3
√

2Im Sinne der Aufgabenstellung ist das erste Lösungsquartett gültig, da alleStreken und Radien gröÿer Null sein müssen.zu Aufgabe 5
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iWir betrahten den Punkt B und den Kreis k2. Die gemeinsamen Tangentenab-shnitte sind die Streken j . Gleihes gilt für den Punkt E und die eingezeih-neten Abshnitte i an k2 (siehe Abbildung). Die Seite AB setzt sih aus dreiAbshnitten zusammen:
a = e + i + j .MONOID 101 32



Vom Punkt D an den Kreis k1 erhalten wir die Tangentenabshnitte j . Für dieTransversale DE gilt:
|DE | = j + i + 4 r .Das Dreiek △EAD ist rehtwinklig und es gilt der Satz des Pythagoras:
a2 + e2 = (j + i + 4 r)2.Die Dreieke △AEH und △ABG sind einander ähnlih und es gilt die Verhält-nisgleihung:

e
r+i

= a
r+j

.Im rehtwinkligen Dreiek △EMB gilt der Höhensatz:
i · j = r2.Die Gleihungen werden mit einem Computeralgebrasystem nah den Gröÿen

e, i , j , r aufgelöst.
e =

a√
3
, i =

a

12

(
3 −

√
3
)
, j =

a

4

(
3 −

√
3
)
, r =

a

4

(√
3 − 1

)Alle Streken lassen sih mit Quadratwurzeln darstellen. Das gestellte Sangaku-problem kann damit als eine Zirkel- und Lineal-Konstruktion ausgeführt werden.Vier Probleme mit Kreisen im QuadratIn den folgenden Skizzen ist jeweils ein Quadrat mit bekannter Seitenlänge avorgegeben. Dem Quadrat sind Kreise und Kreisbögen einbeshrieben. Es ist vonallen Kreisen und Kreisbögen der Radius in Abhängigkeit von a zu bestimmen.
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BundeswettbewerbMathematik 2010Lösungsvorshläge zu den Aufgaben der ersten Rundevon Stefan Kermer und Volker PriebeAufgabe 1Gibt es eine positive ganze Zahl n, für die die Zahl 11 ... 11
︸ ︷︷ ︸

n Einsen 2 11 ... 11
︸ ︷︷ ︸

n Einsen eine Prim-zahl ist?Lösung: Es gibt keine solhe positive ganze Zahl.Beweis: Denn für jede positive ganze Zahl n beweist die Umfomung
11 ... 11
︸ ︷︷ ︸

n Einsen 2 11 ... 11
︸ ︷︷ ︸

n Einsen = 11 ... 11
︸ ︷︷ ︸

n Einsen 1 00 ... 00
︸ ︷︷ ︸

n Nullen +1 11 ... 11
︸ ︷︷ ︸

n Einsen = 11 ... 111
︸ ︷︷ ︸

n+1 Einsen ·(1 00 ... 00
︸ ︷︷ ︸

n Nullen +1),dass die Zahl der Aufgabenstellung Produkt zweier ganzer Zahlen ungleih
1 und damit keine Primzahl ist. �Aufgabe 2Gegeben sind 9999 Stäbhen mit den Längen 1, 2, ... , 9998, 9999. Die SpielerAnja und Bernd entfernen abwehselnd je einen der Stäbe, wobei Anja beginnt.Das Spiel endet, wenn nur noh drei Stäbe übrig bleiben. Lässt sih aus diesenein niht entartetes Dreiek bilden, so hat Anja gewonnen, andernfalls Bernd.Wer kann den Gewinn erzwingen?MONOID 101 34



Lösung: Bernd kann den Gewinn erzwingen.Beweis: Am Ende des Spiels seien die drei Stäbe mit den Längen l , m, n üb-rig, wobei l < m < n gelten möge (alle Stäbe sind ja untershiedlih lang).Aus ihnen lässt sih genau dann ein niht entartetes Dreiek bilden, wenn dieDreieksungleihungen eht erfüllt sind, das heiÿt, insbesondere muss
n < l + m (2.1)erfüllt sein. Um am Ende des Spiels (2.1) zu erreihen, wird Anja also versuhen,�apsig gesprohen, dass der längste der übrig gebliebenen drei Stäbe (Länge n)niht besonders lang und die beiden kürzeren (Länge l , m) niht besonders kurzsind. Und Bernd versuht, dies zu konterkarieren; dies bestimmt die Strategie,die er verfolgt, um den Gewinn zu erzwingen:Die 9999 Stäbe unterteilt Bernd in zwei übershneidungsfreie Mengen, nämlihdie 5000 �kurzen Stäbe� mit den Längen 1, 2, ... , 4999, 5000, und die 4999�langen Stäbe� mit den Längen 5001, 5002, ... , 9998, 9999. Bernd reagiert wiefolgt auf die Spielzüge von Anja:

• Entfernt Anja einen kurzen Stab, so entfernt Bernd unter den langen Stä-ben, die noh niht entfernt wurden, denjenigen mit der kleinsten Länge.
• Entfernt Anja einen langen Stab, so entfernt Bernd unter den kurzen Stä-ben, die noh niht entfernt wurden, denjenigen mit der gröÿten Länge.Beispiel für die ersten Züge eines Spiels, in dem Bernd seine Strategie verfolgt:Anja (A) entfernt den Stab mit der Länge 1, Bernd (B) entfernt den Stab mitder Länge 5001, A: 4999, B: 5002, A: 7382, B: 5000, A: 5003, B: 4998, ...Insbesondere gilt stets, dass mit zwei aufeinanderfolgenden Spielzügen von erstAnja und dann Bernd insgesamt ein kurzer und ein langer Stab aus dem Spielentfernt werden. Bis zum Spielende gibt es 9999−3

2 = 4998 solhe aufeinan-derfolgenden Spielzüge. Damit sind bei Spielende stets noh 5000 − 4998 = 2kurze Stäbe mit Länge l < m und 4999 − 4998 = 1 langer Stab der Länge nübrig.Für einen beliebigen, im folgenden festen Spielverlauf, in dem Bernd seine Stra-tegie verfolgt hat, sei mit k die Anzahl der kurzen Stäbe bezeihnet, die Berndim Verlauf des Spieles entfernt hat; es gilt 0 ≤ k ≤ 4998. Da es unter denkurzen Stäben diejenigen mit der gröÿten Länge waren, muss
m ≤ 5000 − kgelten. Da l < m auf Grund der ganzzahligen Stablänge l ≤ m − 1 bedeutet,folgt hieraus
l + m ≤ 2m − 1 ≤ 9999 − 2k . (2.2)Umgekehrt hat Bernd im Verlauf des Spiels 4998− k lange Stäbe entfernt undzwar diejenigen mit der kleinsten Länge; es muss also
n ≥ 5001 + 4998− k = 9999 − k (2.3)35 MONOID 101



gelten. Aus (2.2) und (2.3) ergibt sih wegen k ≥ 0, dass am Spielende
l + m ≤ 9999− 2k ≤ 9999 − k ≤ ngilt, die (ehte) Dreieksungleihung (2.1) also niht erfüllt ist: Bernd hat ge-wonnen. �Aufgabe 4Bestimme alle Zahlen, die sih auf genau 2010 Arten als Summe von Zweier-potenzen mit niht negativen Zahlen als Exponenten darstellen lassen, wobeiin jeder Summe jede Zweierpotenz höhstens dreimal als Summand auftretendarf. Dabei sind zwei Darstellungen als gleih anzusehen, wenn sie sih nur inder Reihenfolge ihrer Summanden untersheiden. Eine Summe kann hier auhaus nur einem Summanden bestehen.Lösung: Genau die Zahlen 4018 und 4019 lassen sih auf genau 2010 Artenwie in der Aufgabenstellung darstellen.Beweis: Es lassen sih die positiven ganzen Zahlen auf mindestens eine Art alsSumme von Zweierpotenzen 2k mit niht negativem Exponenten k ≥ 0 shrei-ben (Binärdarstellung). Da alle Zweierpotenzen 1, 2, 4, 8, ... selbst positive ganzeZahlen sind, können auh bei mehrfah auftretenden Summanden keine ande-ren als positive ganze Zahlen dargestellt werden. Für eine positive ganze Zahl nbezeihnen wir mit A(n) die Anzahl der Darstellungen gemäÿ Aufgabenstellung,das heiÿt, die Darstellung von n als Summe von Zweierpotenzen, wobei in jederSumme jede Zweierpotenz höhstens dreimal als Summe auftritt. Wir wollendiese Darstellungen im Folgenden als zulässige Summendarstellungen abkürzen.Durh Ausprobieren stellen wir fest:

n A(n)
1 = 1 1
2 = 2 = 1 + 1 2
3 = 2 + 1 = 1 + 1 + 1 2
4 = 4 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 3
5 = 4 + 1 = 2 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 3
6 = 4 + 2 = 2 + 2 + 2 = 4 + 1 + 1 = 2 + 2 + 1 + 1 4
7 = 4 + 2 + 1 = 2 + 2 + 2 + 1 = 4 + 1 + 1 + 1 = 2 + 2 + 1 + 1 + 1 4
8 = 8 = 4 + 4 = 4 + 2 + 2 = 4 + 2 + 1 + 1

= 2 + 2 + 2 + 1 + 1 5Die Tabelle legt die Behauptung nahe, dass
A(n) =

⌊
n+2
2

⌋
, (4.1)wobei wir wie üblih für eine reelle Zahl x mit ⌊x⌋ die gröÿte ganze Zahlbezeihnen, die niht gröÿer als x ist. Wir beweisen (4.1) mittels vollständigerInduktion:MONOID 101 36



Da für n = 1 und n = 2 bestimmt keine anderen Darstellungen als die in derTabelle existieren, ist A(1) = 1 =
⌊

3
2

⌋ und A(2) = 2 =
⌊

4
2

⌋ (Induktionsanfang).Die Gleihung (4.1) sei also für alle m ≤ n bewiesen (Induktionsvoraussetzung).Wir zeigen nun (Induktionsshluss), dass sie dann auh für n + 1 gilt. Hierzuuntersheiden wir zwei Fälle:1.Fall: n gerade: Wir zeigen zunähst, dass A(n + 1) = A(n). Denn da 20 = 1die einzige ungerade Zweierpotenz ist, kann jede zulässige Summendarstellungder geraden Zahl n höhstens zweimal den Summanden 1 enthalten. Durh Ad-dition eines weiteren Summanden 1 erhalten wir also aus paarweise ungleihenzulässigen Summendarstellungen von n paarweise ungleihe zulässige Summen-darstellungen von n + 1, das heiÿt A(n + 1) ≥ A(n). Umgekehrt muss jedezulässige Summendarstellung von n+1 mindestens einmal den ungeraden Sum-manden 1 enthalten. Lässt man diesen Summanden weg, so erhalten wir auspaarweise ungleihen zulässigen Summendarstellungen von n + 1 paarweise un-gleihe zulässige Summendarstellungen von n, das heiÿt A(n + 1) ≤ A(n). Esist daher in diesem Fall auf Grund der Induktionsvoraussetzung
A(n + 1) = A(n) =

⌊
n+2
n

⌋
= n+2

2 =
⌊

n+2
2 + 1

2

⌋
=

⌊
(n+1)+2

2

⌋

. (4.2)2.Fall: n ungerade, das heiÿt n = 2m−1 mit m ≥ 1: Die zulässigen Summendar-stellungen der geraden Zahl n + 1 = 2m enthalten den ungeraden Summanden
1 entweder keinmal oder genau zweimal.Ist der Summand 1 niht enthalten, so erhalten wir durh Halbierung allerSummanden aus paarweise ungleihen zulässigen Summendarstellungen von
n + 1 = 2m paarweise ungleihe zulässige Summendarstellungen von 2m

2 = m;umgekehrt erhalten wir durh Verdoppelung aller Summanden aus paarweise un-gleihen zulässigen Summendarstellungen von m paarweise ungleihe zulässigeSummendarstellungen von 2m = n+1. Daher gibt es A(m) zulässigen Summen-darstellungen von n + 1 = 2m, die den Summanden 1 niht enthalten. Ist derSummand 1 genau zweimal enthalten, so erhalten wir durh Weglassen dieserbeiden Summanden und anshlieÿender Halbierung aller Summanden aus paar-weise ungleihen zulässigen Summendarstellungen von n + 1 = 2m paarweiseungleihe zulässige Summendarstellungen von n+1−2
2 = 2m−2

2 = m − 1; um-gekehrt erhalten wir durh Verdoppelung aller Summanden und anshlieÿendeAddition zweier Summanden 1 aus paarweise ungleihen zulässigen Summen-darstellungen von m − 1 paarweise ungleihe zulässige Summendarstellungenvon 2(m−1)+2 = 2m = n+1. Daher gibt es A(m−1) zulässige Summendar-stellungen von n + 1 = 2m, die den Summanden 1 genau zweimal enthalten.Aus diesen Überlegungen ergibt sih in diesem Fall:
A(n + 1) = A(2m) = A(m) + A(m − 1) =

⌊
m+2

2

⌋
+

⌊
m+1

2

⌋

= m+2
2 + m+1

2 − 1
2 = 2m+2

2 =
⌊

(n+1)+2
2

⌋

;
(4.3)hierbei folgen die Gleihungen am begin der zweiten Zeile aus der Induktions-37 MONOID 101



voraussetzung und aus der Tatsahe, dass von den beiden ganzen Zahlen m+1und m+2 eine gerade und eine ungerade ist, also für genau eine (die ungerade)von ihnen ⌊
x
2

⌋
= x−1

2 gilt. Mit (4.2) und (4.3) ist der Induktionsshluss bewie-sen. Die Aufgabenstellung erfordert, dass wir alle diejenigen Zahlen bestimmen,für die A(n) =
⌊

n+2
2

⌋
= 2010 gilt. Dies ist äquivalent zu n + 2 ∈ {4020, 4021},also zu n ∈ {4018, 4019}. �Aufgabe 3
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Skizze 3.1
Über den Seiten eines Dreieks △XYZwerden nah auÿen hin zueinander ähnli-he Dreieke △YDZ , △EXZ und △YXFaufgesetzt; ihre Umkreismittelpunkte sei-en K , L beziehungsweise M . Dabei sind
∢ZDY = ∢ZXE = ∢FXY und ∢YZD =
∢EZX = ∢YFX .Man zeige, dass das Dreiek △KLM zuden aufgesetzten Dreieken ähnlih ist.Vorbemerkung: Wir führen auf Basis derVoraussetzungen in der Aufgabenstellungdie folgenden Abkürzungen ein:
ϕD := ∢ZDY = ∢ZXE = ∢FXY und ϕF := ∢YZD = ∢EZX = ∢YFX . DieVoraussetzungen besagen natürlih auh, dass

ϕE := ∢DYZ = ∢XEZ = ∢XYF . (3.1)
O2

O1

Q

PSkizze 3.2
Wir erinnern zudem an den Hilfssatz, der be-sagt: Shneiden sih zwei Kreise mit den Mit-telpunkten O1, O2 in den Punkten P , Q, so ist
(O1O2) Mittelsenkrehte der gemeinsamen Kreis-sehne PQ; vergleihe Skizze 3.2. Wir bezeih-nen den Shnittpunkt von PQ und (O1O2) mit
S . Der Hilfssatz folgt aus der Beobahtung, dassdie Dreieke △O1O2Q und △O2O1P nah demKongruenzsatz SSS kongruent sind; insbesondereist ∢SO1Q = ∢PO1S . Die Gerade (O1S) ist also Winkelhalbierende im gleih-shenkligen Dreiek△PQO1 und damit bekanntermaÿen auh Mittelsenkrehteder Seite PQ. Wir erwähnen noh eine Folgerung aus dieser Überlegung: DieGerade (O1O2) verläuft genau dann durh einen der beiden Punkte P , Q, wenndiese zusammenfallen; sih die beiden Kreise also in einem Punkt berühren.Beweis: Wir führen den Nahweis, dass

∢LKM = ϕD , ∢MKL = ϕE , ∢KML = ϕF , (3.2)dass also das Dreiek △KLM stets zu den aufgesetzten Dreieken ähnlih ist.Keiner der Ekpunkte D, E , F der aufgesetzten Dreieke kann mit einem Ek-MONOID 101 38



punkt X , Y , Z des ursprünglihen Dreieks zusammenfallen, denn zum Beispielliegen D und X in den beiden untershiedlihen Halbebenen, die durh (YZ )gebildet werden. Damit sind die drei Geraden (XD), (YE ), (ZF ) stets de�niert.Wir betrahten zunähst den (Spezial-) Fall, dass Y auf (XD) liegt. In diesemFall gilt, wobei wir (3.1) verwenden,
∢ZYX + ∢DYZ = ∢ZYX + ∢XYF = ∢ZYX + ϕE = 180◦, (3.3)

E

L

M

F

K D

Z

X

YSkizze 3.3
das heiÿt zum einen, dass in diesemFall Y auh auf (ZF ) liegt, sih diebeiden Geraden also in Y shnei-den. Zum anderen ins (3.3) äqui-valent zur Aussage, dass �EXYZein Sehnenvierek ist, Y also aufdem Umkreis des Dreieks △EXZliegt. Wir wenden nun den obigenHilfssatz 1 zusammen mit dem Satzvom Umkreis- und Mittelpunkts-winkel an; vergleihe Skizze 3.3.
(KL) ist Mittelsenkrehte von ZY ,also

∢LKY = 1
2 · ∢ZKY = ∢ZDY = ϕD sowie ∢KYZ = 90◦ − ϕD (3.4)und analog

∢YML = 1
2 · ∢YMX = ∢YFX = ϕF sowie ∢XYM = 90◦ − ϕF (3.5)Aus diesen Winkelbeziehungen folgt auh mit (3.3) und wegen ϕD +ϕE +ϕF =

180◦, dass ∢KYM = ∢KYZ +∢ZYX +∢XYM = 180◦−ϕD −ϕF +∢ZYX =
ϕE + ∢ZYX = 180◦; der Punkte Y liegt also auf der Dreieksseite KM .
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K

Skizze 3.4

Die Winkelbeziehungen (3.4) beziehungs-weise (3.5) besagen also nihts anderes als
∢LKM = ϕD beziehungsweise ∢KML =
ϕF und somit auh ∢MKL = ϕE , wo-mit die Ähnlihkeit des Dreieks △KLMzu den aufgesetzten Dreieken in diesemFall bewiesen ist. Alle Spezialfälle, in de-nen sih zwei der drei Umkreise in einemPunkt berühren, lassen sih ganz analogbeweisen.Im allgemeinen Fall können wir ohne Ein-shränkung voraussetzen, dass sih dieUmkreise der aufgesetzten Dreieke paar-weise in zwei Punkten shneiden; verglei-he Skizze 3.4. 39 MONOID 101



Es existiert also ein zweiter Shnittpunkt P der Umkreise der Dreieke △YXFund △YDZ . Wir zeigen, dass dann P auh auf dem Umkreis des Dreieks
△EXZ liegt. Der Satz vom Umkreis- und Mittelpunktswinkel besagt, sofern Pbezüglih der Sehnen YZ beziehungsweise XY in den Umkreisen auf demselbenHalbkreisbogen wie D beziehungsweise F liegt, dass ∢ZPY = ∢ZDY = ϕD und
∢YPX = ∢YFX = ϕF . Daher ∢ZPX = ∢ZPY +∢YPX = ϕD +ϕF = 180◦−
ϕE = 180◦ − ∢XEZ , woraus folgt, dass �PZEX ein Sehnenvierek ist. Liegt
P auf den gegenüberliegenden Halbkreisbögen, so ist ∢ZPY = 180◦ −ϕD und
∢YPX = 180◦ −ϕF , also ∢ZPX = 360◦−∢ZPY −∢YPX = 180◦ −ϕE . DerPunkt P liegt also tatsählih auf dem Umkreis des Dreieks △EXZ . Aus demHilfssatz folgt, dass PX ⊥ LM , PY ⊥ KM und PZ ⊥ KL. Durh Betrahtungvon Gegenwinkeln in rehtwinkligen Dreieken oder durh die Winkelsumme imVierek kann damit nahgewiesen werden, dass (hier bei Lagebeziehungen wie inSkizze 3.4) ∢LKM = ∢ZPY = ϕD , ∢MLK = 180◦ − ∢ZPX = ϕE , ∢KML =
∢YPX = ϕF , das beweist (3.2). �Bemerkung: Die Aufgabenstellung verallgemeinert den sogenannten Satz vonNapoleon, der bei einer Konstruktion wie in der Aufgabenstellung die aufge-setzten Dreieke als gleihseitig voraussetzt. Dann ist auh das Dreiek △KLMgleihseitig.Wir danken Herrn Prof. Quaisser für hilfreihe Anmerkungen zur Darstellung.Rubrik der Löser und LöserinnenStand nah Heft 99Alexandria, Deutshe Shule der Borromäerinnen(betr. Lehrerinnen: Frau Frohs, Frau Farag):Kl. 7: Mariam Ahmed 3, Marianne Mihel 6, Chantal Ragy 10;Kl. 8: Farieda Gaber 5,Kl. 11: Nada Mohamed ElAttar 17.Alzey, Elisabeth-Langgässer-Gymnasium (betr. Lehrer: Herr Kraft):Kl. : Anna Katharina Lange 5;Kl. 6: Katja Goldshmidt 6, Amany Ramadan 6, Laura Christin Shmidt 6;Kl. 7: Arne Broszukat 12,Kl. 8: Mar de Zoeten 10, Lena Ehrenhard-Dikeshied, 9, Laura Tabea Gal-kowski 12, Lara Geldsetzer 8, Sebastian Ludwig 21, Alexander Rupertus 17,Julia Sherner 20;Kl. 9: Andreas Pitsh 23;Kl. 10: Kevin Shmitt 14.MONOID 101 40
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• Auf dem Titelblatt seht Ihr einen der beiden Gewinnerbeiträge unseresMal- und Kreativwettbewerbs �Mathematik ist...�, welhen wir zum Jahrder Mathematik ausgerufen hatten. Jana Veit besuht derzeit die 8. Klas-se des Frauenlob-Gymnasiums in Mainz. Sie hat eine Geshihte �Die Ge-shihte der negativen Zahlen� geshrieben und diese sehr liebevoll in eineLandshaft umgesetzt, welhe auf dem Titel abgebildet ist. Die ebenfallsdazugehörige Geshihte ist leider zu lang für unser Heft. Ihr könnt sie aberauf unserer Internetseite www.mathematik.uni-mainz.de/monoid lesen.
• Auf dem Titelblatt des letzten Heftes hatten wir ein Bild von AndreasMans abgedrukt. In diesem Bild ist ein Term verstekt, nämlih √
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• Die Mitmah-Ausstellung �Mathematik be-greifen� ist noh bis zum 30.Juni 2010 im Rheinland-Pfälzishen Storhenzentrum in Bornheim bei Lan-dau zu sehen. Shaut dort mal vorbei, experimentiert und entdekt an denExponaten Mathematik. Neben der Ausstellung gibt es auh wieder einabwehslungsreihes Begleitprogramm. Nähere Informationen �ndet Ihr imInternet unter www.mathematik-begreifen.de.
• In MONOID 88 hat Prof. Dr. Elmar Shömer unter dem Titel �Das Pro-blem des kleinsten einshlieÿenden Kreises� einen kleinen Einblik in dieForshung seiner Arbeitsgruppe gegeben. Diese hat einen Algorithmus ent-wikelt, der untershiedlih groÿe Sheiben derart in einem Kreis anordnet,dass sie von einem möglihst kleinen Kreis umshlossen werden können.Diesen Algorithmus erklärte das Time Magazine (USA) als eine der 50wihtigsten Er�ndungen des Jahres 2009. Die MONOID-Redaktion gratu-liert dazu.
• Beim Aufräumen am Karolinen-Gymnasium Frankenthal sind viele (ganz)alte Hefte aufgetauht, sogar noh Hefte von 1989! Diese möhten wirEuh natürlih niht vorenthalten. Daher könnt Ihr sie zum Preis von 1efür je zwei Hefte (inklusive Porto und Verpakung) über unsere Internetsei-te www.mathematik.uni-mainz.de/monoid bestellen.
• Bitte denkt daran, den Abo-Beitrag für das Kalenderjahr 2010 auf dasMONOID-Konto, Nummer 505 948 018 bei der Mainzer Volksbank (BLZ551 900 00) zu überweisen (Angabe des Abonnenten niht vergessen!).
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