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Liebe L(o)eserin, lieber L(o)eser!Die neuen Aufgaben warten auf Lösungen. Nur Mut, auh wenn Du in Mathe keine �Eins� hast!Die Aufgaben sind so gestaltet, dass Du zur Lösung niht unbedingt den Mathe-Sto� der Shulebrauhst. Vielmehr wirst Du viel mathematishe Fantasie und selbstständiges Denken brauhen,aber auh Zähigkeit, Willen und Ausdauer.Wihtig: Auh wer nur eine Aufgabe oder Teile einzelner Aufgaben lösen kann, sollte teilneh-men; der Gewinn eines Preises ist dennoh möglih. Denkt bei Euren Lösungen daran, auh denLösungsweg anzugeben!Für Shüler/innen der Klassen 5�7 sind in erster Linie die Mathespielereien vorgesehen;auh Shüler/innen der Klassen 8 und 9 dürfen hier mitmahen, aber nur auf der Basis derhalben Punktzahl. Alle Shüler, insbesondere aber jene der Klassen 8-13, können Lösungen(mit Lösungsweg!) zu den Neuen Aufgaben, abgeben. Shüler/innen der Klassen 5�7 erhaltenhierbei die 1,5-fahe Punktzahl. Punkte aus den Rubriken Computer-Fan, Mathis mahen ma-thematishe Entdekungen und Wer forsht mit? werden bei der Vergabe des Forsherpreiseszugrunde gelegt. (Beiträge zu vershiedenen Rubriken bitte auf vershiedenen Blättern.)Abgabe-(Einsende-) Termin für Lösungen ist der 15.02.2011.Zushriften bitte an folgende Anshrift:Johannes Gutenberg�UniversitätInstitut für MathematikMONOID-Redaktion55099 Mainz Tel.: 06131/3926107Fax: 06131/3924389E-Mail: monoid�mathematik.uni-mainz.deAn folgenden Shulen gibt es betreuende Lehrer, denen Ihr Eure Lösungen abgeben könnt:am Elisabeth-Langgässer-Gymnasium Alzey bei Herrn Kraft, an der LihtbergshuleEiterfeld bei Herrn Jakob, am Karolinen-Gymnasium Frankenthal bei Frau Silke Shnei-der, an der F-J-L-Gesamtshule Hadamar bei Frau Niederle, an der Alfred-Delp-ShuleHargesheim bei Herrn Gruner, am Frauenlob-Gymnasium Mainz bei Herrn Mattheis, inMannheim bei Herrn Wittekindt, am Gymnasium Oberursel bei Frau Beitlih, am Leibniz-Gymnasium Östringen bei Herrn Ronellen�tsh, am Gymnasium Nonnenwerth in Re-magen bei Herrn Meixner und am Wilhelm-Erb-Gymnasium Winnweiler bei Herrn Kuntz.Die Namen aller, die rihtige Lösungen eingereiht haben, werden in MONOID in der �Rubrik derLöser� und auf der MONOID-Homepage im Internet ersheinen.Wir bitten auh um neue Aufgaben, die Du selbst erstellt hast, um sie zu verö�entlihen. DieseAufgaben sollen aber niht aus Bühern oder Aufgabensammlungen entnommen sein, sondernDeiner eigenen Fantasie entspringen. Würde es Dih niht einmal reizen, eine Aufgabe zu stellen,deren Lösung vorerst nur Du kennst?Am Jahresende werden rund 50 Preise an die �eiÿigsten Mitarbeiter vergeben. Seit 1993 gibt esnoh einen besonderen Preis: das Goldene M.Auÿer der Medaille mit dem Goldenen M gibt es einen beahtlihen Geld-betrag für die beste Mitarbeit bei MONOID und bei anderen mathematishenAktivitäten, nämlih: Lösungen zu den Neuen Aufgaben und den Mathespie-lereien, Artikel shreiben, Lösen von Sternhenaufgaben, Erstellen von neuenAufgaben, et.Und nun wünshen wir Euh viel Erfolg bei Eurer Mitarbeit! Die RedaktionMONOID 104 2



Ordnung im Chaosvon Hartwig FuhsÜberall ist OrdnungIn dem Film �A Beautiful Mind�1 über das Leben des John Nash2 gibt es eineSzene, die manhem Zushauer rätselhaft ersheinen muss. Nash und seine spä-tere Ehefrau betrahten den nähtlihen Sternenhimmel, als er die ungewöhnliheBitte äuÿert, seine Begleiterin möge ihm doh irgend einen Begri� nennen, der ihrspontan einfalle. Sie sagt verwundert �Regenshirm�, und er zeigt ihr nah kurzemSuhen am Himmel eine Sternenkonstellation, die punktweise den Umriss eines�Regenshirms� besitzt. Was bedeutet diese Episode?Es gibt einen berühmten Satz der Logik von Ramsey3 der sinngemäÿ aussagt:(1) Totale Unordnung ist niht möglih. Jede hinreihend groÿe Struktur � sei esnun eine Ansammlung von Menshen, ein Haufen Sandkörner, die sihtbarenSterne am Firmament oder eine Menge mathematisher Objekte wie Zahlenoder Punkte � enthält zwangsläu�g eine geordnete Teilstruktur.Der Mathematikier Nash kannte wohl den Satz von Ramsey oder aber seine untenfolgende geometrishe Version (3) � und am Beispiel des �Regenshirms� hat erseiner Begleitung die Erkenntnis Ramseys über Ordnung im Chaos näher bringenwollen (was immer er damit bezwekte!).Das Happy Ending-TheoremDer Satz von Ramsey ist von sehr abstrakter Natur. Einer kleinen Studentengruppeaus Budapest � Pál Erdös, Georges Szekeres und Edith Klein4 � fand für ihn jedohzwishen 1933 und 1934 eine anshaulih-geometrishe Version.Klein entdekte zunähst ein neues geometrishes Problem und auh seine Lösung:(2) Unter fünf Punkten beliebiger Position in der Ebene, von denen aber keine dreiPunkte auf einer Geraden liegen, gibt es stets vier Punkte, die ein konvexesVierek5 bilden.Alle denkbaren Fälle des Kleinshen Problems sind zurükführbar auf eine der Si-tuationen in der nahfolgenden Abbildung, in denen die Punkte A, B , C , D jeweilsein konvexes Vierek bilden:1 Deutsher Titel: �A Beautiful Mind � Genie und Wahnsinn� (2001)2 John Nash (geboren 1928), amerikanisher Mathematiker, Gewinner des Nobelpreises für Wirtshaftswis-senshaften 1994.3 Der Satz von Frank Plumpton Ramsey (1903�1930, englisher Logiker und Mathematiker) ist enthalten indem Artikel: �On a problem of formal logi�; Pro. London Math So. 30 (1930).4 Pál Erdös (1913�1996), einer der Pioniere der Ramsey-Theorie;Georges Szekeres (1911�2005) und Edith Klein(1910�2005), ungarishes Mathematiker-Ehepaar.5 Ein k-Ek heiÿt konvex, wenn es keine in sein Innengebiet einspringende Eke besitzt.3 MONOID 104
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D CEs gelang Erdös und Szekeres bald, eine naheliegende Verallgemeinerung der Aus-sage (2) zu beweisen:(3) In einer hinreihend groÿen Menge von Punkten der Ebene (= die Ramsey-Struktur), von denen keine drei auf einer Geraden liegen, gibt es stets kPunkte, die man zu einem konvexen k-Ek (= die Teilstruktur) verbindenkann.Erdös nannte (3) das Happy-Ending-Theorem, weil kurz nah seiner Verö�entli-hung6 George Szekeres und Edith Klein heirateten.Das Party-ProblemDer Satz von Ramsey und seine geometrishe Variante (3) sind reine Existenz-beweise: Sie sagen zwar aus, dass jede genügend groÿe Struktur die gefordertegeordnete Teilstruktur stets enthält, aber sie mahen keine Angaben darüber, wiedenn eine solhe zu �nden sei.Ein erster Shritt zur Lösung dieses Problems könnte die Bestimmung der Minimal-zahl n von Elementen sein, die eine Struktur haben muss, damit sie die gesuhteTeilstruktur überhaupt besitzen kann.Und genau dieser Frage ist die Budapester Stundentengruppe für die Punktsystemedes Happy-Ending-Theorems (3) nahgegangen. Aber abgesehen von Einzelfällensind sie � und alle späteren Mathematiker bis heute � niht wesentlih über diesogenannte Erdös-Vermutung: n = 2k−2 + 1 hinausgekommen.Bei seinen Versuhen, sih einem Beweis dieser Vermutung wenigstens anzunähern,stieÿ Erdös auf ein neues Ramsey-Problem, das in eingekleideter Form seinenersten ö�entlihen Auftritt 1947 in dem mathematishen Wettbewerb KürshakCompetition hatte und seither in vielen Varianten als das Party-Problem zumRepertoire anspruhsvoller Wettbewerbe gehört. In seiner shlihtesten Form lautetes so:(4) In einem Raum be�nden sih sehs Personen.Tri�t es stets zu, dass sih mindesten drei von ihnen kennen oder dass sihmindestens drei von ihnen fremd sind?Hinweis: A kennt B beziehungsweise A kennt B niht soll auh bedeuten: Bkennt A beziehungsweise B kennt A niht.Das mathematishe Modell für das Party-Problem stammt von Erdös: Er ordnetjeder Person genau einen Punkt in der Ebene so zu, dass keine drei Punkte in einer6 Erdös und Szekeres: A ombinatorial problem in geometry � Compositio Math. 2 (1935).MONOID 104 4



Geraden liegen. Dann verbindet er zwei Punkte durh eine blaue Streke, falls sihdie zugehörigen Personen kennen und durh eine rote Streke, falls sie sih fremdsind.Die resultierende Figur G6, in der jeder Punkt (Eke) mit jedem anderen Punktdurh genau eine farbige Streke (Kante) verbunden ist, heiÿt ein vollständigerfarbiger Graph.
blaurot

Einem Trio miteinander bekannten beziehungswei-se einander fremden Personen entspriht im zuge-hörigen Graph G6 ein Dreiek mit lauter blauenbeziehungsweise lauter roten Seiten � vergleihedie nebenstehende Abbildung. Daher lässt sih dieFrage (4) in ein Problem des Graphen G6 und da-mit in das von Erdös entdekte Ramsey-Problembei vollständigen farbigen Graphen transformieren:(5) In einem vollständigen Graphen G6 mit sehs Eken, von denen keine drei ineiner Geraden liegen, seien die Kanten beliebig blau oder rot gefärbt. Gibt esdann in G6 stets ein blaues oder ein rotes Dreiek?Die Shwierigkeit des Problems (5) liegt im Wort �stets�.Der Graph G6 besitzt 15 Kanten � siehe obige Abbildung. Bei jeder Kante hatman zwei Färbemöglihkeiten. Mithin gibt es 215 = 32768 vershieden gefärbteExemplare des Graphen G6 � und jedes von ihnen ist dann hinsihtlih (5) zuüberprüfen.Man kann sih jedoh die Untersuhung jedes einzelnen dieser 215 Exemplare durhdie folgende einfahe Überlegung sparen:
A sei eine beliebige Eke von G6. Von A gehen fünf Kanten aus � nah demShubfahprinzip sind davon mindestens drei blau oder mindestens drei rot. Esseien daher in der nahfolgenden Abbildung die Kanten AB , AD und AE blau(sind sie rot, dann vertaushe man im Folgenden die Farben blau und rot).
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1. Fall: Mindestens eine der Kanten BD, BE , DE istblau. Dann enthält G6 das blaue Dreiek △ABD oder
△ABE oder △ADE .2. Fall: Die Kanten BD, BE und DE sind rot. Dann istdas Dreiek △BDE rot.Damit ist gezeigt, dass die Frage (5) und deshalb auhdie Frage (4) zu bejahen sind. Auf diese Weise ist dasParty-Problem (4) elegant gelöst.Ramsey-ZahlenErdös hat die Frage (5) auh allgemeiner gestellt:(6) In einem vollständigen Graphen Gn mit n Eken seien die Kanten beliebig5 MONOID 104



blau oder rot gefärbt. Wie groÿ muss dann n mindestens sein, damit Gn einenvollständigen einfarbigen Graphen Gk mit k Eken oder einen vollständigenandersfarbigen Graphen Gm mit m Eken enthält?Die kleinste Zahl n, für die ein vollständiger farbiger Graph Gn die Bedingungenvon (6) erfüllt, heiÿt die Ramsey-Zahl R(k , m). Die Lösung des Falles (4) zeigt,dass R(3, 3) ≥ 6 ist. Tatsählih gilt R(3, 3) = 6, wie die vollständigen farbigenGraphen G3, G4, G5 in der nahfolgenden Abbildung zeigen, von denen keiner eineinfarbiges Dreiek enthält.
G3 G4

rotblauG5

Die Ramsey-Zahlen R(2, m) mit m = 2, 3, 4, ... lassen sih leiht angeben,wenn ein vollständiger Graph G2 mit zwei Eken als eine Kante mit ihren zweiEndpunkten de�niert wird:Ein vollständiger farbiger Graph Gm mit m Eken, mit m ≥ 2, enthält mindestenseine blaue (rote) Kante oder aber Gm ist einfarbig blau (rot). Mithin gilt:(7) R(k , m) = m für k = 2 und m = 2, 3, 4, ...Sobald man aber versuht, Ramsey-Zahlen R(k , m) mit k ≥ 3 zu bestimmen,gerät man in eines der shwierigsten Gebiete der Mathematik. Seit dem Bekannt-werden des Problems (6) ist es ganzen Legionen von Mathematikern niht gelun-gen, mehr als neun Ramsey-Zahlen R(m, k) mit k ≥ 3, m ≥ 3 zu bestimmen �nur die folgenden Ramsey-Zahlen sind bekannt (Stand 2004):
m 3 4 5 6 7 8 9

R(3, m) 6 9 14 18 23 28 36
R(4, m) 18 25Daneben hat man noh einige Dutzend Abshätzungen für Ramsey-Zahlen gefun-den � wie zum Beispiel diese: 798 ≤ R(10, 10 ≤ 23 556).An solhen Ungleihungen lässt sih gut verdeutlihen, welhe gigantish groÿenMengen von Graphen bei der Bestimmung von Ramsey-Zahlen ins Spiel kommenund welhe Probleme dadurh zwangsläu�g auftreten.Im Fall R(10, 10) sei etwa M798 die Menge aller vollständig vershiedenfarbigenGraphen G798 mit 798 Eken. Jeder dieser Graphen besitzt 1

2 · 798 · 797 = 318003Kanten, die entweder blau oder rot gefärbt sind.
M798 besitzt mithin 2318003 ≈ 2, 77 · 1095728 Elemente. Und weitaus gröÿer sinddie Mengen Ml mit 798 < l ≤ 23556.MONOID 104 6



Noh besser aber lässt sih das � auh für Computer � fast undurhdringliheDikiht an Shwierigkeiten bei der Bestimmung von R(m, k) durh die Tatsa-he illustrieren, dass allein Erdös 31 Probleme in direktem Zusammenhang mitRamsey-Zahlen angegeben hat.Mathematishe Lese-Eke� Lesetipps zur Mathematik �von Martin MattheisThomas Bührke: �Die Sonne im Zentrum. Aristarh von Samos�Aristarh von Samos war ein genialer Astronom und Mathematiker der Antike,der in Alexandria und Athen studiert hatte. Von seinen Werken ist leider nur�Von der Gröÿe und Entfernungen der Sonne und des Mondes� überliefert. Er warein Vertreter des heliozentrishen Weltbildes und wurde später als �Kopernikusder Antike� bezeihnet. Thomas Bührke maht die historishe Persönlihkeit desAristarh zur Haupt�gur seines mathematish-historishen Romans. Obwohl derAutor kaum auf Originalquellen zurükgreifen konnte, entsteht eine sehr plastisheund historish getreue Darstellung vom Leben in einer antiken Groÿstadt wie Alex-andria. Ebenfalls sehr lebendig und gelungen ersheint die Darstellung des Alltagsder Philosophen und Wissenshaftler in der berühmten Bibliothek von Alexandria.Die Haupthandlung des Romans beginnt mit dem Eintre�en des jungen Aristarhin Alexandria am 2. Juli 289 vor Christus. Er erhält Unterriht von den Mathe-matikern Straton und dem groÿen Euklid sowie dem Astronomen Timoharis undentdekt und entwikelt dort sowohl mathematishe Ideen als auh astronomisheGeräte wie die sphärishe Sonnenuhr. Der Höhepunkt des Buhes ist jedoh einwissenshaftliher Disput zwishen Aristarh und Kleanthes über das heliozentri-she Weltbild, der in seiner Gereiztheit an den Jahrhunderte später statt�ndendenDisput Galileo Galileis erinnert.Fazit: Mit seinem Roman �Die Sonne im Zentrum� hat Thomas Bührke die rihtigeMishung aus Abenteuerroman, historishem Jugendbuh und mathematikhisto-rishen Hintergründen zusammengestellt. Es ist ihm ein äuÿerst spannendes Buhgelungen, welhes man � hat man erst einmal angefangen � niht mehr aus derHand legen wird. Gesamtbeurteilung: sehr gut ,,,Angaben zum Buh:Bührke, Thomas: Die Sonne im Zentrum. Aristarh von Samos.C. H. Bek 2009, ISBN 978-3406582493, gebunden 276 Seiten,16,90 e.Art des Buhes: Historisher JugendromanMathematishes Niveau: leiht verständlihAltersempfehlung: ab 12 Jahren7 MONOID 104



Aufgaben zum neuen Jahrvon Hartwig FuhsKreis-Sudoku
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In der Figur, bestehend aus 50 Fel-dern, die von fünf Kreisringen undzehn Sektoren gebildet sind, sollendie ganzen Zahlen 0, 1, ... , 9 soauf die Felder verteilt werden, dassgilt:1. Jeder Kreisring enthält jede derZahlen 0, 1, ... , 9 genau einMal;2. Jeweils zwei benahbarte Sek-toren enthalten zusammen jededer Zahlen genau ein Mal.Nahdem alle Felder mit Zahlenbelegt sind, sei jeder Sektor mitderjenigen seiner fünf Zahlen num-meriert, die dem Kreismittelpunktam nähsten liegt. Anshlieÿendwerden die fünf Zahlen eines jedenSektors von innen nah auÿen durh fünf Buhstaben ersetzt und zwar nah derVorshrift: Sektor 1: ENUNS Sektor 6: EICHESektor 2: ENSCH Sektor 7: ESERNSektor 3: ERENL Sektor 8: SJAHRSektor 4: EINER Sektor 9: FOLGRSektor 5: WIRWU Sektor 0: SNEUEDie Buhstaben-Sektoren ergeben in der rihtigen Reihenfolge, jewels vom Zen-trum nah auÿen gelesen, einen Wunsh der Redaktion.Jahreszahl-SpielereiEs sei p1, p2, p3, ... die Folge der nah wahsender Gröÿe geordneten Primzahlen� beispielsweise ist p170 = 1013 und p300 = 1987.a) Wie groÿ ist p305?b) Es sei p := p305 − pn mit n < 305. Bestimme dann n so, dass gilt:2 · p + 0 · p2 + 1 · p3 + 1 · p1 = 2011MONOID 104 8



Teilbarkeit durh 2011?Behauptung: Für jedes n, n = 1, mit 2, 3, ... , ist jede der Zahlen 2012n − 1n,
2013n − 2n, 2014n − 3n, ... durh 2011 teilbar.Stimmt die Behauptung?Summendarstellung von 2011Ist 2011 die Summe von zwölf unmittelbar aufeinander folgenden natürlihen Zah-len?Ein besonderer FunktionswertEs sei f (x) := x−1

x+1 und f 2(x) := f (f (x)) sowie f n(x) := f (f n−1(x)) für n > 2.Berehne f 2011(2011).Quersumme 2011Bestimme alle natürlihen Zahlen n, für die gilt:Die Summe aus der Zahl n und ihrer Quersumme Q(n) ist 2011.Eine quadratishe GleihungFinde die ganzzahligen Lösungen der Gleihung 14x2 − 13x − 2xy + 3y = 2011,falls es welhe gibt.Die Lösungen zu den Aufgaben �ndet ihr in diesem Heft ab Seite ??Die besondere AufgabeÜberleben im Flähenlandvon Hartwig Fuhs
Klin

Grin
Edwin A. Abbott∗ hat in seinem 1884 ershienen Buh�Flatland� (Flähenland) eine Welt beshrieben, in deralle Dinge und Lebewesen höhstens zweidimensionalsind: Punkte, Linien, geometrishe Figuren, ... in einerEbene. In neuerer Zeit haben sih in Flähenland Insek-ten von kreisförmiger Figur mit einem Durhmesser dentwikelt, wobei d in einem Intervall 0 < d ≤ 2R , Reine feste Zahl, variiert.Nur die groÿen Insekten (Grins genannt) mit demDurhmesser 2R fressen kleine Insekten (Klins ge-nannt), deren Durhmesser < 2R ist.
∗ Edwin A. Abbott (1838-1926), Londoner Shuldirektor und Literat9 MONOID 104



Dies geshieht stets dann, wenn ein Grins einen Klins berührt. Durh diesen Reizö�net sih eine Lüke in der Kreisperipherie des Grins, durh die das Klins in dasInnengebiet des Grins hineingezogen wird. Es gelingt den Grins jedoh niht, nahund nah alle Klins zu vershlingen, denn in Flähenland liegen überall aus zweiStreken der Länge ≥ 4R gebildete gleihshenklige Winkel mit Ö�nungen von
60◦ und 90◦ herum. In die Spitze dieser Winkel können die Klins �ühten. Undwenn ihre Durhmesser nur klein genug sind, dann können die Grins sie dort nihterreihen. Welhe Klins haben daher mit Siherheit eine Überlebenshane?(H.F.)Lösung
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Figur 1

In Figur 1 und Figur 2 berührt ein Grin jeweilsein Klin.In Figur 1 ist das Dreiek OLK gleihseitig,so dass |OK | = 2r ist. Aus Symmetriegrün-den ist KL ‖ GH .Dann gilt:
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.Wenn daher das Klins einen Radius r < R

3hat, dann kann es das Grins im 60◦-Winkelniht erreihen.
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Im gleihshenkligen-rehtwinkligen Dreiek OLKgilt wegen |OL| = r , dass |OK |2 = r 2 + r 2 undsomit |OK | = r
√

2. Da die Gerade OG Symme-trieahse ist KL ‖ GH . Dann aber ist
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2 − 1)2R ist das Klin im 90◦-Winkel unerreihbar fürein Grin.Weil (√2− 1)2 < 1

3 gilt, ist ein Klin mit einem Radius r < (
√

2− 1)2R sowohl inMONOID 104 10



einem 60◦-Winkel als auh in einem 90◦-Winkel unerreihbar für ein Grin � einesihere Überlebenshane für ein Klin.Wer forsht mit?Ein bekanntes Kinderspiel heiÿt �Obstgarten�. Auf den sehs Seiten eines Würfelssind vier vershiedene Obstsorten aufgedrukt, ein Joker und ein Rabe. Auf einemSpielfeld sind von jeder der vier Obstsorten je n = 10 Exemplare vorhanden. Nunwird gewürfelt: Ersheint eine Obstsorte, so kann eine der entsprehenden Frühtevom Spielfeld entfernt werden. Ist die Obstsorte niht mehr vorhanden, passiertnihts. Ersheint der Joker, können zwei beliebige (eventuell gleihe) Frühte vomSpielfeld entfernt werden. Ersheint der Rabe, bekommt der Rabe einen Punkt.Die Spieler haben gewonnen, falls sie alle Frühte vom Spielfeld entfernt haben,bevor der Rabe m = 9 Punkte hat. Ansonsten haben die Spieler verloren.a) Wie groÿ ist die Wahrsheinlihkeit, dass die Spieler gewinnen, wenn die Spielerbei einem Joker zufällig zwei Frühte aussuhen?b) Wie groÿ ist die Wahrsheinlihkeit, dass die Spieler gewinnen, wenn die Spielerbei einem Joker immer Frühte von der oder den Obstsorten nehmen, von deroder denen noh am meisten vorhanden ist?) Beantworte dieselben Fragen für andere Parameter m und n.d) Beantworte dieselben Fragen für beliebige Parameter m und n. (V. Blomer)Hinweis: Eure Forshungsergebnisse könnt Ihr bis zum 28. Februar 2011 an die MONOID-Redaktioneinsenden, denn auh hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Eure Ergebnisse werden jeweils zweiHefte später verö�entliht.In Heft 102 stellten wir Euh folgende Aufgabe:Eine Folge von Quadraten Untersuhe die aus beliebig vie-len Quadraten Q1, Q2, Q3, ... ,
Q8, ... gemäÿ dem nebenstehen-den Bild erkennbaren Muster auf-gebaute geometrishe Figur. In ihrseien die Seitenlängen von Q1 und
Q2 jeweils 1, die von Q3 sei 2 undso weiter. Ferner sei R1 = Q1,
R2 = Q1 ∪ Q2, R3 = R2 ∪ Q3, ...die Folge der Rehteke in dieserFigur. Interessant könnten sein:

• Das Bildungsgesetz der Seitenlängen der Quadrate Q1, Q2, Q3, ..., sowie derSeitenlängen und der Fläheninhalte der Rehteke R1, R2, R3, ...;11 MONOID 104



• die Folge der Vergröÿerungsfaktoren q1, q2, q3, ... der Seitenlängen von
Q1, Q2, Q3, ... sowie die Eigenshaften dieser Folge;

• Abänderungsmöglihkeiten beim Bildungsgesetz der Quadratfolge;
• Verallgemeinerungsmöglihkeiten (auh räumliher Art). (H. F.)ErgebnisseIhre Untersuhungsergebnisse haben uns zugeshikt: Stella Brytanhuk (Will-stätter-Gymnasium, Nürnberg), Philipp Delhougne (Otto-Hahn-Shule, Hanau),Alia'a Ahmed Doma und Shaima'a Ahmed Doma (beide Deutshe Shule der Bor-romäerinnen, Kairo), Illja Fodorov (Ludwig-Frank-Gymnasium, Mannheim), RobinFritsh (Gymnasium Lehrte), Florian Shweiger (Gymnasium Marktoberdorf), so-wie Markus Voelkel (Gymnasium Casimirianum, Coburg).Alle haben den Zusammenhang der Folge der Quadratseitenlängen mit der Fibo-nai-Folge erkannt. Auh Zahlenangaben und � noh besser � Formeln für dieSeitenlängen der Rehteke und deren Fläheninhalte sowie für die Vergröÿerungs-faktoren wurden hergeleitet. Besonders gründlih in die Materie eingestiegen sindRobin Fritsh, Florian Shweiger und Illja Fodorov, dessen detaillierte Ausarbeitungshon eine kleine Seminararbeit darstellt; wegen ihres Umfangs (neun Seiten) kön-nen wir sie hier niht abdruken und greifen daher auf die komprimierte Fassungvon Florian Shweiger zurük. Siehe hierzu den gleihnamigen Artikel.Lösung der Forsheraufgabe: EineFolge von Quadratenvon Florian ShweigerIh betrahte zunähst die ursprünglihe Quadratfolge und dann zwei mathema-tish sehr interessante Verallgemeinerungen.
Q3

Q4

Q5 b5

a5

l5

Q1

Q2

Es seien a1, a2, a3, ... die Seitenlängen der Qudrate,
l1, l2, l3, ... und b1, b2, b3, ... die Seitenlängen derRehteke.O�enbar gilt a1 = a2 = 1 und an+1 = an+an−1. Damitsind die Seitenlängen gerade die Fibonaizahlen, esist an = Fn. Auÿerdem gilt, wie man aus der Skizzeerkennen kann, ln = an+1 und bn = an. Das Rehtek

Rn hat also die Seiten Fn und Fn+1 und damit den Fläheninhalt An = FnFn+1.Mit der Binet'shen Formel
Fn =

1√
5

(

ϕn −
(

− 1

ϕ

)n)
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mit ϕ = 1+
√

5
2 , die man in Aufgabe 998 herleiten soll, kann man noh explizi-te Ausdrüke für die Seitenlängen und Fläheninhalte gewinnen, wobei sih dieFormeln für An wegen ϕ − 1

ϕ
= 1 noh vereinfahen:

an = bn =
1√
5

(

ϕn −
(

− 1

ϕ

)n)

ln =
1√
5

(

ϕn+1 −
(

− 1

ϕ

)n+1
)

An =
1

5

(

ϕn −
(

− 1

ϕ

)n)
(

ϕn+1 −
(

− 1

ϕ

)n+1
)

=
1

5

(

ϕ2n+1 +

(

− 1

ϕ

)2n+1

+ (−1)n+1

(

ϕ − 1

ϕ

)

)

=
1

5

(

ϕ2n+1 +

(

− 1

ϕ

)2n+1

+ (−1)n+1

)Der Vergröÿerungsfaktor qn der Seitenlängen von Qn zu Qn+1 ist dann o�enbar
qn = Fn+1

Fn

. Da Fn, mit gegen 0 gehendem Fehler, durh 1√
5
ϕn approximiert wird,ist

qn ≈
ϕ

n+1

√
5

ϕn√
5

= ϕfür groÿe n (vergleihe Verallgemeinerung 2, dort wird ein strenger Beweis derKonvergenz geführt). Die Folge (qi)
n
i=1, die mit 1

1 ,
2
1,

3
2 ,

5
3 beginnt, konvergiertalso gegen ϕ ≈ 1,618.Verallgemeinerung 1: Dreieke

D3

D4

D5

D7

d4

d6 D1

D6

D8

d1

d7

D2

Mit dem aus der Skizze ersihtlihen Prinzip kannman eine Folge D1, D2, D3,... von gleihseitigenDreieken de�nieren. Es seien d1, d2, d3, ... de-ren Seitenlängen. Die Seitenlängen erfüllen nuno�enbar die Rekursion dn+1 = dn + dn−4 für
n ≥ 5, mit d1 = d2 = d3 = 1, d4 = d5 = 2. Je-doh gibt es noh eine weitere Rekursion, näm-lih dn+1 = dn−1 + dn−2, für n ≥ 4. Warum diesgilt, lässt sih aus der Skizze ablesen. Diese zweiteRekursion ist einfaher als die erste und wird da-her im Folgenden untersuht. Die harakteristisheGleihung dieser Rekursion, λ3 = λ + 1, hat Lö-sungen λ1 ≈ 1,325, λ2,3 ≈ −0,662± 0,562i , also gilt mit geeigneten Konstanten

dn = c1λ
n
1 + c2λ

n
2 + c3λ

n
3. Es gilt |λ1| > 1 und |λ2,3| < 1. Da die Dreieksseiten13 MONOID 104



aber o�ensihtlih beliebig groÿ werden, muss c1 6= 0 gelten. Da λ1 unter den λi ,mit i = 1, 2, 3, den gröÿten Betrag hat, ist es also der am stärksten wahsendeTerm. Somit konvergiert, analog zu oben, dn+1

dn

gegen λ1 ≈ 1,325.Verallgemeinerung 2: Rehteke
R4

R5

x4 + 3x2 + 1

R1

1
x

x2 + 1

R3

R6

R2

x
3
+

2x

x
5
+

4x
3
+

3x

Wie aus der Skizze ersiht-lih ist, beginnt man mit ei-nem Rehtek der Seiten-längen 1 und x ≥ 1 undfügt dann weitere Reht-eke an. Es seien p1(x),
p2(x), p3(x), ... die Län-gen der kürzeren Seite die-ser Rehteke. Diese Folgebeginnt mit 1, x , x2 + 1,
x3 + 2x , x4 + 3x2 + 1,

x5 + 4x3 + 3x , x6 + 5x4 + 6x2 + 1, x7 + 6x5 + 10x3 + 4x und sie erfüllt, wieaus der Skizze ersihtlih, die Rekursion pn(x) = x ·pn−1(x)+pn−2(x) für n ≥ 3.Beim Betrahten der Koe�zienten der Polynome dieser Folge fällt auf, dass siealle im Pasalshen Dreiek vorkommen. So gelangt man zur Vermutung
pn(x) =

⌊ n

2
⌋

∑

i=0

(

n − i

i

)

xn−2i .Dass diese Vermutung zutri�t, kann man durh Einsetzen in die Rekursionsglei-hung mit vollständiger Induktion nahweisen.Es sei nun g =
√

x2+4+x
2 eine Lösung von y = x + 1

y
. Formt man die Rekursions-gleihung um und setzt gn = pn+1(x)

pn(x)
, so erhält man gn = x + 1

gn−1
. Subtrahiertman davon g = x + 1

g
, erhält man gn − g = 1

gn−1
− 1

g
= g−gn−1

gn−1g
. Da o�enbarsowohl g > 1 als auh gn−1 ≥ 1 gilt, folgt

|gn − g | =
1

gn−1g
|gn−1 − g | ≤ 1

g
|gn−1 − g | ≤ ... ≤

(

1

g

)n−1

|g1 − g |.Daher muss der Grenzwert 0 sein.Die Vergröÿerungsfaktoren gn haben also den Grenzwert g =
√

x2+4+x
2 .Wenn man x = 1 setzt, so wird die Rehteksfolge zur Quadratfolge und derGrenzwert zu g =

√
12+4+1

2 = ϕ.Da an = pn(1) gilt, erhält man auh noh die interessante Identität
Fn =

⌊ n

2
⌋

∑

i=0

(

n − i

i

)

=

(

n

0

)

+

(

n − 1

1

)

+

(

n − 2

2

)

+ ... .MONOID 104 14



Diese Identität wurde hier ganz nebenbei bewiesen.Ein Shneemannund die Mathematikvon Hartwig FuhsDer Mathematiker Professor Slyfox ist ein begeisterter Anhänger seines Fahes �was sih unter anderem auh darin zeigt, dass er jede seiner Vorlesungen mit demlauten Ausruf einleitet: �Mathematik ist überall!�Eines Morgens nun, als er in einer Anfänger-Vorlesung wieder einmal seine Zuhörer mit seinerLieblingsthese begrüÿt hatte, stand der Student Ta-lentino auf, ging wortlos zur Tafel und zeihnete dar-auf eine Figur, die in etwa so aussah wie die neben-stehende Abbildung. Mit leihtem Spott fragte er:�Wo bitte shön ist hier die Mathematik?�Professor Slyfox war stets bereit, seine These zu ver-teidigen. So kam ihm Talentinos Aktion gerade reht,bot sie ihm doh die günstige Gelegenheit, die Gül-tigkeit seiner These selbst an des Studenten kind-lihen Figur eines �Shneemanns� demonstrieren zukönnen. Er sagte daher: �Um auf Talentinos Frageeinzugehen, erlaube ih mir eine etwas längere Abweihung von meinem Vorle-sungssto�.� Und er legte los.Ein Mathematiker kann in der Figur eines �Shneemanns� einen Graphen sehen �wobei Graphen nihts mit Graphiken (zum Beispiel Diagrammen oder Kurven) zutun haben, mit denen man Datenmengen veranshauliht. Vielmehr:Ein Graph ist eine endlihe Menge von Punkten (= Eken) beliebiger Positionin einer Ebene sowie von Linien (= Kanten) beliebiger Form in der gleihenEbene, wobei jede Linie genau zwei vershiedene Punkte als Endpunkte be-sitzt und keine zwei Linien die gleihen Endpunkte haben.∗Graphen weisen viele bemerkenswerte Eigenshaften auf, die in diken Lehrbühernder Graphentheorie hergeleitet werden.Um Talentinos Zweifel an seiner These zu entkräften, sollen hier zunähst nurzwei mathematishe Eigenshaften von Graphen beshrieben werden, die dannnatürlih auh der Shneemann besitzt. Ein Graph G besitze e Eken, e ≥ 1.
∗ Professor Slyfox beshränkt sih damit auf endlihe ebene Graphen ohne Mehrfahkanten (= mehrereKanten mit denselben zwei Endpunkten) und ohne Shlingen (= Kanten mit nur einem Endpunkt).15 MONOID 104



Es sei ei die Anzahl der Eken von G , von denen genau i Kanten ausgehen, dabeisind i = 0, 1, 2, ... , h und h die gröÿte Anzahl Kanten, die von einer einzelnenEke ausgehen.Für den �Shneemann� ist zum Beispiel e = 22, e0 = 4, e1 = 10, e2 = 0, e3 = 6,
e4 = 2.Es gilt nun für G : e = e0 + e1 + e2 + · · · + eh. Damit lässt sih die Anzahl kder Kanten von G berehnen. Zählt man eine Eke i -fah, wenn von ihr i Kantenausgehen, dann erhält man:(1) 2k = 0 · e0 + 1 · e1 + 2 · e2 + 3 · e3 + 4 · e4 + 5 · e5 + ... + h · eh,wobei sih der Faktor 2 bei k dadurh ergibt, dass jede Kante von G wegen ihrerzwei Endeken doppelt gezählt wird.Es sei S := 2 · e1 + 2 · e2 + 4 · e3 + 4 · e4 + 6 · e5 + ... + h · eh, falls h geradeist, und S := 2 · e1 + 2 · e2 + 4 · e3 + 4 · e4 + 6 · e5 + ... + (h + 1) · eh, falls hungerade ist. Subtrahiert man nun von der geraden Zahl S die ebenfalls geradeZahl 0 · e0 + 1 · e1 + 2 · e2 + 3 · e3 + 4 · e4 + 5 · e5 + ...+ h · eh aus (1), so resultiertdie gerade Zahl(2) e1 + e3 + e5 + · · · + eh−1 für gerades h und

e1 + e3 + e5 + · · · + eh für ungerades h.Diese Zahlen aus (2) geben jeweils an, wie viele Eken der Graph G besitzt, vondenen ungeradzahlig viele Kanten ausgehen.Für Talentino fasst Professor Slyfox zusammen:(3) Jeder Graph G (im Sinne von Fuÿnote ∗) hat insgesamt geradzahlig∗∗ vieleEken, von denen eine ungerade Anzahl von Kanten ausgeht.Diese unerwartete Eigenshaft eines jeden Graphen G wird noh bemerkenswerterdadurh, dass die Anzahl der Eken von G , von denen geradzahlig viele Kan-ten ausgehen, sowohl gerade als auh ungerade sein kann! Die untenstehendenAbbildungen zeigen dies:
e0 = 0, e1 = 2,

e2 = 2, e3 = 0,

e4 = 2,

=⇒e0 + e2 + e4 = 4

e0 = 0, e1 = 1,

e2 = 2, e3 = 1,

e4 = 1,

=⇒e0 + e2 + e4 = 3

∗∗ Die Zahl 0 wird als gerade betrahtet.MONOID 104 16



Professor Slyfox ist in der ganzen Universität bekannt dafür, dass er nur shwer einEnde �ndet, wenn er bei seinem Lieblingsthema �Mathematik ist überall� gelandetist. So auh dieses Mal.Es genügt ihm niht, dass er Talentinos Frage beantwortet hat, indem er ein wenigvom mathematishen Gehalt des �Shneemanns� und der Shar seiner Verwand-ten, den Graphen, sihtbar gemaht hat. Er will seinen Studenten zeigen, dass inihnen noh mehr Mathematik stekt � etwa die Möglihkeit, sie als mathemati-she Modelle zur Beshreibung auh sheinbar mathematik-freier Situationen zuverwenden. Dazu wählt er als Beispiel ein sheinbar mathematik-freies, unlösbarsheinendes Problem, dessen Darstellung als Graph den mathematishen Shlüsselzu seiner Lösung liefert.Das �unlösbare� Problem des Professor SlyfoxFür viele Menshen ist das Händeshütteln, etwa zur Begrüÿung, eine traditionellgeübte Geste.Diejenigen Menshen, die einer ungeraden Anzahl vom Mitmenshen shon min-destens einmal die Hand gegeben haben, seien vom Typ 1 genannt; diejenigen,die das bei einer geraden Anzahl von Personen oder bei niemandem getan haben,sollen vom Typ 2 heiÿen.Professor Slyfox fragt nun:(4) Gibt es in einer Gruppe von beliebig vielen Personen insgesamt geradzahligoder ungeradzahlig viele Personen vom Typ 1?Diese Frage, so sheint es, kann man ohne zusätzlihe Informationen niht beant-worten und zwar allein shon deshalb, weil man die Anzahl der Personen in derGruppe niht kennt.Aber die (4) zu Grunde liegende Situation lässt sih als ein Graph G darstellen;so wird (4) dann zu einem Problem von Graphen und dafür lässt sih eine Lösungangeben!Man ordne jedem Menshen einen beliebigen Punkt in der Ebene zu, wobei keinenzwei Menshen der gleihe Punkt zugeordnet wird. Wenn dann eine Person P einerPerson Q shon mindestens einmal die Hand geshüttelt hat, dann verbinden wirdie Punkte P und Q durh eine Linie beliebiger Form. Hat aber die Person P nohnie jemandem die Hand gegeben, dann wird der P zugehörige Punkt mit keinemanderen Punkt verbunden.Auf diese Weise entspriht jeder Gruppe von n Personen, wobei n eine beliebigenatürlihe Zahl ist, jeweils ein Graph G mit n Eken; und einer Person vom Typ1 (vom Typ 2) aus der Gruppe ist eine Eke von G zugeordnet, von der eineungerade Anzahl von Kanten (eine gerade Anzahl von Kanten oder keine Kante)ausgeht.Zum Beispiel darf man dann Talentinos �Shneemann� als ein graphentheoretishes17 MONOID 104



Modell für eine Gruppe von 22 Personen betrahten, von denen 16 Personen vomTyp 1 und 6 Personen vom Typ 2 sind.Der eben de�nierte Graph G mit n Eken weist die merkwürdige Eigenshaft (3)auf; er besitzt also insgesamt geradzahlig viele Eken, von denen eine ungeradeAnzahl von Kanten ausgeht.Daraus folgt unmittelbar die (unerwartete!) Lösung des Problems (4), wenn manvom Graph G zurükgeht zu der G entsprehenden Personengruppe, nämlih:(5) In jeder Gruppe von n Personen, wobei n eine beliebige natürlihe Zahl ist,be�nden sih insgesamt geradzahlig viele Personen vom Typ 1.Mit der Bemerkung, dass damit die mathematishen Eigenshaften von Talentinos�Shneemann� bei weitem noh niht alle genannt seien, beendete Professor Slyfoxseine weitläu�ge Abshweifung vom Thema seiner Vorlesung.Neue MathespielereienFür die jüngeren Shüler/innen der Klassen 5�7Loh im KuhenFrau Freundlih hat für ihre beiden Enkelkinder einengroÿen rehtekigen Blehkuhen gebaken und stelltihn zum Abkühlen auf die Terrasse. Ein vorwitzigesNahbarskind sieht das und shneidet aus dem Ku-hen ein rehtekiges Stük heraus - aber niht genauaus der Mitte und die Seiten dieses Stükes sind nihtparallel zu den Seiten des Blehkuhens.Kann Frau Freundlih den restlihen Blehkuhen in zwei genau gleih groÿeStüke für ihre Enkelkinder shneiden? (CE)Ein besonderes VielfahesBestimme ohne Tashenrehner und ohne Computer das kleinste Vielfahe von88, dessen Dezimaldarstellung nur aus den Zi�ern 6 und 7 besteht � sofern es einsolhes Vielfahes überhaupt gibt. (H.F.)Pias ÄpfelPia kauft ein Kilo mittelgroÿe Äpfel und legt sie in eine Reihe. Zwei davon sindbesonders rotbakig. Der eine ist der Sehste von links, der andere der Ahte vonrehts. Zwishen den beiden Äpfeln liegen drei weitere. Kannst du feststellen, wieviele Äpfel Pia hat? (WJB)
MONOID 104 18
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Winkel im DreiekZeige: In einem Dreiek ist stets mindestens ein Innenwinkel ≥ 60◦. (H.F.)Teilerfremde ZahlenFinde mindestens ein Beispiel für vier Zahlen mit folgender Eigenshaft: es gibtkeine natürlihe Zahl > 1, die alle vier Zahlen teilt; wählt man aber drei beliebigeaus den vier Zahlen, so gibt es stets eine natürlihe Zahl > 1, die diese drei Zahlenteilt. (Valentin Blomer)StreihholzgleihungenBetrahte die Streihholzgleihungen als Darstellung einer Gleihung in römishenZi�ern. Versuhe durh Vershieben von möglihst wenigen Streihhölzern dieAusdrüke zu korrigieren. Dabei dürfen moderne Rehenzeihen (+,−, × (für ·),
/ (für :)) benutzt werden.
a)b))

d)e)

(CE)Einhundert KüheEinhundert Kühe auf einer Weide, jede shwarz,weiÿ oder braun, fressen einhundert Ballen Heu. Je-de shwarze Kuh friÿt fünf, jede weiÿe drei aber esbrauht drei braune Kühe um einen Ballen zu fressen.Wieviele Kühe von jeder Farbe stehen auf der Weide, wenn man davon ausgeht,dass alle einhundert Ballen gefressen werden und jede Farbe von mindestens einerKuh vertreten ist? (gefunden von CE)19 MONOID 104
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Neue AufgabenKlassen 8�13Aufgabe 1008: Wahr oder falsh?Es seien x , y , z und a beliebige reelle Zahlen. Aus x + y + z = a folgt, dass
xy + yz + xz ≤ 1

2
a2 ist. Tri�t das zu? (H.F)Aufgabe 1009: Folge der arithmetishen MittelAm Shluss der Aufgabe �Mittelwertfolgen� der Mathespielereien aus Heft 96 wur-de kurz die Folge der arithmetishenMittel erwähnt. Diese soll nun näher behandeltwerden. Sie ist rekursiv gegeben durh an+2 = 1

2 · (an+1 + an) für n ∈ N, wobeimit zwei Gliedern a1 und a2 begonnen wird, für die 0 < a1 < a2 angenommenwird.a) Zeige zunähst, dass an+2 − an+1 =
(

−1
2

)n · (a2 − a1).b) Folgere aus Teil a), dass an+2−an = (−1)n−1 · a2−a1

2n
und begründe damit, dassdie Teilfolge mit ungeraden Indizes streng monoton wähst und die Teilfolgemit geraden Indizes streng monoton fällt.) Leite aus Teil a) ferner die explizite Formel her:

an = a2 − (a2 − a1) ·
1

3
·
(

1 + 2 ·
(

−1

2

)n−1
)

.d) Folgere aus Teil ), dass die Folge den Grenzwert a = 1
3(a1 + 2a2) besitzt underläutere, warum man dieses Ergebnis aufgrund der rekursiven Konstruktionvermuten konnte.Bemerkung: Für die im Heft 96 angegebenen Anfangsglieder a1 = 1 und a2 = 5erhält man den Grenzwert a = 11

3
= 3,6̄, der dort bereits erwähnt wurde.(S.W.)Aufgabe 1010: Halbierungen durh DiagonaleIn einem Vierek ABCD sei X der Shnittpunkt der Diagonalen AC und BD.Zeige: Wenn nun X die Diagonale AC halbiert, dann wird die Flähe des Viereks

ABCD von BD ebenfalls halbiert. (H.F.)Aufgabe 1011: Karlas KartenspielKarla hat n = 150 Spielkarten mit weiÿen Rükseiten. Davon ist ein Bruhteil peinseitig rot gefärbt und die restlihen sind auf beiden Seiten weiÿ. Die Kartenliegen nebeneinander auf dem Tish. N = 30 sind auf ihrer Oberseite rot. Karlashlieÿt darausa) p muss ungefähr N
n

= 30
150 = 0, 2 seinb) Ungefähr np, also ungefähr n ·(N

n
) = N = 30 Karten werden auf der Unterseite21 MONOID 104



rot sein. Sind diese Shlüsse gerehtfertigt? (WJB)Aufgabe 1012: Rekonstruktion einer Division
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ : ∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ ∗ , ∗ ∗ ∗ ∗

− ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

− ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

− ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

− ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

− ∗ ∗ ∗ ∗
0Ersetze die Symbole ∗ durh Zi�ern, sodass eine korrekt ausgeführte Divisionentsteht. Der erste und der letzte Stern der 1. Zeile sind 6= 0. (H.F.)Aufgabe 1013: Tripel von PrimzahlenEs seien p1, p2 und p3 drei Primzahlen mit p1 < p2 < p3, für die gelte(1) 1 + p1 · p2 = p3(2) p2 · p3 < 255Finde alle Tripel (p1, p2, p3) von Primzahlen, die diese Bedingungen erfüllen.(Robin Fritsh, Lehrte)Aufgabe 1014: Primzahlen als arithmetishe MittelIm Mathematikunterriht sollte Kim (und ihre gesamte Klasse) folgende Aufgabelösen:Gibt es zwei natürlihe Zahlen mit dem arithmetishen Mittel 17, vondenen die eine doppelt so groÿ ist wie die andere?Shnell kommt Kim zu dem Shluss, dass diese Frage zu verneinen ist.a) Zeige, wie auh Kim es gemaht hat, dass es solhe natürlihen Zahlen nihtgibt.b) Kim möhte die Aussage aus der Aufgabe ändern, so dass sie lösbar ist. Alsobeginnt sie mit ihren Forshungen. Zunähst untersuht sie die Frage: �Gibt eszwei natürlihe Zahlen mit dem arithmetishen Mittel 17, von denen die eine

k-mal so groÿ ist wie die andere?� Tatsählih �ndet sie nah kurzer Zeit solheZahlen. Bestimme auh Du alle solhe Zahlen und bewerte Deine Ergebnisse.) Als nähstes verallgemeinert Kim die Aufgabe, indem sie als arithmetishesMittel andere Zahlen als 17 zulässt. Sie entdekt, dass es unter allen natürlihenMONOID 104 22



Zahlen nur zwei gibt, deren arithmetishes Mittel eine Primzahl ist, und vondenen die eine doppelt so groÿ ist wie die andere. Welhe Zahlen sind das?d) Als krönenden Abshluss möhte Kim die Frage klären, für welhe Werte eszwei natürlihe Zahlen mit dem arithmetishen Mittel p gibt, von denen dieeine k-mal so groÿ ist wie die andere. (MG)Gelöste Aufgaben aus MONOID 103Klassen 8�13Aufgabe 1001: Wahr oder falsh?Alle Zahlen 2010n − 1 mit n = 1, 2, 3, ... sind durh 2009 ohne Rest teilbar.Stimmt das? (H.F.)Lösung:Ih benutze folgende Formel:
an − bn = (a − b)(an−1 · b0 + ... + a0bn−1)und setze a = 2010 und für b = 1 ein.Ih erhalte:
2010n − 1 = (2010− 1)(2010n−1 + 2010n−2 + ... + 2010 + 1).Der erste Faktor ist immer 2009, denn a − b, also 2010− 1, ist immer 2009 unddieser Faktor ist von n unabhängig. Da ein Faktor 2009 ist, ist das Produkt durh

2009 teilbar.(Christopher Patzanovsky, Klasse 7, Johann-Mihael-Fisher-Gymnasium, Bur-glengenfeld)Aufgabe 1002: Teilbarkeit durh 7Frank übt shnelles Kopfrehnen: Er berehnet vershiedene Zweierpotenzen undaddiert 5 hinzu: 5 + 2n, n ∈ N. Dabei beobahtet er, dass genau diejenigenResultate durh 7 teilbar sind, bei denen n von der Form n = 3k + 1 ist mit
k = 0, 1, 2, 3, ...Tri�t die Beobahtung von Frank zu? (nah WJB)Lösung:Bei Division durh 3 lassen alle natürlihen Zahlen n den Rest 0, 1 oder 2, sindalso von der Form 3k , 3k + 1 oder 3k + 2 mit k = 0, 1, 2, 3, ....Da 23 = 8 bei der Division durh 7 den Rest 1 lässt, haben alle Zahlen der Form
5 + 23k = 5 + (23)k bei der Division durh 7 den Rest 5 + 1 = 6, alle Zahlen derForm 5 + 23k+1 = 5 + 2 · 23k den Rest 5 + 2 · 1 = 7 also 0 und alle Zahlen derForm 5 + 23k+2 = 5 + 22 · 23k den Rest 5 + 4 + 1 = 9 also 2.Franks Beobahtung tri�t also zu. 23 MONOID 104



Aufgabe 1003: Würfelfotogra�eTheresa geht am See spazieren. Unterwegs sieht sie viel In-teressantes: Sie beobahtet Angler, besteigt Hügel, sieht einenalten Förderturm � und ein groÿes Kantenmodell eines Wür-fels. Der Würfel ist 3 m groÿ und Theresa fotogra�ert ihn inZentralperspektive (siehe Abbildung).Aus welher Entfernung hat Theresa das Foto gemaht? (MG)Lösung:Es sei d die gesuhte Entfernung.Nah dem Strahlensatz gilt:
1
2

d
=

3
2

d + 3
,beziehungsweise nah Multiplikation mit 2d(d + 3)folgt d + 3 = 3d , also ist d = 3

2. Theresa hat das Foto
also aus einer Entfernung von 1,5 m aufgenommen.Aufgabe 1004: Dreieke im HalbkreisGegeben sei ein Halbkreis vom Durhmesser AB der Länge 2r . C sei ein Punkt,den man beliebig auf dem Kreisbogen wählen darf, C 6= A und C 6= B . Dann gilt:a) Unter allen Dreieken △ABC gibt es eines, das die gröÿte Flähe besitzt;b) Aber es gibt kein Dreiek △ABC mit einer kleinsten Flähe.Du siehst es! Kannst Du es auh begründen? (H.F.)Lösung:Die Flähe des Dreieks beträgt |AB|·h

2 .a) Die Dreieks�ähe ist genau dann maximal, wenn h maximal ist. Wenn dieHöhe durh den Mittelpunkt von |AB | geht, ist sie maximal. Die Flähe beträgtdann: 2r ·r
2

= r 2.b) Je näher der Punkt C an A oder B rükt, desto kleiner wird h. h kann jedepositive reelle Zahl annehmen, die zwishen 0 und r liegt. Zu jedem Dreiek
ABC gibt es ein Dreiek ABC ′, dessen Fäheninhalt halb so groÿ ist. Dahergibt es kein Dreiek mit minimalen Fläheninhalt.(Frank Shindler, Klasse 10, Peter-Joerres-Gymnasium, Bad Neuenahr-Ahrweiler)Aufgabe 1005: GleisarbeitJohanna hat zu Weihnahten von ihren Groÿeltern eine Holzeisenbahn bekommen.Neben unzähligen Kisten von geraden Shienen und Kurven hat sie drei Brüken,vier Kreuzungen und sieben Weihen. Nun möhte sie unter Verwendung allerShienen ein geshlossenes Shienennetz bauen und maht sih ans Werk. Waswird wohl passieren? (Valentin Blomer)MONOID 104 24



Lösung:Die wesentlihe Informationen der Aufgabenstellung sind die Anzahl der Brüken,Kreuzungen und Weihen. Brüken und Kreuzungen haben dieselbe �Wirkung�, sieerlauben das Überqueren einer anderen Streke. Es gibt sieben Kreuzungen/Brükenund sieben Weihen. Da ein geshlossenes Shienennetz gebaut werden soll, mussfür jede Weihe, die von der �Hauptstreke� wegführt auh wieder eine Weiheauf die �Hauptstreke� zurük führen. Man benötigt also eine gerade Anzahl anWeihen. Johanna möhte aber alle Bauteile verwenden, sodass es ihr unmöglihsein sollte, ein geshlossenes Shienennetz zu bauen.(Philipp Delhougne, Klasse 12, Otto-Hahn-Shule, Hanau)Aufgabe 1006: Nullstellena) Bestimme Zahlen b, c und d so, dass die beiden Funktionen f (x) = x3 +
bx2 + cx + d und g(x) = x2 − 4x + 3 die gleihen Nullstellen besitzen.b) Finde eine Funktion h(x) = x4 + ax3 + bx2 + cx + d derart, dass g und h diegleihen Nullstellen haben.) Gib alle solhe Funktionen h an (a, b, c und d müssen dazu niht berehnetwerden). (WJB)Lösung:a) Es gilt g(x) = x2 − 4x +3 = (x − 1)(x − 3). Also hat g die Nullstellen 1 und
3. Damit auh f nur diese beiden Nullstellen hat, muss

f (x) = (x − 1)(x − 3)(x − 1) = x3 − 5x2 + 7x − 3oder
f (x) = (x − 1)(x − 3)(x − 3) = x3 − 7x2 + 15x − 9sein. Das heiÿt, es gilt entweder b = 7, c = 15 und d = −9 oder b = −5,

c = 7 und d = −3.b) Damit h die Nullstellen 1 und 3 hat, könnte zum Beispiel
h(x) = (x − 1)(x − 3)(x − 1)(x − 1) = x4 − 6x3 + 12x2 − 10x + 3gelten.) Damit h nur die Nullstellen 1 und 3 hat, gibt es folgende Möglihkeiten:1. h(x) = (x − 1)3(x − 3),2. h(x) = (x − 1)2(x − 3)2,3. h(x) = (x − 1)(x − 3)3 oder4. h(x) = (x − 1)(x − 3)(x2 + ax + b), wobei (x2 + ax + b) keine reellenNullstellen haben darf. Also muss die Diskriminante D = a2−4b < 0 sein.(Robin Fritsh, Klasse 9, Gymnasium Lehrte, Lehrte)25 MONOID 104


