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Liebe L(o)eserin, lieber L(o)eser!

Die neuen Aufgaben warten auf Lésungen. Nur Mut, auch wenn Du in Mathe keine ,,Eins” hast!
Die Aufgaben sind so gestaltet, dass Du zur Lésung nicht unbedingt den Mathe-Stoff der Schule
brauchst. Vielmehr wirst Du viel mathematische Fantasie und selbststandiges Denken brauchen,
aber auch Zihigkeit, Willen und Ausdauer.

Wichtig: Auch wer nur eine Aufgabe oder Teile einzelner Aufgaben |6sen kann, sollte teilneh-
men; der Gewinn eines Preises ist dennoch moglich. Denkt bei Euren Lésungen daran, auch den
Lésungsweg anzugeben!

Fiir Schiiler/innen der Klassen 5-7 sind in erster Linie die Mathespielereien vorgesehen;
auch Schiiler/innen der Klassen 8 und 9 diirfen hier mitmachen, aber nur auf der Basis der
halben Punktzahl. Alle Schiiler, insbesondere aber jene der Klassen 8-13, kdnnen Lésungen
(mit Losungsweg!) zu den Neuen Aufgaben, abgeben. Schiiler/innen der Klassen 5-7 erhalten
hierbei die 1,5-fache Punktzahl. Punkte aus den Rubriken Computer-Fan, Mathis machen ma-
thematische Entdeckungen und Wer forscht mit? werden bei der Vergabe des Forscherpreises
zugrunde gelegt. (Beitrage zu verschiedenen Rubriken bitte auf verschiedenen Blattern.)

Abgabe-(Einsende-) Termin fiir Lésungen ist der 15.02.2011.
Zuschriften bitte an folgende Anschrift:

Johannes Gutenberg—Universitat Tel.: 06131/3926107
Institut fiir Mathematik Fax: 06131,/3924389

Monoip-Redaktion )
55099 Mainz E-Mail: monoid@mathematik.uni-mainz.de

An folgenden Schulen gibt es betreuende Lehrer, denen lhr Eure Ldsungen abgeben kénnt:
am Elisabeth-Langgdsser-Gymnasium Alzey bei Herrn Kraft, an der Lichtbergschule
Eiterfeld bei Herrn Jakob, am Karolinen-Gymnasium Frankenthal bei Frau Silke Schnei-
der, an der F-J-L-Gesamtschule Hadamar bei Frau Niederle, an der Alfred-Delp-Schule
Hargesheim bei Herrn Gruner, am Frauenlob-Gymnasium Mainz bei Herrn Mattheis, in
Mannheim bei Herrn Wittekindt, am Gymnasium Oberursel bei Frau Beitlich, am Leibniz-
Gymnasium Ostringen bei Herrn Ronellenfitsch, am Gymnasium Nonnenwerth in Re-
magen bei Herrn Meixner und am Wilhelm-Erb-Gymnasium Winnweiler bei Herrn Kuntz.

Die Namen aller, die richtige Lésungen eingereicht haben, werden in Monoip in der ,Rubrik der
Loser” und auf der Monoib-Homepage im Internet erscheinen.

Wir bitten auch um neue Aufgaben, die Du selbst erstellt hast, um sie zu veroffentlichen. Diese
Aufgaben sollen aber nicht aus Biichern oder Aufgabensammlungen entnommen sein, sondern
Deiner eigenen Fantasie entspringen. Wiirde es Dich nicht einmal reizen, eine Aufgabe zu stellen,
deren Losung vorerst nur Du kennst?

Am Jahresende werden rund 50 Preise an die fleifigsten Mitarbeiter vergeben. Seit 1993 gibt es
noch einen besonderen Preis:  das Goldene M.

AuBer der Medaille mit dem Goldenen M gibt es einen beachtlichen Geld-
betrag fiir die beste Mitarbeit bei Monoib und bei anderen mathematischen
Aktivitaten, namlich: Losungen zu den Neuen Aufgaben und den Mathespie-
lereien, Artikel schreiben, Lésen von Sternchenaufgaben, Erstellen von neuen
Aufgaben, etc.

Und nun wiinschen wir Euch viel Erfolg bei Eurer Mitarbeit! Die Redaktion
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Ordnung im Chaos

von Hartwig Fuchs

Uberall ist Ordnung

In dem Film , A Beautiful Mind“! iiber das Leben des John Nash? gibt es eine
Szene, die manchem Zuschauer ratselhaft erscheinen muss. Nash und seine spa-
tere Ehefrau betrachten den nichtlichen Sternenhimmel, als er die ungewohnliche
Bitte dulert, seine Begleiterin mége ihm doch irgend einen Begriff nennen, der ihr
spontan einfalle. Sie sagt verwundert ,Regenschirm”, und er zeigt ihr nach kurzem
Suchen am Himmel eine Sternenkonstellation, die punktweise den Umriss eines
.Regenschirms” besitzt. Was bedeutet diese Episode?

Es gibt einen beriihmten Satz der Logik von Ramsey?® der sinngemiR aussagt:

(1) Totale Unordnung ist nicht méglich. Jede hinreichend groRe Struktur — sei es
nun eine Ansammlung von Menschen, ein Haufen Sandkdrner, die sichtbaren
Sterne am Firmament oder eine Menge mathematischer Objekte wie Zahlen
oder Punkte — enthilt zwangslaufig eine geordnete Teilstruktur.

Der Mathematikier Nash kannte wohl den Satz von Ramsey oder aber seine unten
folgende geometrische Version (3) — und am Beispiel des ,Regenschirms” hat er
seiner Begleitung die Erkenntnis Ramseys liber Ordnung im Chaos ndher bringen
wollen (was immer er damit bezweckte!).

Das Happy Ending-Theorem

Der Satz von Ramsey ist von sehr abstrakter Natur. Einer kleinen Studentengruppe
aus Budapest — Pal Erdds, Georges Szekeres und Edith Klein* — fand fiir ihn jedoch
zwischen 1933 und 1934 eine anschaulich-geometrische Version.

Klein entdeckte zundchst ein neues geometrisches Problem und auch seine Losung:

(2) Unter finf Punkten beliebiger Position in der Ebene, von denen aber keine drei
Punkte auf einer Geraden liegen, gibt es stets vier Punkte, die ein konvexes
Viereck® bilden.

Alle denkbaren Fille des Kleinschen Problems sind zurtickfiihrbar auf eine der Si-
tuationen in der nachfolgenden Abbildung, in denen die Punkte A, B, C, D jeweils
ein konvexes Viereck bilden:

1 Deutscher Titel: ,A Beautiful Mind — Genie und Wahnsinn" (2001)

2 John Nash (geboren 1928), amerikanischer Mathematiker, Gewinner des Nobelpreises fiir Wirtschaftswis-
senschaften 1994.

3 Der Satz von Frank Plumpton Ramsey (1903-1930, englischer Logiker und Mathematiker) ist enthalten in
dem Artikel: ,On a problem of formal logic"; Proc. London Math Soc. 30 (1930).

4 Pal Erdés (1913-1996), einer der Pioniere der Ramsey-Theorie;

Georges Szekeres (1911-2005) und Edith Klein(1910-2005), ungarisches Mathematiker-Ehepaar.

Ein k-Eck heiBt konvex, wenn es keine in sein Innengebiet einspringende Ecke besitzt.
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Es gelang Erd6s und Szekeres bald, eine naheliegende Verallgemeinerung der Aus-
sage (2) zu beweisen:

(3) In einer hinreichend groBen Menge von Punkten der Ebene (= die Ramsey-
Struktur), von denen keine drei auf einer Geraden liegen, gibt es stets k
Punkte, die man zu einem konvexen k-Eck (= die Teilstruktur) verbinden
kann.

Erdds nannte (3) das Happy-Ending-Theorem, weil kurz nach seiner Verdffentli-
chung® George Szekeres und Edith Klein heirateten.

Das Party-Problem

Der Satz von Ramsey und seine geometrische Variante (3) sind reine Existenz-
beweise: Sie sagen zwar aus, dass jede geniigend grole Struktur die geforderte
geordnete Teilstruktur stets enthilt, aber sie machen keine Angaben dariiber, wie
denn eine solche zu finden sei.

Ein erster Schritt zur Lésung dieses Problems kénnte die Bestimmung der Minimal-
zahl n von Elementen sein, die eine Struktur haben muss, damit sie die gesuchte
Teilstruktur iberhaupt besitzen kann.

Und genau dieser Frage ist die Budapester Stundentengruppe fiir die Punktsysteme
des Happy-Ending-Theorems (3) nachgegangen. Aber abgesehen von Einzelféllen
sind sie — und alle spateren Mathematiker bis heute — nicht wesentlich iiber die
sogenannte Erdds-Vermutung: n = 252 4 1 hinausgekommen.

Bei seinen Versuchen, sich einem Beweis dieser Vermutung wenigstens anzundhern,
stiels Erdos auf ein neues Ramsey-Problem, das in eingekleideter Form seinen
ersten oOffentlichen Auftritt 1947 in dem mathematischen Wettbewerb Kiirschak
Competition hatte und seither in vielen Varianten als das Party-Problem zum
Repertoire anspruchsvoller Wettbewerbe gehort. In seiner schlichtesten Form lautet
es so:

(4) In einem Raum befinden sich sechs Personen.
Trifft es stets zu, dass sich mindesten drei von ihnen kennen oder dass sich
mindestens drei von ihnen fremd sind?
Hinweis: A kennt B beziehungsweise A kennt B nicht soll auch bedeuten: B
kennt A beziehungsweise B kennt A nicht.

Das mathematische Modell fiir das Party-Problem stammt von Erdds: Er ordnet
jeder Person genau einen Punkt in der Ebene so zu, dass keine drei Punkte in einer

6 Erdds und Szekeres: A combinatorical problem in geometry — Compositio Math. 2 (1935).
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Geraden liegen. Dann verbindet er zwei Punkte durch eine blaue Strecke, falls sich
die zugehorigen Personen kennen und durch eine rote Strecke, falls sie sich fremd
sind.

Die resultierende Figur Gg, in der jeder Punkt (Ecke) mit jedem anderen Punkt
durch genau eine farbige Strecke (Kante) verbunden ist, heilt ein vollstandiger
farbiger Graph.

Einem Trio miteinander bekannten beziehungswei-

se einander fremden Personen entspricht im zuge-

horigen Graph Gg ein Dreieck mit lauter blauen

beziehungsweise lauter roten Seiten — vergleiche

die nebenstehende Abbildung. Daher l3sst sich die

Frage (4) in ein Problem des Graphen Gg und da- ~__ blau
mit in das von Erdds entdeckte Ramsey-Problem --- rot

bei vollstandigen farbigen Graphen transformieren:

(5) In einem vollstandigen Graphen Gg mit sechs Ecken, von denen keine drei in
einer Geraden liegen, seien die Kanten beliebig blau oder rot gefarbt. Gibt es
dann in Gg stets ein blaues oder ein rotes Dreieck?

Die Schwierigkeit des Problems (5) liegt im Wort , stets".

Der Graph Gg besitzt 15 Kanten — siehe obige Abbildung. Bei jeder Kante hat
man zwei Firbemdglichkeiten. Mithin gibt es 21° = 32768 verschieden gefirbte
Exemplare des Graphen Gg — und jedes von ihnen ist dann hinsichtlich (5) zu
iberpriifen.

Man kann sich jedoch die Untersuchung jedes einzelnen dieser 2'> Exemplare durch
die folgende einfache Uberlegung sparen:

A sei eine beliebige Ecke von Gg. Von A gehen fiinf Kanten aus — nach dem
Schubfachprinzip sind davon mindestens drei blau oder mindestens drei rot. Es
seien daher in der nachfolgenden Abbildung die Kanten AB, AD und AE blau
(sind sie rot, dann vertausche man im Folgenden die Farben blau und rot).

1. Fall: Mindestens eine der Kanten BD, BE, DE ist
blau. Dann enthilt Gg das blaue Dreieck AABD oder
AABE oder AADE.

2. Fall: Die Kanten BD, BE und DE sind rot. Dann ist
das Dreieck ABDE rot.

Damit ist gezeigt, dass die Frage (5) und deshalb auch
die Frage (4) zu bejahen sind. Auf diese Weise ist das
Party-Problem (4) elegant gelost.

Ramsey-Zahlen
Erdos hat die Frage (5) auch allgemeiner gestellt:

(6) In einem vollstindigen Graphen G, mit n Ecken seien die Kanten beliebig
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blau oder rot gefarbt. Wie grol muss dann n mindestens sein, damit G, einen
vollstandigen einfarbigen Graphen Gy mit k Ecken oder einen vollstandigen
andersfarbigen Graphen G, mit m Ecken enthalt?

Die kleinste Zahl n, fiir die ein vollstandiger farbiger Graph G, die Bedingungen
von (6) erfiillt, heift die Ramsey-Zahl R(k, m). Die Lésung des Falles (4) zeigt,
dass R(3,3) > 6 ist. Tatsdchlich gilt R(3,3) = 6, wie die vollstandigen farbigen
Graphen Gz, Gg, Gs in der nachfolgenden Abbildung zeigen, von denen keiner ein
einfarbiges Dreieck enthilt.

Va N
L N —blau
e "o ---rot

Die Ramsey-Zahlen R(2, m) mit m = 2, 3, 4, ... lassen sich leicht angeben,
wenn ein vollstandiger Graph G, mit zwei Ecken als eine Kante mit ihren zwei
Endpunkten definiert wird:

Ein vollstandiger farbiger Graph G,, mit m Ecken, mit m > 2, enthdlt mindestens
eine blaue (rote) Kante oder aber G, ist einfarbig blau (rot). Mithin gilt:

(7) R(k,m)=mfirk=2und m=2,3,4, ..

Sobald man aber versucht, Ramsey-Zahlen R(k, m) mit k > 3 zu bestimmen,
gerdt man in eines der schwierigsten Gebiete der Mathematik. Seit dem Bekannt-
werden des Problems (6) ist es ganzen Legionen von Mathematikern nicht gelun-
gen, mehr als neun Ramsey-Zahlen R(m, k) mit k > 3, m > 3 zu bestimmen —
nur die folgenden Ramsey-Zahlen sind bekannt (Stand 2004):

m |34 5 6 7 8 9
R(3,m)|6 9 14 18 23 28 36
R(4,m)| 18 25

Daneben hat man noch einige Dutzend Abschatzungen fiir Ramsey-Zahlen gefun-
den — wie zum Beispiel diese: 798 < R(10, 10 < 23556).

An solchen Ungleichungen lasst sich gut verdeutlichen, welche gigantisch grofen
Mengen von Graphen bei der Bestimmung von Ramsey-Zahlen ins Spiel kommen
und welche Probleme dadurch zwangslaufig auftreten.

Im Fall R(10,10) sei etwa M7gg die Menge aller vollstandig verschiedenfarbigen
Graphen G7gg mit 798 Ecken. Jeder dieser Graphen besitzt % 798 - 797 = 318003
Kanten, die entweder blau oder rot gefarbt sind.

Mzog besitzt mithin 2318903 ~ 2 77 . 10%7%8 Elemente. Und weitaus groRer sind
die Mengen M; mit 798 < | < 23556.
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Noch besser aber ldsst sich das — auch fiir Computer — fast undurchdringliche
Dickicht an Schwierigkeiten bei der Bestimmung von R(m, k) durch die Tatsa-
che illustrieren, dass allein Erdés 31 Probleme in direktem Zusammenhang mit
Ramsey-Zahlen angegeben hat.

Mathematische Lese-Ecke

— Lesetipps zur Mathematik —
von Martin Mattheis

Thomas Biihrke: ,,Die Sonne im Zentrum. Aristarch von Samos"
Aristarch von Samos war ein genialer Astronom und Mathematiker der Antike,
der in Alexandria und Athen studiert hatte. Von seinen Werken ist leider nur
Von der GroRe und Entfernungen der Sonne und des Mondes" {iberliefert. Er war
ein Vertreter des heliozentrischen Weltbildes und wurde spater als , Kopernikus
der Antike” bezeichnet. Thomas Biihrke macht die historische Personlichkeit des
Aristarch zur Hauptfigur seines mathematisch-historischen Romans. Obwohl der
Autor kaum auf Originalquellen zuriickgreifen konnte, entsteht eine sehr plastische
und historisch getreue Darstellung vom Leben in einer antiken GroRstadt wie Alex-
andria. Ebenfalls sehr lebendig und gelungen erscheint die Darstellung des Alltags
der Philosophen und Wissenschaftler in der beriihmten Bibliothek von Alexandria.
Die Haupthandlung des Romans beginnt mit dem Eintreffen des jungen Aristarch
in Alexandria am 2. Juli 289 vor Christus. Er erhdlt Unterricht von den Mathe-
matikern Straton und dem groRen Euklid sowie dem Astronomen Timocharis und
entdeckt und entwickelt dort sowohl mathematische Ideen als auch astronomische
Gerate wie die spharische Sonnenuhr. Der Hohepunkt des Buches ist jedoch ein
wissenschaftlicher Disput zwischen Aristarch und Kleanthes iiber das heliozentri-
sche Weltbild, der in seiner Gereiztheit an den Jahrhunderte spater stattfindenden
Disput Galileo Galileis erinnert.

Fazit: Mit seinem Roman ,,Die Sonne im Zentrum™ hat Thomas Biihrke die richtige
Mischung aus Abenteuerroman, historischem Jugendbuch und mathematikhisto-
rischen Hintergriinden zusammengestellt. Es ist ihm ein dulerst spannendes Buch
gelungen, welches man — hat man erst einmal angefangen — nicht mehr aus der
Hand legen wird. Gesamtbeurteilung: sehr gut ©©©

mewew  Angaben zum Buch:
Ol€ SONNE

Bihrke, Thomas: Die Sonne im Zentrum. Aristarch von Samos.

N ZENTR
S C. H. Beck 2009, ISBN 978-3406582493, gebunden 276 Seiten,
Al 16,90 €.
Art des Buches: Historischer Jugendroman
Mathematisches Niveau: leicht verstdndlich
Altersempfehlung: ab 12 Jahren
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Aufgaben zum neuen Jahr
von Hartwig Fuchs

Kreis-Sudoku

In der Figur, bestehend aus 50 Fel-
dern, die von fiinf Kreisringen und
zehn Sektoren gebildet sind, sollen
die ganzen Zahlen 0, 1, ..., 9 so
auf die Felder verteilt werden, dass

gilt:

1. Jeder Kreisring enthilt jede der
Zahlen 0, 1, ..., 9 genau ein
Mal:

2. Jeweils zwei benachbarte Sek-
toren enthalten zusammen jede
der Zahlen genau ein Mal.

Nachdem alle Felder mit Zahlen
belegt sind, sei jeder Sektor mit
derjenigen seiner fiinf Zahlen num-
meriert, die dem Kreismittelpunkt
am nachsten liegt. Anschliefsend
werden die fiinf Zahlen eines jeden
Sektors von innen nach auBen durch fiinf Buchstaben ersetzt und zwar nach der
Vorschrift:

Sektor 1: ENUNS Sektor 6: EICHE
Sektor 2: ENSCH Sektor 7: ESERN
Sektor 3: ERENL Sektor 8: SJAHR
Sektor 4: EINER Sektor 9: FOLGR
Sektor 5:  WIRWU Sektor 0: SNEUE

Die Buchstaben-Sektoren ergeben in der richtigen Reihenfolge, jewels vom Zen-
trum nach aullen gelesen, einen Wunsch der Redaktion.

Jahreszahl-Spielerei

Es sei p1, p2, p3, ... die Folge der nach wachsender Grélke geordneten Primzahlen
— beispielsweise ist p170 = 1013 und p3gg = 1987.

a) Wie groB ist psgs”?

b) Es sei p := p3gs — p, mit n < 305. Bestimme dann n so, dass gilt:
2. p+0-pp+1-p3+1-p; =2011
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Teilbarkeit durch 20117

Behauptung: Fiir jedes n, n = 1, mit 2, 3, ..., ist jede der Zahlen 2012" — 17,
2013" — 27 2014" — 3", ... durch 2011 teilbar.

Stimmt die Behauptung?

Summendarstellung von 2011

Ist 2011 die Summe von zwolf unmittelbar aufeinander folgenden natiirlichen Zah-
len?

Ein besonderer Funktionswert
Es sei f(x) := i—j und f2(x) := f(f(x)) sowie f"(x) := f(f""1(x)) fiir n > 2.
Berechne £2011(2011).

Quersumme 2011

Bestimme alle natiirlichen Zahlen n, fir die gilt:
Die Summe aus der Zahl n und ihrer Quersumme Q(n) ist 2011.

Eine quadratische Gleichung

Finde die ganzzahligen Lésungen der Gleichung 14x? — 13x — 2xy + 3y = 2011,
falls es welche gibt.

Die Lésungen zu den Aufgaben findet ihr in diesem Heft ab Seite 77

Die besondere Aufgabe

Uberleben im Flichenland
von Hartwig Fuchs

Edwin A. Abbott* hat in seinem 1884 erschienen Buch .-t
,Flatland" (Flachenland) eine Welt beschrieben, in der
alle Dinge und Lebewesen héchstens zweidimensional ‘i
sind: Punkte, Linien, geometrische Figuren, ... in einer
Ebene. In neuerer Zeit haben sich in Flachenland Insek-
ten von kreisformiger Figur mit einem Durchmesser d
entwickelt, wobei d in einem Intervall 0 < d < 2R, R
eine feste Zahl, variiert.

Nur die groRen Insekten (Grins genannt) mit dem
Durchmesser 2R fressen kleine Insekten (Klins ge-
nannt), deren Durchmesser < 2R ist.

Edwin A. Abbott (1838-1926), Londoner Schuldirektor und Literat
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Dies geschieht stets dann, wenn ein Grins einen Klins beriihrt. Durch diesen Reiz
offnet sich eine Liicke in der Kreisperipherie des Grins, durch die das Klins in das
Innengebiet des Grins hineingezogen wird. Es gelingt den Grins jedoch nicht, nach
und nach alle Klins zu verschlingen, denn in Flichenland liegen iiberall aus zwei
Strecken der Linge > 4R gebildete gleichschenklige Winkel mit Offnungen von
60° und 90° herum. In die Spitze dieser Winkel kénnen die Klins fliichten. Und
wenn ihre Durchmesser nur klein genug sind, dann kénnen die Grins sie dort nicht
erreichen. Welche Klins haben daher mit Sicherheit eine Uberlebenschance?(H.F.)

Losung
In Figur 1 und Figur 2 beriihrt ein Grin jeweils
ein Klin.
In Figur 1 ist das Dreieck OLK gleichseitig,
so dass |OK| = 2r ist. Aus Symmetriegriin-
C den ist KL || GH.
Dann gilt:
30° R r |OK | 2r . R
R |OK|+r+R 3r+R 3
0. H
\\L Wenn daher das Klins einen Radius r < g
_ hat, dann kann es das Grins im 60°-Winkel
Figur 1 nicht erreichen.

Im gleichschenkligen-rechtwinkligen Dreieck OLK
gilt wegen |OL| = r, dass |OK|?> = r? + r? und

somit |OK| = rv/2. Da die Gerade OG Symme- G
trieachse ist KL || GH. Dann aber ist
r |OK | rv?2
R |OK|+r+R n2+r+R
daraus folgt R
rV2+r+R=RV2
und

r(V2+1)=R(V2-1), o L H

also

r =
V2+1 2—-1
Mit einem Radius r < (v/2 — 1)?R ist das Klin im 90°-Winkel unerreichbar fiir
ein Grin.

Weil (v/2—1)? < £ gilt, ist ein Klin mit einem Radius r < (v/2—1)?R sowohl in

va-lp (V2-17 (V2 —1)°R.
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einem 60°-Winkel als auch in einem 90°-Winkel unerreichbar fiir ein Grin — eine
sichere Uberlebenschance fiir ein Klin.

Wer forscht mit?

Ein bekanntes Kinderspiel heilst ,Obstgarten”. Auf den sechs Seiten eines Wiirfels
sind vier verschiedene Obstsorten aufgedruckt, ein Joker und ein Rabe. Auf einem
Spielfeld sind von jeder der vier Obstsorten je n = 10 Exemplare vorhanden. Nun
wird gewiirfelt: Erscheint eine Obstsorte, so kann eine der entsprechenden Friichte
vom Spielfeld entfernt werden. Ist die Obstsorte nicht mehr vorhanden, passiert
nichts. Erscheint der Joker, kénnen zwei beliebige (eventuell gleiche) Friichte vom
Spielfeld entfernt werden. Erscheint der Rabe, bekommt der Rabe einen Punkt.
Die Spieler haben gewonnen, falls sie alle Friichte vom Spielfeld entfernt haben,
bevor der Rabe m = 9 Punkte hat. Ansonsten haben die Spieler verloren.

a) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Spieler gewinnen, wenn die Spieler
bei einem Joker zufillig zwei Friichte aussuchen?

b) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Spieler gewinnen, wenn die Spieler
bei einem Joker immer Friichte von der oder den Obstsorten nehmen, von der
oder denen noch am meisten vorhanden ist?

c) Beantworte dieselben Fragen fiir andere Parameter m und n.
d) Beantworte dieselben Fragen fiir beliebige Parameter m und n. (V. Blomer)

Hinweis: Eure Forschungsergebnisse konnt lhr bis zum 28. Februar 2011 an die Monoip-Redaktion
einsenden, denn auch hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Eure Ergebnisse werden jeweils zwei
Hefte spater veroffentlicht.

In Heft 102 stellten wir Euch folgende Aufgabe:

Eine Folge von Quadraten

Untersuche die aus beliebig vie-

len Quadraten @i, @, @3, ...,

o (g, ... gemilk dem nebenstehen-
den Bild erkennbaren Muster auf-

Qs gebaute geometrische Figur. In ihr

seien die Seitenldngen von @ und

o * Q> jeweils 1, die von @3 sei 2 und

B o so weiter. Ferner sei R; = @y,
Ro=@Q U@, R3=RUGQG, ..

die Folge der Rechtecke in dieser
Figur. Interessant kdnnten sein:

e Das Bildungsgesetz der Seitenldngen der Quadrate Qq, @, @3, ..., sowie der
Seitenlangen und der Flacheninhalte der Rechtecke Ry, Ry, Rs, ...;
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e die Folge der VergroRerungsfaktoren g1, o, g3,... der Seitenldngen von
@1, @, Q3, ... sowie die Eigenschaften dieser Folge;

e Abinderungsmoglichkeiten beim Bildungsgesetz der Quadratfolge;
e Verallgemeinerungsmoglichkeiten (auch rdumlicher Art).
(H. F.)

Ergebnisse

Ihre Untersuchungsergebnisse haben uns zugeschickt: Stella Brytanchuck (Will-
statter-Gymnasium, Nirnberg), Philipp Delhougne (Otto-Hahn-Schule, Hanau),
Alia’a Ahmed Doma und Shaima’a Ahmed Doma (beide Deutsche Schule der Bor-
romaerinnen, Kairo), lllja Fodorov (Ludwig-Frank-Gymnasium, Mannheim), Robin
Fritsch (Gymnasium Lehrte), Florian Schweiger (Gymnasium Marktoberdorf), so-
wie Markus Voelckel (Gymnasium Casimirianum, Coburg).

Alle haben den Zusammenhang der Folge der Quadratseitenldngen mit der Fibo-
nacci-Folge erkannt. Auch Zahlenangaben und — noch besser — Formeln fiir die
Seitenlangen der Rechtecke und deren Flacheninhalte sowie fir die VergréRerungs-
faktoren wurden hergeleitet. Besonders griindlich in die Materie eingestiegen sind
Robin Fritsch, Florian Schweiger und lllja Fodorov, dessen detaillierte Ausarbeitung
schon eine kleine Seminararbeit darstellt; wegen ihres Umfangs (neun Seiten) kén-
nen wir sie hier nicht abdrucken und greifen daher auf die komprimierte Fassung
von Florian Schweiger zuriick. Siehe hierzu den gleichnamigen Artikel.

Losung der Forscheraufgabe: Eine

Folge von Quadraten
von Florian Schweiger

Ich betrachte zunachst die urspriingliche Quadratfolge und dann zwei mathema-
tisch sehr interessante Verallgemeinerungen.

I Es seien a;, ap, a3, ... die Seitenlangen der Qudrate,
as l, b, K, ... und by, by, b3, ... die Seitenlangen der
Qs Rechtecke.
Qs bs Offenbar gilt a1 = ap = 1 und a,.1 = a,+a,_1. Damit
03%; sind die Seitenldngen gerade die Fibonaccizahlen, es

ist a, = F,. Aulerdem gilt, wie man aus der Skizze
erkennen kann, I/, = a,;1 und b, = a,. Das Rechteck
R, hat also die Seiten F, und F,;1 und damit den Flacheninhalt A, = F,F,.1.
Mit der Binet'schen Formel

5 0)
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mit = 1+T\/§ die man in Aufgabe 998 herleiten soll, kann man noch explizi-
te Ausdriicke fiir die Seitenldngen und Flacheninhalte gewinnen, wobei sich die
Formeln fiir A, wegen p — é = 1 noch vereinfachen:

1 1 2n+1
_ = 2n+1 = 1 n+1
5<¢ +(-2) e )

Der Vergrolkerungsfaktor g, der Seitenlangen von @, zu Q,;1 ist dann offenbar
qn = % Da F,, mit gegen 0 gehendem Fehler, durch %gp” approximiert wird,
ist

n+1
L

S

an ~

=¥

3

P

S

fir groBe n (vergleiche Verallgemeinerung 2, dort wird ein strenger Beweis der

Konvergenz gefiihrt). Die Folge (g;)7_;, die mit % 2 3

£, 3, 2 beginnt, konvergiert
a|so gegen gp ~ 1,618

Verallgemeinerung 1: Dreiecke

Mit dem aus der Skizze ersichtlichen Prinzip kann
man eine Folge Dy, D,, Dj,... von gleichseitigen

Dreiecken definieren. Es seien di, db, ds, ... de-

D, Dg . ren Seitenlangen. Die Seitenldngen erfiillen nun
d1 . offenbar die Rekursion d, 1 =d,+ d,_4 fir

dy 1O N>5 mit di=ch=ds=1, dy =ds =2. Je-
& N D D A C!OCh gibt es noch eine weitere Rekursion, ném—
1\ =3 lich d,,1 = d,_1+ d,_p, fir n > 4. Warum dies

D D, N gilt, lasst sich aus der Skizze ablesen. Diese zweite
Ds "\ Rekursion ist einfacher als die erste und wird da-

- her im Folgenden untersucht. Die charakteristische

Gleichung dieser Rekursion, A3 = X\ + 1, hat Lo-
sungen A1 =~ 1,325, A\ 3 =~ —0,662 4+ 0,562/, also gilt mit geeigneten Konstanten
dp = aA] + A + csA\]. Es gilt [A1] > 1 und |Ap3] < 1. Da die Dreiecksseiten
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aber offensichtlich beliebig grols werden, muss ¢; # 0 gelten. Da A1 unter den A;,
mit / = 1, 2, 3, den grolten Betrag hat, ist es also der am starksten wachsende
Term. Somit konvergiert, analog zu oben, d(”j—:l gegen \1 ~ 1,325.
Verallgemeinerung 2: Rechtecke

Wie aus der Skizze ersicht-

X4'Lii 352 4 1 & lich ist, beginnt man mit ei-

R . F nem Rechteck der Seiten-

™ | lingen 1 und x> 1 und

x2+1 Q: figt dann weitere Recht-

3 ecke an. Es seien pi(x),

Ra + R Re  po(x), ps(x), ... die Lin-
x 3 gen der kiirzeren Seite die-

ser Rechtecke. Diese Folge

beginnt mit 1, x, x> + 1,

“x3 4 2x, x* 4+ 3x%2 4+ 1,
x2 4 4x3 +3x, xO +5x* +6x%+ 1, x" + 6x> + 10x3 + 4x und sie erfiillt, wie
aus der Skizze ersichtlich, die Rekursion p,(x) = x - pp—1(x) + pr—2(x) fiir n > 3.
Beim Betrachten der Koeffizienten der Polynome dieser Folge fallt auf, dass sie
alle im Pascalschen Dreieck vorkommen. So gelangt man zur Vermutung

3] .
=1\ n-2i
x) = X"
P = (")
Dass diese Vermutung zutrifft, kann man durch Einsetzen in die Rekursionsglei-
chung mit vollstandiger Induktion nachweisen.

Es sei nun g = —”XL;”X eine Losung von y = x + % Formt man die Rekursions-
gleichung um und setzt g, = ”;’)*Tlg), so erhdlt man g, = x + = Subtrahiert
_ l = . — 1 _ l — 8—8n—1
man davon g = x + g erhdlt man g, — g T "= gar Da offenbar

sowohl g > 1 als auch g,_1 > 1 gilt, folgt

1

&n—-18
Daher muss der Grenzwert 0 sein.
Die VergroBerungsfaktoren g, haben also den Grenzwert g = 7”%454“.

Wenn man x = 1 setzt, so wird die Rechtecksfolge zur Quadratfolge und der
VAR S o
5 .

Da a, = py(1) gilt, erhdlt man auch noch die interessante ldentitat
3]

A= ()= () (027
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Diese ldentitdt wurde hier ganz nebenbei bewiesen.

Ein Schneemann
und die Mathematik

von Hartwig Fuchs

Der Mathematiker Professor Slyfox ist ein begeisterter Anhanger seines Faches —
was sich unter anderem auch darin zeigt, dass er jede seiner Vorlesungen mit dem
lauten Ausruf einleitet:

Mathematik ist tberalll”

Eines Morgens nun, als er in einer Anfinger-
Vorlesung wieder einmal seine Zuhorer mit seiner
Lieblingsthese begriit hatte, stand der Student Ta-
lentino auf, ging wortlos zur Tafel und zeichnete dar-
auf eine Figur, die in etwa so aussah wie die neben-
stehende Abbildung. Mit leichtem Spott fragte er:
Wo bitte schon ist hier die Mathematik?"
Professor Slyfox war stets bereit, seine These zu ver-
teidigen. So kam ihm Talentinos Aktion gerade recht, °
bot sie ihm doch die giinstige Gelegenheit, die Giil-
tigkeit seiner These selbst an des Studenten kind-
lichen Figur eines ,Schneemanns” demonstrieren zu
konnen. Er sagte daher: ,Um auf Talentinos Frage
einzugehen, erlaube ich mir eine etwas langere Abweichung von meinem Vorle-
sungsstoff.” Und er legte los.

Ein Mathematiker kann in der Figur eines ,Schneemanns” einen Graphen sehen —
wobei Graphen nichts mit Graphiken (zum Beispiel Diagrammen oder Kurven) zu
tun haben, mit denen man Datenmengen veranschaulicht. Vielmehr:

Ein Graph ist eine endliche Menge von Punkten (= Ecken) beliebiger Position
in einer Ebene sowie von Linien (= Kanten) beliebiger Form in der gleichen
Ebene, wobei jede Linie genau zwei verschiedene Punkte als Endpunkte be-
sitzt und keine zwei Linien die gleichen Endpunkte haben.*

Graphen weisen viele bemerkenswerte Eigenschaften auf, die in dicken Lehrbiichern
der Graphentheorie hergeleitet werden.

Um Talentinos Zweifel an seiner These zu entkraften, sollen hier zunachst nur
zwei mathematische Eigenschaften von Graphen beschrieben werden, die dann
natiirlich auch der Schneemann besitzt. Ein Graph G besitze e Ecken, e > 1.

*  Professor Slyfox beschrdnkt sich damit auf endliche ebene Graphen ohne Mehrfachkanten (= mehrere
Kanten mit denselben zwei Endpunkten) und ohne Schlingen (= Kanten mit nur einem Endpunkt).
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Es sei ¢; die Anzahl der Ecken von G, von denen genau i Kanten ausgehen, dabei
sind i = 0,1,2,..., h und h die grote Anzahl Kanten, die von einer einzelnen
Ecke ausgehen.
Fiir den ,,Schneemann” ist zum Beispiel e =22,eg = 4,61 = 10,e, =0, e3 = 6,
€1 = 2.
Es gilt nun fir G: e = eg + €1 + & + - -+ + e4,. Damit lasst sich die Anzahl k
der Kanten von G berechnen. Zahlt man eine Ecke j-fach, wenn von ihr i Kanten
ausgehen, dann erhalt man:
(1) 2k=0-e+1-e1+2-&2+3-e35+4-e,+5-e5+ ...+ h-ep,
wobei sich der Faktor 2 bei k dadurch ergibt, dass jede Kante von G wegen ihrer
zwei Endecken doppelt gezdhlt wird.
EsseiS$:=2-e1+2-eg+4-e35+4-e,+6-e5+ ...+ h- ey falls h gerade
ist, und S:=2-e1+2-e0+4-e5+4-e4+6-e+..+(h+1) e, fallsh
ungerade ist. Subtrahiert man nun von der geraden Zahl S die ebenfalls gerade
Zahl0-e+1-e1+2-e+3-e3+4-e,+5-e5+ ...+ h-eyaus (1), so resultiert
die gerade Zahl
(2) e1+e3+e5+ -+ ey fiir gerades h und

e+ e+ e+ -+ ey fiir ungerades h.
Diese Zahlen aus (2) geben jeweils an, wie viele Ecken der Graph G besitzt, von
denen ungeradzahlig viele Kanten ausgehen.

Fiir Talentino fasst Professor Slyfox zusammen:

(3) Jeder Graph G (im Sinne von FuRnote ) hat insgesamt geradzahlig™ viele
Ecken, von denen eine ungerade Anzahl von Kanten ausgeht.

Diese unerwartete Eigenschaft eines jeden Graphen G wird noch bemerkenswerter
dadurch, dass die Anzahl der Ecken von G, von denen geradzahlig viele Kan-
ten ausgehen, sowohl gerade als auch ungerade sein kann! Die untenstehenden
Abbildungen zeigen dies:

6‘0:0, 61:2,
62:21 e3:01
6‘4:2,

—et+ete=4

6‘0:0, 61:1,
62:21 e3:11
6‘4:1,

— e+ e +e =3

**  Die Zahl 0 wird als gerade betrachtet.
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Professor Slyfox ist in der ganzen Universitat bekannt dafiir, dass er nur schwer ein
Ende findet, wenn er bei seinem Lieblingsthema ,Mathematik ist iiberall” gelandet
ist. So auch dieses Mal.

Es geniigt ihm nicht, dass er Talentinos Frage beantwortet hat, indem er ein wenig
vom mathematischen Gehalt des ,Schneemanns” und der Schar seiner Verwand-
ten, den Graphen, sichtbar gemacht hat. Er will seinen Studenten zeigen, dass in
thnen noch mehr Mathematik steckt — etwa die Moglichkeit, sie als mathemati-
sche Modelle zur Beschreibung auch scheinbar mathematik-freier Situationen zu
verwenden. Dazu wahlt er als Beispiel ein scheinbar mathematik-freies, unlosbar
scheinendes Problem, dessen Darstellung als Graph den mathematischen Schliissel
zu seiner Losung liefert.

Das ,,unlosbare” Problem des Professor Slyfox

Fiir viele Menschen ist das Handeschiitteln, etwa zur BegriiBung, eine traditionell
gelibte Geste.

Diejenigen Menschen, die einer ungeraden Anzahl vom Mitmenschen schon min-
destens einmal die Hand gegeben haben, seien vom Typ 1 genannt; diejenigen,
die das bei einer geraden Anzahl von Personen oder bei niemandem getan haben,
sollen vom Typ 2 heien.

Professor Slyfox fragt nun:

(4) Gibt es in einer Gruppe von beliebig vielen Personen insgesamt geradzahlig
oder ungeradzahlig viele Personen vom Typ 17

Diese Frage, so scheint es, kann man ohne zusatzliche Informationen nicht beant-
worten und zwar allein schon deshalb, weil man die Anzahl der Personen in der
Gruppe nicht kennt.

Aber die (4) zu Grunde liegende Situation ldsst sich als ein Graph G darstellen;
so wird (4) dann zu einem Problem von Graphen und dafiir lasst sich eine Losung
angeben!

Man ordne jedem Menschen einen beliebigen Punkt in der Ebene zu, wobei keinen
zwei Menschen der gleiche Punkt zugeordnet wird. Wenn dann eine Person P einer
Person @ schon mindestens einmal die Hand geschiittelt hat, dann verbinden wir
die Punkte P und @ durch eine Linie beliebiger Form. Hat aber die Person P noch
nie jemandem die Hand gegeben, dann wird der P zugehdrige Punkt mit keinem
anderen Punkt verbunden.

Auf diese Weise entspricht jeder Gruppe von n Personen, wobei n eine beliebige
natiirliche Zahl ist, jeweils ein Graph G mit n Ecken; und einer Person vom Typ
1 (vom Typ 2) aus der Gruppe ist eine Ecke von G zugeordnet, von der eine
ungerade Anzahl von Kanten (eine gerade Anzahl von Kanten oder keine Kante)
ausgeht.

Zum Beispiel darf man dann Talentinos ,Schneemann™ als ein graphentheoretisches
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Modell fiir eine Gruppe von 22 Personen betrachten, von denen 16 Personen vom
Typ 1 und 6 Personen vom Typ 2 sind.

Der eben definierte Graph G mit n Ecken weist die merkwiirdige Eigenschaft (3)
auf; er besitzt also insgesamt geradzahlig viele Ecken, von denen eine ungerade
Anzahl von Kanten ausgeht.

Daraus folgt unmittelbar die (unerwartete!) Lésung des Problems (4), wenn man
vom Graph G zuriickgeht zu der G entsprechenden Personengruppe, namlich:

(5) In jeder Gruppe von n Personen, wobei n eine beliebige natiirliche Zahl ist,
befinden sich insgesamt geradzahlig viele Personen vom Typ 1.

Mit der Bemerkung, dass damit die mathematischen Eigenschaften von Talentinos
,Schneemann” bei weitem noch nicht alle genannt seien, beendete Professor Slyfox
seine weitlaufige Abschweifung vom Thema seiner Vorlesung.

Neue Mathespielereien
Fiir die jiingeren Schiiler/innen der Klassen 5-7

Loch im Kuchen
Frau Freundlich hat fiir ihre beiden Enkelkinder einen

grolen rechteckigen Blechkuchen gebacken und stellt
ihn zum Abkiihlen auf die Terrasse. Ein vorwitziges
Nachbarskind sieht das und schneidet aus dem Ku-
chen ein rechteckiges Stiick heraus - aber nicht genau
aus der Mitte und die Seiten dieses Stiickes sind nicht
parallel zu den Seiten des Blechkuchens.

Kann Frau Freundlich den restlichen Blechkuchen in zwei genau gleich grole
Stiicke fiir ihre Enkelkinder schneiden? (CE)

Ein besonderes Vielfaches

Bestimme ohne Taschenrechner und ohne Computer das kleinste Vielfache von
88, dessen Dezimaldarstellung nur aus den Ziffern 6 und 7 besteht — sofern es ein
solches Vielfaches iiberhaupt gibt. (H.F.)

Pias Apfel
Pia kauft ein Kilo mittelgroBe Apfel und legt sie in eine Reihe. Zwei davon sind
besonders rotbackig. Der eine ist der Sechste von links, der andere der Achte von

rechts. Zwischen den beiden Apfeln liegen drei weitere. Kannst du feststellen, wie
viele Apfel Pia hat? (WJB)
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Winkel im Dreieck
Zeige: In einem Dreieck ist stets mindestens ein Innenwinkel > 60°. (H.F.)

Teilerfremde Zahlen

Finde mindestens ein Beispiel fiir vier Zahlen mit folgender Eigenschaft: es gibt
keine natiirliche Zahl > 1, die alle vier Zahlen teilt; wahlt man aber drei beliebige
aus den vier Zahlen, so gibt es stets eine natiirliche Zahl > 1, die diese drei Zahlen
teilt. (Valentin Blomer)

Streichholzgleichungen

Betrachte die Streichholzgleichungen als Darstellung einer Gleichung in rémischen
Ziffern. Versuche durch Verschieben von moglichst wenigen Streichhdlzern die
Ausdriicke zu korrigieren. Dabei diirfen moderne Rechenzeichen (4,—, x (fir -),
/ (fir :)) benutzt werden.

a) d)
b)'\/'T°—T\/"—_-T>< )T’—_-'\/T

)><°—T‘—_-T T
Xlet1=X

(CE)

Einhundert Kiihe

Einhundert Kiihe auf einer Weide, jede schwarz,
weill oder braun, fressen einhundert Ballen Heu. Je-
de schwarze Kuh frilt fiinf, jede weille drei aber es
braucht drei braune Kithe um einen Ballen zu fressen.

Wieviele Kiihe von jeder Farbe stehen auf der Weide, wenn man davon ausgeht,
dass alle einhundert Ballen gefressen werden und jede Farbe von mindestens einer
Kuh vertreten ist? (gefunden von CE)
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Neue Aufgaben
Klassen 8-13

Aufgabe 1008: Wahr oder falsch?
Es seien x, y, z und a beliebige reelle Zahlen. Aus x + y 4+ z = a folgt, dass
xy + yz + xz < 3a° ist. Trifft das zu? (H.F)

Aufgabe 1009: Folge der arithmetischen Mittel

Am Schluss der Aufgabe ,Mittelwertfolgen™ der Mathespielereien aus Heft 96 wur-
de kurz die Folge der arithmetischen Mittel erwdhnt. Diese soll nun ndher behandelt
werden. Sie ist rekursiv gegeben durch a, ., = % - (aps1 + an) fiir n € N, wobei
mit zwei Gliedern a; und a, begonnen wird, fiir die 0 < a; < a, angenommen

wird.

a) Zeige zunachst, dass a,12 — api1 = (—%)n (ay — a1).

b) Folgere aus Teil a), dass a,10—a, = (—1)”*1-% und begriinde damit, dass
die Teilfolge mit ungeraden Indizes streng monoton wachst und die Teilfolge
mit geraden Indizes streng monoton fallt.

c) Leite aus Teil a) ferner die explizite Formel her:

an:az—(az—al)-%- <1+2- (—é)nl)

d) Folgere aus Teil ¢), dass die Folge den Grenzwert a = 3(a; + 2a,) besitzt und
erlautere, warum man dieses Ergebnis aufgrund der rekursiven Konstruktion
vermuten konnte.

Bemerkung: Fiir die im Heft 96 angegebenen Anfangsglieder a; = lund a, =5

erhilt man den Grenzwert a = & = 3.6, der dort bereits erwihnt wurde.

’ (S.W.)

Aufgabe 1010: Halbierungen durch Diagonale

In einem Viereck ABCD sei X der Schnittpunkt der Diagonalen AC und BD.
Zeige: Wenn nun X die Diagonale AC halbiert, dann wird die Fliche des Vierecks
ABCD von BD ebenfalls halbiert. (H.F.)

Aufgabe 1011: Karlas Kartenspiel

Karla hat n = 150 Spielkarten mit weilen Riickseiten. Davon ist ein Bruchteil p
einseitig rot gefarbt und die restlichen sind auf beiden Seiten weiR. Die Karten
liegen nebeneinander auf dem Tisch. N = 30 sind auf ihrer Oberseite rot. Karla

schlieBt daraus

a) p muss ungefahr = = 35 = 0, 2 sein

b) Ungefshr np, also ungefshr n- (&) = N = 30 Karten werden auf der Unterseite
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rot sein. Sind diese Schliisse gerechtfertigt?

(WJB)
Aufgabe 1012: Rekonstruktion einer Division
ok ok kok ok Tk ok ok = 3k ok ok ok k0 ok kK
— X X *
* k0 k
— X * 0k
ko ok X
— X% >k Xk
* ok ES
— kX *
Xk % %
— k% x %
0
Ersetze die Symbole * durch Ziffern, sodass eine korrekt ausgefiihrte Division
entsteht. Der erste und der letzte Stern der 1. Zeile sind # 0. (H.F.)

Aufgabe 1013: Tripel von Primzahlen
Es seien p1, p» und ps drei Primzahlen mit p; < py < ps, fiir die gelte

(1) 14 p1-p2=ps
(2) p2-p3 <255

Finde alle Tripel (p1, po, p3) von Primzahlen, die diese Bedingungen erfiillen.
(Robin Fritsch, Lehrte)

Aufgabe 1014: Primzahlen als arithmetische Mittel
Im Mathematikunterricht sollte Kim (und ihre gesamte Klasse) folgende Aufgabe
|6sen:

Gibt es zwei natlrliche Zahlen mit dem arithmetischen Mittel 17, von
denen die eine doppelt so grofk ist wie die andere?

Schnell kommt Kim zu dem Schluss, dass diese Frage zu verneinen ist.

a) Zeige, wie auch Kim es gemacht hat, dass es solche natiirlichen Zahlen nicht
gibt.

b) Kim mochte die Aussage aus der Aufgabe dndern, so dass sie |osbar ist. Also
beginnt sie mit ihren Forschungen. Zunidchst untersucht sie die Frage: ,Gibt es
zwei naturliche Zahlen mit dem arithmetischen Mittel 17, von denen die eine
k-mal so groll ist wie die andere?” Tatsachlich findet sie nach kurzer Zeit solche
Zahlen. Bestimme auch Du alle solche Zahlen und bewerte Deine Ergebnisse.

c) Als nichstes verallgemeinert Kim die Aufgabe, indem sie als arithmetisches
Mittel andere Zahlen als 17 zulasst. Sie entdeckt, dass es unter allen natirlichen
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Zahlen nur zwei gibt, deren arithmetisches Mittel eine Primzahl ist, und von
denen die eine doppelt so grok ist wie die andere. Welche Zahlen sind das?
d) Als kronenden Abschluss méchte Kim die Frage klaren, fiir welche Werte es
zwei natiirliche Zahlen mit dem arithmetischen Mittel p gibt, von denen die
eine k-mal so grof ist wie die andere. (MG)

Geloste Aufgaben aus Monoib 103
Klassen 8-13

Aufgabe 1001: Wahr oder falsch?
Alle Zahlen 2010" — 1 mit n = 1,2, 3, ... sind durch 2009 ohne Rest teilbar.
Stimmt das? (H.F.)

Losung:
Ich benutze folgende Formel:

a"—b"=(a—b)(a" -0+ ...+ 2" 1Y)

und setze a = 2010 und fiir b =1 ein.
Ich erhalte:

2010" — 1 = (2010 — 1)(2010" ' + 2010”2 + ... 42010 + 1).

Der erste Faktor ist immer 2009, denn a — b, also 2010 — 1, ist immer 2009 und
dieser Faktor ist von n unabhangig. Da ein Faktor 2009 ist, ist das Produkt durch
2009 teilbar.
(Christopher Patzanovsky, Klasse 7, Johann-Michael-Fischer-Gymnasium, Bur-
glengenfeld)

Aufgabe 1002: Teilbarkeit durch 7

Frank tbt schnelles Kopfrechnen: Er berechnet verschiedene Zweierpotenzen und
addiert 5 hinzu: 5 + 2", n € N. Dabei beobachtet er, dass genau diejenigen
Resultate durch 7 teilbar sind, bei denen n von der Form n = 3k + 1 ist mit
k=0,1,273, ..

Trifft die Beobachtung von Frank zu? (nach WJB)

Lésung:

Bei Division durch 3 lassen alle natirlichen Zahlen n den Rest 0, 1 oder 2, sind
also von der Form 3k, 3k + 1 oder3k+2 mit k =0,1,2,3, ....

Da 23 = 8 bei der Division durch 7 den Rest 1 lisst, haben alle Zahlen der Form
5+ 23k = 54 (23)* bei der Division durch 7 den Rest 5+ 1 = 6, alle Zahlen der
Form 5+ 23+l =5 4+ 2.23 den Rest 5+ 2 -1 = 7 also 0 und alle Zahlen der
Form 5+ 23k%2 = 5 4 22. 23k den Rest 5+ 4 + 1 = 9 also 2.

Franks Beobachtung trifft also zu.
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Aufgabe 1003: Wiirfelfotografie
Theresa geht am See spazieren. Unterwegs sieht sie viel In-

teressantes: Sie beobachtet Angler, besteigt Hiigel, sieht einen

alten Forderturm — und ein groles Kantenmodell eines Wiir-

fels. Der Wiirfel ist 3m groR und Theresa fotografiert ihn in
Zentralperspektive (siehe Abbildung).

Aus welcher Entfernung hat Theresa das Foto gemacht? (MG)

Losung:
Es sei d die gesuchte Entfernung.
Nach dem Strahlensatz gilt:

1 3
2 2
d _d + 3 Theresa hat das Foto

beziehungsweise nach Multiplikation mit 2d(d + 3)
folgt d +3 = 3d, also ist d = %

also aus einer Entfernung von 1,5 m aufgenommen.

Aufgabe 1004: Dreiecke im Halbkreis

Gegeben sei ein Halbkreis vom Durchmesser AB der Lange 2r. C sei ein Punkt,
den man beliebig auf dem Kreisbogen wahlen darf, C # A und C # B. Dann gilt:
a) Unter allen Dreiecken AABC gibt es eines, das die groBte Fliche besitzt;

b) Aber es gibt kein Dreieck AABC mit einer kleinsten Flache.

Du siehst es! Kannst Du es auch begriinden? (H.F.)

Lésung:
Die Flache des Dreiecks betragt @.

a) Die Dreiecksfliche ist genau dann maximal, wenn h maximal ist. Wenn die
Hohe durch den Mittelpunkt von |AB| geht, ist sie maximal. Die Flache betrigt
dann: % = r2

b) Je ndher der Punkt C an A oder B riickt, desto kleiner wird h. h kann jede
positive reelle Zahl annehmen, die zwischen 0 und r liegt. Zu jedem Dreieck
ABC gibt es ein Dreieck ABC’, dessen Ficheninhalt halb so groR ist. Daher

gibt es kein Dreieck mit minimalen Flacheninhalt.
(Frank Schindler, Klasse 10, Peter-Joerres-Gymnasium, Bad Neuenahr-Ahrweiler)

Aufgabe 1005: Gleisarbeit

Johanna hat zu Weihnachten von ihren GroReltern eine Holzeisenbahn bekommen.
Neben unzdhligen Kisten von geraden Schienen und Kurven hat sie drei Briicken,
vier Kreuzungen und sieben Weichen. Nun mdchte sie unter Verwendung aller
Schienen ein geschlossenes Schienennetz bauen und macht sich ans Werk. Was
wird wohl passieren? (Valentin Blomer)
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Lésung:
Die wesentliche Informationen der Aufgabenstellung sind die Anzahl der Briicken,
Kreuzungen und Weichen. Briicken und Kreuzungen haben dieselbe ,Wirkung"”, sie
erlauben das Uberqueren einer anderen Strecke. Es gibt sieben Kreuzungen /Briicken
und sieben Weichen. Da ein geschlossenes Schienennetz gebaut werden soll, muss
fir jede Weiche, die von der ,Hauptstrecke” wegfiihrt auch wieder eine Weiche
auf die ,Hauptstrecke” zuriick fithren. Man benétigt also eine gerade Anzahl an
Weichen. Johanna mochte aber alle Bauteile verwenden, sodass es ihr unmdoglich
sein sollte, ein geschlossenes Schienennetz zu bauen.

(Philipp Delhougne, Klasse 12, Otto-Hahn-Schule, Hanau)

Aufgabe 1006: Nullstellen

a) Bestimme Zahlen b, ¢ und d so, dass die beiden Funktionen f(x) = x* +
bx* + cx + d und g(x) = x> — 4x + 3 die gleichen Nullstellen besitzen.

b) Finde eine Funktion h(x) = x* + ax® + bx? + cx + d derart, dass g und h die
gleichen Nullstellen haben.

c) Gib alle solche Funktionen h an (a, b, ¢ und d miissen dazu nicht berechnet
werden). (WJB)

Losung:
a) Esgilt g(x) = x* —4x+3 = (x—1)(x — 3). Also hat g die Nullstellen 1 und
3. Damit auch f nur diese beiden Nullstellen hat, muss
F(x)=(x—1)(x=3)(x—1)=x>—5x*+7x—3
oder
F(x)=(x—1)(x=3)(x—3)=x>—7x*+15x — 9
sein. Das heilt, es gilt entweder b =7, ¢ = 15 und d = —9 oder b = —5,

c=7und d=-3.
b) Damit h die Nullstellen 1 und 3 hat, kdnnte zum Beispiel

h(x) = (x —1)(x = 3)(x = 1)(x — 1) = x* — 6x> + 12x> — 10x + 3

gelten.
c) Damit h nur die Nullstellen 1 und 3 hat, gibt es folgende Mdéglichkeiten:
1. h(x) = (x —1)3(x - 3),
h(x) = (x — 1)?(x — 3)?,
h(x) = (x — 1)(x — 3)3 oder
h(x) = (x — 1)(x — 3)(x® + ax + b), wobei (x> + ax + b) keine reellen
Nullstellen haben darf. Also muss die Diskriminante D = a®> —4b < 0 sein.
(Robin Fritsch, Klasse 9, Gymnasium Lehrte, Lehrte)
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