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Liebe L(o)eserin, lieber L(o)eser!

Die neuen Aufgaben warten auf Lésungen. Nur Mut, auch wenn Du in Mathe keine , Eins" hast!
Die Aufgaben sind so gestaltet, dass Du zur Losung nicht unbedingt den Mathe-Stoff der Schule
brauchst. Vielmehr wirst Du viel mathematische Fantasie und selbststandiges Denken brauchen,
aber auch Zihigkeit, Willen und Ausdauer.

Wichtig: Auch wer nur eine Aufgabe oder Teile einzelner Aufgaben I6sen kann, sollte teilneh-
men; der Gewinn eines Preises ist dennoch moglich. Denkt bei Euren Lésungen daran, auch den
Lésungsweg anzugeben!

Fiir Schiiler/innen der Klassen 5-8 sind in erster Linie die Mathespielereien vorgesehen;
auch Schiiler/innen der Klasse 9 diirfen hier mitmachen, aber nur auf der Basis der halben
Punktzahl. Alle Schiiler/innen, insbesondere aber jene der Klassen 9-13, kdnnen Ldsungen
(mit Lésungsweg!) zu den Newen Aufgaben abgeben. Schiiler/innen der Klassen 5-8 erhalten
hierbei die 1,5-fache Punktzahl. Punkte aus den Rubriken Computer-Fan und Mathematische
Entdeckungen werden bei der Vergabe des Forscherpreises zugrunde gelegt. (Beitrage zu ver-
schiedenen Rubriken bitte auf verschiedenen Blattern.)

Einsende-(Abgabe-)Termin fiir Losungen ist der 15.11.2012.
Zuschriften bitte an folgende Anschrift:
Johannes Gufiggenberg—Univ?rsitfit Tel.: 06131/3926107
|nsf\/l.t;:mn;le\élj;t§r:§t'k Fax: 06131/3924389
55099 Mainz E-Mail: monoid@mathematik.uni-mainz.de

An folgenden Schulen gibt es betreuende Lehrer/innen, denen Ihr Eure Lésungen abgeben kénnt:
am Elisabeth-Langgadsser-Gymnasium Alzey bei Frau Kunz, am Lina-Hilger-Gymnasium
in Bad Kreuznach bei Frau Gutzler, am Karolinen-Gymnasium Frankenthal bei Frau Sil-
ke Schneider, an der Rhein-Main International Montessori School in Friedrichsdorf
bei Frau Elze, an der F-J-L-Gesamtschule Hadamar bei Frau Niederle, am Frauenlob-
Gymnasium Mainz bei Herrn Mattheis, in Mannheim bei Herrn Wittekindt, am Rhein-
Wied-Gymnasium Neuwied bei Herrn Gruner, am Gymnasium Oberursel bei Frau Beit-
lich, am Leibniz-Gymnasium Ostringen bei Herrn Ronellenfitsch, am Gymnasium Non-
nenwerth in Remagen bei Herrn Meixner und am Wilhelm-Erb-Gymnasium Winnweiler
bei Herrn Kuntz.

Die Namen aller, die richtige Losungen eingereicht haben, werden in Monoip in der Rubrik der
Léser und auf der MonoiD-Homepage im Internet erscheinen.

Wir bitten auch um neue Aufgaben, die Du selbst erstellt hast, um sie zu veréffentlichen. Diese
Aufgaben sollen aber nicht aus Biichern oder Aufgabensammlungen entnommen sein, sondern
Deiner eigenen Fantasie entspringen. Wiirde es Dich nicht einmal reizen, eine Aufgabe zu stellen,
deren Losung vorerst nur Du kennst?

Am Jahresende werden rund 50 Preise an die fleiligsten Mitarbeiter vergeben. Seit 1992 gibt es
noch einen besonderen Preis:  das Goldene M.

AuBer der Medaille mit dem Goldenen M gibt es einen beachtlichen Geld-
betrag fiir die beste Mitarbeit bei MonoiD und bei anderen mathematischen
Aktivitaten, namlich: Lésungen zu den Neuen Aufgaben und den Mathespie-
lereien, Artikel schreiben, Lésen von Sternchenaufgaben, Erstellen von neuen
Aufgaben, etc.

Und nun wiinschen wir Euch viel Erfolg bei Eurer Mitarbeit! Die Redaktion
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Mathematische Katalysatoren
von Hartwig Fuchs

Eine Geschichte von Pfauen

Venedig war im Mittelalter ein bedeutender Seehandelsplatz — Waren aus vieler
Herren Lander wurden in die Lagunenstadt gebracht und von dort weiterverkauft.
Das Geschaft war keineswegs risikolos. Der Warentransport libers Meer war im-
mer stark gefahrdet: Durch Stiirme, Schiffbriiche und Pirateniiberfille gingen oft
Schiffe verloren und das konnte dann leicht den Bankrott fiir den Schiffseigner
bedeuten.

Um das Risiko fur die Handelshduser zu mindern, fanden die Venezianer einen
klugen Ausweg: Mehrere Kaufleute beteiligten sich vorweg mit bestimmten Antei-
len an den Kosten einer Handelsreise; und war das Unternehmen erfolgreich, dann
wurde der Gewinn ihren jeweiligen Kostenbeitrdgen entsprechend unter ihnen auf-
geteilt.

Einmal nun sollte ein Schiff nach Persien segeln, um dort neben anderen Waren
auch Pfauen einzukaufen, die an allen europaischen Fiirstenhofen als Statussymbol
hoch begehrt waren und die deshalb auch teuer bezahlt wurden.

An den Kosten der Seereise beteiligten sich sechs Kaufleute; ihre Anteile betrugen

/lessdals2 Séiif?ospg(’)ter erfolgreich nach Venedig zuriickkehrte, hatte es 239 Pfauen
an Bord. Und damit hatten die Kaufleute ein Problem: Wie konnten sie die Vogel
gerecht unter sich aufteilen?

Sie wandten sich an den Dogen — den Regierungschef des Staates. Und der wusste
Rat. Er nahm einen Pfau aus seinem Palastgarten, stellte ihn zu den anderen 239

Tieren und verteilte die nun 240 Pfauen so:

Gewinnanteile der Kaufleute ‘% % 1—12 1&5 % %

zugehorige Anzahl von Pfauen ‘ 80 96 20 32 8 3

Wegen 240 — (80 + 96 + 20 + 32 4+ 8 + 3) = 1 blieb nach dem Aufteilen ein Pfau
tibrig — es war der des Dogen.

Die Methode des Gebens und Nehmens

Die Pfauengeschichte ist nicht nur ein hiibsches Ratsel, dessen Lésung wir zu-
nachst den Lesern {iberlassen. Sie ist auch eine gute Veranschaulichung einer in
der Mathematik vielfach verwendeten Technik, deren Wirkungsweise der eines che-
mischen Katalysators vergleichbar ist: Man gibt etwas in eine Argumentationskette
hinein und nimmt es spater wieder heraus — mit dem positiven Effekt, dass dadurch
ein Herleitungsprozess vereinfacht oder gar erst moglich wird.
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Diese Technik findet Anwendung in allen Teilgebieten der Mathematik. Beson-
ders haufig wird sie allerdings in Arithmetik und Algebra benutzt und dort lasst
sie sich auch in ihren verschiedenen Erscheinungsformen meist unmittelbar iden-
tifizieren — weshalb wir ihre Verwendungsmaglichkeiten tiberwiegend an arithme-
tischen/algebraischen Beispielen aufzeigen. Da diese Technik in der Mathematik
keinen besonderen Namen hat, nennen wir sie hier die Methode des Gebens und
Nehmens. Bei ihrer Anwendung in den nachfolgenden Beispielen deuten wir die
Stellen, wo sie eingesetzt wird, mit dem Symbol (x) an.

Die Methode des Gebens und Nehmens in Aktion

Die Technik des Gebens und Nehmens wird in Arithmetik und Algebra typischer
Weise so verwendet: Terme werden abgedndert — etwa vergroRert oder sie werden
nur umgeformt und spater macht man die Abanderung bzw. die Umformung wieder
riickgangig.

Addition und Subtraktion

(1) Fiir reelle Zahlen a, b, ¢, d gilt: (a®> + b?)(c?® + d?) > (ac + bd)>.
Nachweis:
Es sei T der Term (a% + b?)(c? + d?).
Zunichst ist T = (ac? + b?d?) + (a®d? + b?c?).

(%) Nun wird T um 2abcd vergroRert und zugleich um 2abcd verkleinert:
T = (a°c? + b?d?) + 2abcd + (a*d? + b*c?) — 2abcd. Jetzt kénnen wir T
so schreiben: T = (ac + bd)? + (ad — bc)?; und daher ist T > (ac + bd)?
wegen (ad — bc)? > 0.

Multiplikation und Division

(2) Berechne S(n) =1+114+111+...4+(111---1) firn=1,2,3,... .
i} —
Losung: n Ziffern 1

(%) Zunidchst multipliziert man S(n) mit 9. Dann ist:
9-5(n)=94+99+999 + ... +999...9
= (10" — 1) + (10> — 1) + (10* — 1) + ... + (10" — 1)
=10-(14+10+10°+ ... + 10" 1) — n.

Wegen 14104 10? 4 ... + 10" = B=1 = £(10" — 1) folgt:

9-S(n) = 20(10" — 1) — p = 10100

(%) Nun macht man die Multiplikation von S(n) mit 9 riickgangig und erhilt:

S(n)=Wrlo=on -y — 12,3,

Quadrieren und Radizieren

(3) Man zeige, dass /10 keine rationale Zahl ist.
Nachwelis:
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Vorweg: Jede Quadratzahl n?, wobei n eine natiirliche Zahl ist, enthilt in
ihrer Zifferndarstellung entweder keine Endnull, falls n kein Vielfaches von 10
oder geradzahlig viele Endnullen, falls n ein Vielfaches von 10 ist.
Annahme: v/10 ist eine rationale Zahl.
Aus der Annahme folgt: V10 = % mit naturlichen Zahlen a und b, die wir
als teilerfremd voraussetzen diirfen.

() Diese Gleichung wird durch Quadrieren umgeformt: 10 = (%)2. Danach ist
10b0? = a°.
Nun hat a keine oder aber geradzahlig viele Endnullen; dagegen hat 1052
ungeradzahlig viele Endnullen — ein Widerspruch. Von der widerspriichlichen

Gleichung 10b% = a* miissen wir zuriick zur Behauptung (3).

(¥) Dazu schreiben wir zunachst 10 = (%)2 und ziehen die Wurzel. So erhalten
wir die Gleichung v10 = %, von der wir jetzt wissen, dass sie fir keine

natiirlichen Zahlen a, b zutrifft. Daraus folgt: /10 ist keine rationale Zahl.

Transformation und Rucktransformation

(4) Bestimme die Lésungen der Gleichung x* + x> — 4x*> + x + 1 = 0.
Lésung:
Man dividiert die gegebene Gleichung durch x?, ordnet um und fasst geschickt
zusammen. So erhalt man:
x) *+5+x+L1-4=0=>x+2+L+x+1-4-2=0
= (x+12+(x+Li)-6=0
(*) Transformation: Ersetze x+ durch y in der letzten Gleichung. Damit erhilt
man die Gleichung y?> + y — 6 = 0 mit den Lésungen y =2 und y = —3.
(*) Riicktransformation: Ersetze in den beiden letzten Gleichungen y durch x+1.
Dann ergibt sich:
x+%:2$x2—2x+1:0$x:1
x—|—%:—3:>x2—|—3x—|—1:0$xz—%(3:|:\/§)-

Im folgenden Beispiel aus der Zahlentheorie kommt die Methode des Gebens und
Nehmens in zwei verschiedenen Formen zur Anwendung.

Anderung und Wiederherstellung

(5) Fiir jede Primzahl p > 7 gilt: Die Zahl 40320 ist ein Teiler des Produkts
P = (p?> — 9)(p? — 4)(p? — 1) — dafiir schreiben wir kurz: 40320 | P.
Nachweis:

(%) P wird zunichst mit der binomischen Formel p?> — i = (p — i)(p + i) fiir

(%) i =1,2,3 umgeformt und dann durch Hinzufiigen des Faktors p abgeidndert
in PP=(p—3)(p—2)(p—1)p(p+1)(p+2)(p+3) mit sieben aufeinander
folgenden Faktoren. Wegen p > 7 gilt fiir die von p verschiedenen Faktoren
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(%)

von P’

Ein Faktor ist ein Vielfaches von 7, mindestens ein Faktor ist ein Vielfaches
von 5 und zwei Faktoren sind Vielfache wvon 3. Daraus folgt:
7-5-3%2 | P'. Die vier Faktoren p 43, p &1 von P’ sind gerade wegen
P +# 2. Daher ist ein Faktor ein Vielfaches von 8, ein Faktor ist Vielfaches
von 4 aber nicht von 8 und zwei Faktoren sind gerade aber keine Vielfachen
von 4. Somit gilt: 22-4-8 | P’ Insgesamt hat man also mit 7-5-32-27 = 40320
gefunden: 40320 | P’

Entfernt man nun den Faktor p aus P’ und macht die oben vorgenommen

Anderung von P in P’ riickgingig, dann gelangt man zu der jetzt bewiesenen
Aussage: 40320 | P.

Da eine auch nur anndhernd erschopfende Darstellung der Erscheinungsformen und
Anwendungsgebiete der Methode des Gebens und Nehmens hier nicht moglich ist,
schlieBen wir mit einem Beispiel aus der Geometrie.

In der Geometrie ist die Anwendung des Prinzips Geben und Nehmen meist etwas
ganz Anschauliches: Eine geometrische Figur wird um Punkte, Strecken, Drei-
ecke und so weiter erweitert und spater wird diese Erweiterung wieder riickgangig
gemacht.

Hinzufiigung und Wegnahme

(6)

Im Trapez ABCD mit AB||CD sei h der Abstand von AB und CD. Dann hat
das Trapez die Fliche |[ABCD| = 3(|AB| + |CD]) - h.
Nachweis:

2

A X
Es seien P und @ die Mittelpunkte der Seiten AD und BC.

An das Trapez fiigt man die rechtwinkligen Dreiecke ADRP und ABTQ so
an, dass DR in der Verlangerung von CD und BT in der Verlangerung von
AB liegt.

Wenn man nun RP bis zum Schnittpunkt S mit AB und TQ bis zum Schnitt-
punkt U mit CD verlangert, dann erhalt man zwei Dreiecke, fiir die gilt:
AASP ist kongruent ADRP und ACUQ ist kongruent ABTQ.

Wenn man jetzt vom Trapez ABCD die Dreiecke AASP und ACUQ weg-
nimmt, dann folgt: Das Trapez ABCD hat die gleiche Flache wie das Rechteck
RSTU. Nun ist |RSTU| = |ST| - |RS| = |ST| - h. Mit den Bezeichnungen
der Figur gilt wegen |ST| = |RU|: Einerseits ist |[ST| = |AB| — x + v,
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andererseits ist |ST| = |CD| — y + x, sodass |ST| 4+ |ST| = |AB| + |BC|
ist. Damit hat man gefunden: |[ABCD| = |RSTU| = 3(|AB| + |BC|) - h.

Und nun versuche es selbst

(a) Fiir welche reelle Zahlen x hat der Term y = ax? + bx + ¢, a > 0, den
kleinsten Wert?

(b) Wie oft kommt der Faktor 2 im Produkt P(n) = (n+ 1)(n+ 2)...(2n) vor?
(c) Bestimme die positive(n) Lésung(en) der Gleichung x® = 10%, a > 0 reell.

(d) Eine 8m lange Leiter lehnt an einer Wand, wobei sie die Kante

eines Wiirfels der Kantenlange 2m beriihrt, der gegen die Wand
2 gestellt ist. Wie lang ist das Leiterstiick oberhalb der Wiirfel-
kante?

Die Lésungen zu den Aufgaben findest Du in diesem Heft ab Seite 38.

Hattest Du es gewusst?
Was ist die Brute-Force-Methode?

von Hartwig Fuchs

Im Laufe ihrer mehrtausendjahrigen Geschichte hat die Mathematik ein umfang-
reiches und vielseitiges Arsenal an Arbeitsmethoden entwickelt. Am Anfang waren
es ganz einfache Techniken, zu denen dann aber nach und nach immer ausge-
kliigeltere und effiziente Verfahren hinzu kamen. Die neueren Methoden haben
jedoch nicht alle frithen Techniken verdrangen kdnnen.

Eine der uralten Arbeitsweisen ist die vollstandige Durchmusterung einer Menge:
Man iberpriift der Reihe nach die Elemente der Menge — des sogenannten L&-
sungsraumes — darauf hin, ob sie eine Losung eines gegebenen Problems sind oder
nicht.

Diese Methode ist so einsichtig, dabei so einfach in der Anwendung und so vielfiltig
einsetzbar, dass sie noch heute nicht nur in der Mathematik sondern auch in
alltaglichen Situationen eine Rolle spielt.

e |Im Marchen vom Aschenbrodel will die bose Stiefmutter verhindern, dass ihre
Stieftochter sie zu einem Fest im Schloss des Konigs begleitet. Deshalb schiittet
sie eine grole Schiissel voll Linsen in die Kiiche und befiehlt Aschenbrodel,
die guten Linsen aufzusammeln; erst danach diirfe sie mit zum Fest. Aber
allerlei Vogel — allesamt Aschenbrodel zugetan — erledigen die zeitraubende
Arbeit schnell nach der Methode: ,Die Guten ins Topfchen, die Schlechten
ins Kropfchen.” Wie die Geschichte weitergeht, mag man im Marchenbuch
nachlesen.
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Zwar verhalten sich Vogel so nur im Marchen — tatsachlich wiirden sie alle Linsen
verspeisen —, diese Episode zeigt aber: Der Marchenerzahler und seine Leser kennen
das Prinzip der vollstandigen Durchmusterung.

Zwei Aspekte der Technik der vollstandigen Durchmusterung — der brute force
method* (Methode der rohen Gewalt), wie man sie in der englischsprachigen Lite-
ratur nennt — sind fiir die Mathematik wichtig. Wenn man entscheiden soll, welche
Elemente einer endlichen Menge IL eine bestimmte Eigenschaft besitzen oder eine
gegebene Bedingung erfiillen, dann fiihrt die vollstandige Durchmusterung von IL
im Prinzip stets zum Ziel.

Und bei Problemen mit einem endlichen Lésungsraum I, fiir die kein anderer
Losungsweg gefunden wird, ist die Brute-Force-Methode oft die letzte Rettung.

Kleine endliche Lésungsraume

e Fiir welche Kugeln mit ganzzahligen Radien r sind die Oberflichen und Volu-
mina dreiziffrige ganzzahlige Vielfache von 77

Dieses Problem ist so speziell, dass es wohl nur mit der Brute-Force-Technik Iosbar
ist. Dazu bendtigt man einen Losungsraum IL(r) aus ganzen Zahlen r, die als
Kandidaten fiir eine Losung in Frage kommen.

Aus den Formeln O = 4rxr? fiir die Kugeloberfliche und V = %7#3 fur das
Kugelvolumen lassen sich Bedingungen herleiten, welche die Radien r erfiillen
miissen: 100 < 4r%2 < 999, also r € {5,6,...,15} und 100 < %r3 < 999, also
r € {5,6,7,8,9}. Folglichist L(r) = {5,6,...15}n{5,6,7,8,9} = {5,6,7,8,9}.

Aus IL(r) sucht man nun diejenigen r heraus, fiir die 4r? und %r3 ganzzahlig sind
— man findet r =6 und r = 9 als Lésungen der Aufgabe.

Manche Probleme sind so strukturiert, dass man den Weg zu ihren Losungen
dadurch verkiirzen kann, dass man die brute force Methode mehrfach anwendet.
1 e Zwei Zahlen in der Figur heilRen benachbart, wenn

3/ N 5 sie durch genau eine Strecke verbunden sind. In

e AN der Figur sind die Zahlen 1 und 3, nicht aber 1
4 2 und 4 verbunden.

Man bilde nun fiinfziffrige Zahlen, indem man benachbarte Zahlen nebeneinander
schreibt, wobei jede Zahl aus der Figur genau ein Mal benutzt wird — also etwa
so: 13524; nicht aber so: 13513. Welche der auf diese Weise gebildeten Zahlen ist
durch 7 teilbar?

Es sei L(z) die Menge aller fiinfziffrigen Zahlen z mit beliebigen Ziffern aus
{1,2,3,4,5}. L(z) enthilt dann 5° = 3125 Zahlen. Aus LL(z) filtert man nun
alle Zahlen s heraus — brute force! —, die keine zwei gleichen Ziffern besitzen und

* Brute force method wohl deshalb, weil diese Methode ohne technische Raffinessen und ohne Riicksicht auf

Effizienz und Eleganz direkt auf's Ziel losgeht. In der Umgangsprache nennt man das die ,Holzhammer-
Methode".
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deren Ziffern in der Figur benachbart sind. Die Menge der so gefundenen Zahlen s
sei IL(s) genannt.

Die vollstandige Durchmusterung von IL(z) zur Bestimmung der Menge IL(s) ldsst
sich iibersichtlich durch Baumdiagramme darstellen.
Mit der Startzahl 5 sieht das so aus:

Man sieht: 51342 € IL(s) und 52431 € L(s).
Fiihrt man die Durchmusterung von IL(z) vollstandig durch, dann ergibt sich:

[L(s) = {13425, 13524, 15243, 15342, 24315, 24351, 25134,
31524, 34251, 42513, 42531, 43152, 51342, 52431},

Die Menge L(s) ist nun der Ldsungsraum, in dem sich die gesuchten durch 7
teilbaren Zahlen verbergen. Eine vollstindige Durchmusterung von IL(s) liefert
dann die Losungszahlen: s = 13524 und s = 34251.

Grolle endliche Losungsraume

Die Brute-Force-Methode fiihrt bei endlichen Mengen stets zum Ziel — aber nur
in der Theorie. In der Praxis jedoch haben manche Probleme so grole endliche
Losungsraume, dass deren vollstanige Durchmusterung fiir einen, der nur mit dem
Kopf, mit Bleistift und Papier arbeitet, nicht mehr mit einem angemessenen Zeit-
aufwand durchfiihrbar ist.

o Die 24—ziffrige Zahl N = 357 686 312 646 216 567 629 137 ist eine Primzahl.
Wenn man nun von links nach rechts nacheinander alle Ziffern in N bis auf die
letzte Ziffer 7 wegstreicht, dann erhalt man eine Folge von 24 Primzahlen.

Trifft diese Behauptung zu?

Diese Frage hatte man auch vor dem Zeitalter der Computer fiir die kleinen Zahlen
der Folge 7,37,137,9137, ..., N beantworten konnen, nicht aber fiir grolBe Zahlen
wie N — 3-10%3 oder N.

Denn um etwa die Primalitdt von N nachzuweisen, muss man alle Primzahlen
p < VN mit v/N ~ 5,98 - 10" kennen** und zeigen, dass keine von ihnen ein
Teiler von N ist.

Jede nicht prime Zahl n > 1 hat mindestens einen Primteiler < n. Wir zeigen: n hat einen Primteiler < \/n.
Ist n nicht prim, also n = r-s mit 1 < r,s < n, dann konnen nicht r und s beide > +/n sein, sonst wire
r-s>+/n-y/n=n.lst r eine Primzahl, so gilt die Behauptung. Ist r nicht prim, so hat r einen Primteiler
< r < +/n und auch jetzt gilt die Behauptung.
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Die Primzahlmenge L(p) = {2,3,5,...,p | p groRte Primzahl < \/N} konnte
man praktisch nur mit der Brute-Force-Methode aus der Menge der natiirlichen
Zahlen {1,2,3,...,n | n groRte natiirliche Zahl < \/N} aussondern. Die Prim-
zahlmenge IL(p) hat ungefihr 2,21 - 10*° Elemente.***

Wenn man nun annimmt, dass man fiir die Berechnung einer Primzahl aus LL(p)
und der Division von N durch diese Primzahl durchschnittlich 10 Minuten brauchte

(eine liberaus optimistische Annahmel!), dann hitte man damals fiir die Herleitung
der Primalitit von N etwa 2,21 - 100 : (6 - 24 - 365) ~ 420000 Jahre benétigt.

Ein moderner leistungsfahiger Computer |6st das Problem in wenigen Tagen, ob-
gleich auch er im Wesentlichen mit der Brute-Force-Technik arbeitet.

Zwar sind die Losungsmengen vieler Probleme, die man vor dem Aufkommen der
Computer als zu grol fiir eine erfolgreiche Anwendung der Brute-Force-Methode
betrachtete, heute fiir einen Computer nur noch klein. Aber es bleiben auch Lo-
sungsmengen, die selbst fiir den schnellsten Computer zu umfangreich sind.

e Die bis heute nicht vollstindig bewiesene Vermutung von Christian Goldbach
(1690-1764) fir ungerade natiirliche Zahlen lautet: Jede ungerade natiirliche
Zahl u > 7 ist eine Summe aus drei Primzahlen.

Nachdem man beweisen konnte, dass diese Vermutung fiir jedes u > 3% gilt,
braucht man ,nur” noch zu iiberpriifen, ob sie auch fiir jede Zahl u aus der
Menge L(u) = {7,9, 11, ...,3315} zutrifft. Aber hier ist fiir die Anwendung der
Brute-Force-Methode selbst fiir Computer eine Grenze iiberschritten: die Menge
L(u) kann nicht vollstandig durchmustert werden, reicht doch L(v) hinauf bis zur
6 846 169—ziffrigen Zahl 33"

Unendliche Losungraume

Das Prinzip der vollstindigen Durchmusterung muss bei Lésungsraumen L mit
unendlich vielen Elementen notwendiger Weise versagen. Aber eine unvollstandige
Durchmusterung von IL — darunter sei die vollstandige Durchmusterung einer end-
lichen Teilmenge von IL verstanden, stellt mitunter eine niitzliche Arbeitstechnik
des Mathematikers dar. Denn mit dieser Technik lassen sich Einsichten gewinnen,
die zu Vermutungen iiber die Lésungen von Problemen fiihren kdnnen, deren L&-
sungsraum durchaus auch unendlich sein mag oder aber sie gibt die Moglichkeit,
vorgegebene Vermutungen zu widerlegen.

e Joseph Bertrand (1822-1900) gelangte durch die vollstandige Durchmusterung
eines Anfangsstiickes der unendlichen Menge {1, 2, 3,4, ...} zu der Vermutung:
Fir n = 2,3,4, ... gilt: Zwischen den Zahlen n und 2n befindet sich stets
mindestens eine Primzahl.

***  Nach dem beriihmten Primzahlsatz von GauB ist die Anzahl der Primzahlen < n angen&hert ﬁ
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Pafnuti L. Chebychew (1821-1894) hat Bertrands Vermutung bewiesen und ver-
allgemeinert.

e Es sei L(x" — 1) die Menge der Binome x" — 1, n=1,2,3, ... . Jedes Binom
x" — 1 lasst sich in zwei Polynome aufspalten:
X"—1=(x—-1)((x"1+x"24+ . +x+1)
Manchmal ist das zweite Polynom ebenfalls zerlegbar, wie die folgende Liste
zeigt:
xt—1= x—1
x*—1=(x—-1)(x+1)
X —1=(x-1)0*+x+1)
(x = 1)(
(x = 1)(

xX*—1=(x-1)(x+1)(x*+1)
X—1=(x-1x*+x>+x*+x+1)
x®—1=(x—1)(x+1)(x*+x+1)(x* = x +1).

Bei der Fortsetzung dieser kurzen Liste bis hin zum Binom x'%° — 1 zeigte sich

eine Eigenschaft der Zerlegungspolynome, die bereits in den Fillen x” — 1,

n=1,2,...,6 zu sehen ist und die zu der Vermutung fiihrte:

Bei der Aufspaltung eines jeden Binoms aus LL(x” — 1) haben die dabei auf-
tretenden Zerlegungspolynome nur Koeffizienten +1 und —1.

Walentin Iwanow (1908-1992) konnte nun aber zeigen, dass die unvollstandige
Durchmusterung von LL(x" — 1), auf der die Vermutung griindete, zu friih abge-
brochen wurde: Das Binom x!% — 1 hat das Zerlegungspolynom

X% 4 XA X0 _ x%3 _ x%2 _ 2xAl | 97 \weitere Summanden.

Daher ist die Vermutung mit der Brute-Force-Methode als falsch erwiesen.

Es gibt viele Vermutungen — insbesondere in der Zahlentheorie —, auf die man
durch unvollstandige Durchmusterung gestoRen ist und die man heutzutage mit
der gleichen Technik widerlegen kann, indem man mit Computern weitaus um-
fangreichere Durchmusterungen durchfiihrt. Dazu nur ein weiteres Beispiel.

o George Polya (1887-1985) ist durch die Uberpriifung eines groBen Anfangs-
stiicks der Menge der natiirlichen Zahlen zu der Uberzeugung gelangt:
Bezeichnet man mit G(n) bzw. U(n) die Anzahl der natiirlichen Zahlen < n,
die geradzahlig viele bzw. ungeradzahlig viele Primteiler besitzen, dann gilt fir

jedes n > 1. G(n) < U(n).

Im Jahre 1980 konnte nun Minoru Tanaka mit seinen Computer-Berechnungen
zeigen, dass die bereits 1919 von Pdlya aufgestellte Vermutung fiir jedes n < N
mit NV = 906316 517 zutrifft — ein Ergebnis, das fiir Pélya praktisch unerreichbar
war —, dass jedoch G(N) > U(N) ist, womit Pdlyas Vermutung widerlegt ist.
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Die besondere Aufgabe

Eine Gleichung in zwei Unbekannten
von Robin Fritsch

Aufgabe 1

Man bestimme alle Paare (a, b) nichtnegativer ganzer Zahlen, welche die Glei-
chung a° - 2° 4+ b? - 22 = 4ab erfiillen

Losung

Wir nehmen an, dass eine der beiden Zahlen gleich Null ist. Ohne Einschran-
kung sei dies a. Damit vereinfacht sich die Gleichung zu b> = 0 und dies gilt
offensichtlich nur, wenn auch b = 0 ist.

Im Folgenden kdnnen wir also annehmen, dass a und b verschieden 0, also > 1
sind. Mit der AM-GM-Ungleichung* folgt:

bab= 22204+ p%2.22>2.4/32.2b. p2.2a = Daph.+/2aFh

Da a und b ungleich 0 sind, kdnnen wir durch 2ab teilen und erhalten 2 > +/2atb
beziehungsweise 2° > 2272 Da die Funktion 2% streng monoton steigend ist, folgt
daraus 2 > a+ b. Wegen a,b > 1 kommt damit nur noch das Paar (1,1) in
Frage. Eine Probe bestatigt, dass das Paar eine Losung ist.

Somit sind (0, 0) und (1, 1) die einzigen Losungen.

Man kann diese Aufgabe auch analog zur folgenden Aufgabe 2 |ésen, welche eine
Verallgemeinerung dieser Aufgabe ist.

Aufgabe 2

Man bestimme alle Paare (a, b) nichtnegativer ganzer Zahlen in Abhangigkeit der
positiven ganzen Zahl k, welche die Gleichung a® - 2° + b2 - 27 = 2k . ap erfiillen.

Losung

Wenn a oder b gleich Null sind — ohne Einschrankung sei dies a —, wird die
Ausgangsgleichung erneut zu b?> = 0 und damit ist auch b = 0.

Im Folgenden konnen wir also annehmen, dass a und b verschieden 0, also > 1,
sind. Nunseia=m-e-2und b=m-f -2 mit x,y € Ngund m,e, f € N,
wobei m, e und f ungerade und e und f teilerfremd sind. Dann gilt:

(m-e- 224+ (m-F- 22 2=2(m-e-2%)-(m-f-2)
— e2.22x+b+f2.22y+a:e.f.2x+y+k (1)

Deswegen muss f2-22/+2 offensichtlich durch e teilbar sein und da e ungerade ist,
folgt daraus e | f2. Da e und f aber teilerfremd sind, kann dies nur erfiillt sein,

Die Arithmetisches-Mittel-Geometrisches-Mittel-Ungleichung besagt, dass das arithmetische Mittel stets
groler ist als das geometrische Mittel.
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wenn e = 1 ist. Analog muss auch f | €2 gelten und so ergibt sich auch f = 1.
Also gilt a=m-2* und b= m-2¥ und mit (1) folgt:

2(2x+m2y) + 2(2y+m2x) _ 2x+y+k (2)

Nun beweisen wir zunadchst das folgende Lemma:

Es seien u, v und w nichtnegative ganze Zahlen mit 2¥ + 2¥ = 2%, Dann
folgt u=v=w-—1.

Beweis des Lemmas:

Offensichtlich gelten w > u und w > v und ohne Einschrankung sei u < v.
Indem wir die Gleichung durch 2Y dividieren, erhalten wir 1 + 2V~ =2""% Nun
sind 2V~ und 2"~ offensichtlich ganze Zahlen. Wegen w > v ist w — u > 1
und damit ist 2" gerade. Das heillt aber, dass 2"~¥ ungerade und deswegen
v — u = 0 sein muss. Somit ist u = v und es gilt 2% = 2¥ + 2¢ = 2¢*l 3|so
w=u-+1.

Wenden wir dieses Lemma nun auf die Gleichung (2) an, so ergeben sich die
Gleichungen:

2x + m-2Y =2y + m- 2%, (3)
2x+m-2 =x+y+k—1. (4)

Ohne Einschrankung nehmen wir a > b, also x > y, an und definieren d := x—y.
Dann folgt aus (3):

2d =2(x—y)=m(2*=2)=m-2 (Y -1)=m-2¥ (2=1). (5)

Wegen m -2 = b > 1 folgt daraus 2d > 29 — 1. Wie man leicht per Induktion
beweist, gilt fiir d > 3 aber 29 — 1 > 2d. Also muss d < 2 sein. Wegen x > y
ist auch d > 0.

1. Fall: d = 0. Dann gilt x = y, also a = b und mit (4) folgt 2x + m - 2* =
X+x+k—1,also m-2* =k — 1. Damit haben wir a = b = k — 1. Eine
Probe bestatigt, dass das Paar (k — 1, k — 1) stets die Gleichung l6st.

2. Fall: d = 1. Mit (5) folgt b=m-2¥ = 23% = 2. Da m ungerade ist, ergibt
sich m=1und y = 1. Weiter folgt x = y+d = 2 und somit a = m-2* = 4.
Wegen (4) muss dann aber 2:2+1-2! = 2+1+k—1, also k = 4 gelten. Das
Paar (4, 2) kann also nur im Fall k = 4 eine Lésung sein. Eine Probe bestatigt,
dass (4, 2) tatsichlich eine Losung der Gleichung ist — aus Symmetriegriinden
ist das Paar (2, 4) dann ebenfalls eine Losung.

3. Fall: d = 2. Mit (5) folgt b = m -2 = 23: = %. Ein Widerpruch zur
Voraussetzung, dass b eine ganze Zahl ist.

Also sind fiir alle k die Paare (0,0) und (k—1, k — 1) Lésungen. Fiir k = 4 |6sen
(4,2) und (2, 4) ebenfalls die Gleichung. Weitere Losungen existieren nicht.
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Mathematische Lese-Ecke

— Lesetipps zur Mathematik —
von Martin Mattheis

George G. Szpiro: ,,Die Keplersche Vermutung"

Die Aussage der Keplerschen Vermutung ist auch fiir den mathematischen Laien
leicht zu verstehen: Die dichteste Packung gleichgroBer Kugeln erreicht man, in-
dem man diese so stapelt wie ein Obsthandler seine Orangen. Seit der Astronom
Johannes Kepler im Jahre 1611 die Vermutung aufgestellt hatte, versuchen Mathe-
matiker, diese allgemeingiiltig zu beweisen. Erst 1998 schaffte der Mathematiker
Thomas Hales von der Universitdt Michigan den Durchbruch mit einem compu-
tergestiitzten Beweis. Beim Lesen des Buches ,Die Keplersche Vermutung” von
George G. Szpiro denkt man unwillkiirlich an Simon Singhs , Fermats letzter Satz".
Ahnlich wie Singh stellt Szpiro die verschiedenen seit Aufstellung der Vermutung
angestellten Bemiihungen um einen mathematischen Beweis dar und ordnet diese
geschickt in die mathematikhistorische Gesamtentwicklung ein. Der Autor, Ma-
thematiker und Wissenschaftsjournalist bei der Neuen Ziircher Zeitung, schafft es
dabei, die Schwierigkeit zu meistern, sein Buch fiir drei unterschiedliche Niveaus
von Lesern gleichermalen interessant zu gestalten. Im normalen Textablauf gibt
es Passagen, die durch eine andere Schriftart hervorgehoben sind. Diese fiihren
einen im Normaltext angesprochenen mathematischen Inhalt weiter aus. Szpiro ist
dabei das Kunststiick gelungen, dass der eigentliche Text fast nichts von seiner
Faszination verliert, wenn man diese Teile tiberblattert. Fiir alle diejenigen, welche
iber die genannten Ausfiihrungen hinaus noch weitere mathematische Anregun-
gen wollen, gibt es zu jedem Kapitel noch einen entsprechenden Anhang, der die
aufgeworfenen Fragestellungen weiter fasst.

Fazit: Auch wenn die von Szpiro erzihlte Geschichte nicht ganz an Simon Singhs
~Fermats letzter Satz" heranreicht, ist ihm doch — anhand der titelgebenden und
jedem Laien verstandlich zu machenden Vermutung — ein schéner Einblick in die
Geschichte der Mathematik gelungen.

Gesamtbeurteilung: gut ©©

& Angaben zum Buch:
EYC Szpiro, George G.: Die Keplersche Vermutung. Wie Mathematiker
o, ein 400 Jahre altes Ratsel I6sten; Springer 2011, ISBN 978-3-642-

Die Keplersche 12740-3, geb. 326 Seiten, 29,95 €.

Vermutung Art des Buches: Mathematikhistorisches Sachbuch
Mathematisches Niveau: verstandlich
2 s Altersempfehlung: ab 16 Jahren
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Die Aufgabe fiir den Computer-Fan

Zahlen als Summe aus zwei abundanten Zahlen

Eine natiirliche Zahl n heilt vollkommen (perfekt), wenn sie gleich der Summe
o’(n) ihrer echten Teiler ist, sie heilt abundant, wenn ¢’(n) > nist, und defizient,
falls o’(n) < n gilt.

Die beiden kleinsten vollkommenen Zahlen sind 6 und 28. Alle Zahlen von 1 bis
11, ausgenommen 6, sind defizient (dabei wird 0’(1) = 0 gesetzt). Die kleinste
abundante Zahl ist 12, denn ¢/(12) = 16 > 12.

Im Jahre 1962 wurde von Charles Stanley Ogilvy ein merkwiirdiger Satz veroffent-
licht:

Fast alle natiirlichen Zahlen (das heilt alle mit Ausnahme von endlich vielen
Zahlen) konnen als eine Summe von zwei abundanten Zahlen geschrieben
werden; die endlich vielen Ausnahmezahlen, fiir die es eine solche Darstellung
also nicht gibt, sind alle < 83160. Diese Schranke konnte wenig spater auf
28123 und sogar noch weiter erniedrigt werden.

Nun die Frage an die Computer-Fans:

Welches ist die grote Ausnahmezahl und wie viele Ausnahmezahlen gibt es?
(H.F.)

Hinweis: lhr konnt Eure Losungen bis zum 15. November 2012 einschicken, denn auch hierbei
gibt es Punkte zu ergattern. Allerdings miisst lhr bei der Verwendung eines eigenen Programms
dies entsprechend durch Einsenden der Programm-Datei (am besten gezippt als E-Mail-Anhang
an monoid@mathematik.uni-mainz.de) dokumentieren.

Die Loésungen werden im iiberndchsten Heft erscheinen.

Losung der Computer-Aufgabe
aus Monoip 109

Immer symmetrisch?

Die Buchstaben a, b, ¢, d bezeichnen im Folgenden die Ziffern natiirlicher Zahlen.
Der Quotient Z—S mit 1 <a<9 1< b<9ist genau dann eine ganze Zahl, wenn
a = b ist; er hat dann den Wert 1. Analog ist der Quotient f:—[[jg mitl <a<9,
0 < b<9 1< c <9 genau dann eine ganze Zahl, ndmlich wieder gleich
1, wenn a = c ist. Uberpriife diese beiden Aussagen mit Deinem Computer und
untersuche, ob fir vierziffrige Zahlen abcd mit1 <a<9,0<bh<9,0<c <9,
1 < d < 9 Ahnliches gilt, namlich dass der Quotient 22¢¢ genau dann eine ganze

dcba
Zahl ist, wenn abcd symmetrisch ist, also a = d und b = c gilt. (E.K)
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Ergebnisse

Die Uberpriifung, fiir welche Ziffernwerte von a und b zwischen 1 und 9 der
Quotient Z—g ganzzahlig ist, liefert tatsdchlich unter den 81 Fallen nur fiir a = b

eine ganze Zahl, namlich 1.
abc

Ganz entsprechend liefert der Computer unter den 810 Quotienten 2% mit 1 <
a<9,0<b<9 1<c<9nurdann eine ganze Zahl, ndmlich 1, wenn a = ¢
ist. Elne solche Computerabfrage, zum Beispiel mit dem Algebrasystem Derive,
ist leicht zu erstellen und sieht so aus:

VECTOR(VECTOR(VECTOR(IF(INTEGER?

(Tooerioss) oo etiogrs 100-a+10-b+c]. ™), 2,1,9),5,0,9),¢,1,9)

Uberraschender Weise liefert die entsprechende Ganzheitsabfrage bei den 8100

Quotienten 'Z?Zf—f mtl<a<90<hb<90<c<9 1<d<9 auBerden

trivialen 81 Fallen mit a = d und b = ¢ und dem Quotientenwert 1 noch genau

o : o 8712 9801 __
zwei weitere Ergebnisse, namlich 5175 = 4 und 055 — 9

Auf den Ausnahmefall % = 4 ist auch Niklas Bockius vom Otto-Schott-Gym-

nasium in Mainz mit seinem Python-Programm gestoRen. Im Falle fiinf- und mehr-
ziffriger Zahler und Nenner hat er die Quotienten 8212 8M912 4 gzggg%g, die alle

21978 219978
den Wert 4 haben, entdeckt.

In der Tat treten auch bei den 81000 Quotienten % mtl<a<90<hp<9,
0<c<90<d<9 1<e<9aulerden trivialen Fillen genau zwei weitere
Ganzheitsfille auf, namlich 8212 — 4 ynd 2891 — g

21078 10989 — -
Wer errdt, wie es weitergeht? (E.K.)
Leserzuschrift

Losung der Aufgabe IV aus Monoip 109

von Jens Carstensen

In Monoip 109 stellten wir Euch die folgende Mathe- A a D
spielerei mit dem Titel ,, Zerlegung eines Quadrats™ F

Im Quadrat ABCD sind der Punkt X auf der Stre-  x
cke AB und der Punkt Y auf der Strecke BC so Fs a
zu bestimmen, dass fir die Flichen F, F, und F3 F,
der Dreiecke AAXD und AYCD und des Vierecks
XBYD gilt: Fy : F, : F3=1:2:3. (H.F.) B vy C

In Monoip 110 ist eine sehr rechenintensive Lésung der Aufgabe angegeben. Dies
hat unseren Leser Jens Carstensen dazu veranlasst, die folgende rein geometrische
Losung zu finden:

Die Punkte X, Y, Z und W teilen die Seiten AB und BC des Quadrats in drei
gleichlange Strecken, das heifst:
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AX =XZ=27ZB=BY =YW = WC = la

Nun verbindet man D mit X, Z, B, Y und W.
Die Dreiecke ADAX, ADXZ und ADZB haben

dieselbe Flache, denn ihre Basen AX, XZ und
ZB sind gleichlang und sie haben dieselbe Hohe
DA von D. Analog haben die Dreiecke ADBY,
ADYW und ADWC dieselbe Flache, und alle
sechs Dreiecke sind gleich grol. Damit stehen
die Flachen des Dreiecks ADAX, des Vierecks
DXBY und des Dreiecks ADYC im Verhaltnis
(in dieser Reihenfolge) 1:3: 2.

Man konnte auch sagen, dass ADAX, ADXB
und ADBC das Flachenverhiltnis 1 : 2 : 3 ha-
ben.

Eine Verallgemeinerung
Wir haben oben die Seiten AB und BC in insge- A a

samt sechs Strecken geteilt, weil 14+24-3 = 6 ist.
Wenn wir ein anderes Verhaltnis zwischen Fla-
chen betrachten mochten, zum Beispiel 2 : 3 : 4,
missten wir die beiden Quadratseiten in insge-  x
samt 2 + 3 + 4 = 9 gleiche Strecken einteilen.
Da aber 9 eine ungerade Zahl ist, kdnnen wir sie
jedoch in 18 Teile teilen, neun Teile auf AB und
neun Teile auf BC, das heillt wir betrachten das

Verhdltnis 4 : 6 : 8 (siehe Figur oben). BV

C

Danach konnen wir einfach die Teile aufzdhlen: AX enthalt vier Strecken, XB+BY
enthalt sechs Strecken und YC acht Strecken. Das Flachenverhaltnis zwischen

ADAX, DXBY und ADYC ist nun 4:6:8 oder2:3: 4.

Losungen der Mathespielereien
aus Monoib 110

Fiir die jiingeren Schiiler/innen der Klassen 5-8

I. Losung gesucht

Wie lauten die ganzzahligen Losungen (x, y) der Gleichung x> — y? = 2012 (falls

es solche Losungen liberhaupt gibt)?

(H.F.)
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Lésung:

Esist x> — y2 = (x — y)(x +y) = 2012. Falls nun x und y ganzzahlig sind, dann
sind es auch x — y und x + y. Die ganzzahligen Werte von x & y sind die Teiler
von 2012 = 4 - 503. In der nachfolgenden Tabelle sind diese Teiler und die aus
ihnen folgenden Losungen (x, y) angegeben.

x—y| +£1 42  4+4 4503 41006 +2012

X+ y|£2012 +£1006 +503 +4  +2  +1
X — 504 - —  +504
y — 502 —  —  ¥502 -

Die Gleichung hat also nur die vier ganzzahligen Lésungen: (x, y) = (504, 502),
(504, —502), (—504, 502), (—504, —502).

Il. Primzahl-Summen

Es sei p eine Summe aus Primzahlen, mit p = 100. Was ist die Summe mit

a) der kleinst méglichen Anzahl an Summanden?

b) der grolt moglichen Anzahl ungerader Summanden?

c) der groRten Anzahl verschiedener Summanden? (H.F.)

Losung:

a) Beispielsweise 3 + 97 = 100 oder 41 4 59 = 100.
b) Fir 31 Summanden 3 gilt: 31 - 34 7 = 100.
c)2+3+5+7+11+13+17+ 19 + 23 = 100.

1. Faulige Apfel

Herr K. will eine Kiste mit 80 Apfeln kaufen. Auf seine Frage, ob vielleicht einige
der Apfel faulig sein konnten, erhilt er die Antwort: ,Wenn Sie aus der Kiste 9
Apfel nehmen, kdnnen Sie sich darauf verlassen, dass 6 davon gut sind.” Wie viele

faulige Apfel enthilt die Kiste? (WJB)

Losung:
Hochstens 3. Gibe es mehr als 3 faulige Apfel, so kdnnte man beim Entnehmen
von 9 Apfeln auch mehr als 3 faulige erwischen, also weniger als 6 gute.

IV. Quadratische Schnittfigur
Ein Quader mit den Kantenldnge a, b, c und a < b < ¢ sei gegeben. Finde eine
Ebene, die den Quader so schneidet, dass die Schnittfigur ein Quadrat ist! (H.F.)
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Losung:
Mit den Bezeichnungen der Figur seien AB = c,
BC = b und CG = a. Der Kreis um B mit
Radius b in der Quaderfliche ABFE schneidet

. S—F wegen BF = a < b < ¢ = EF die Strecke FE
L, A in einem inneren Punkt P. Ganz ebenso erhilt
RN R man den Punkt @ in der Strecke GH. Im Viereck
b BCQP haben dann alle vier Seiten die Lange b.
Al . B Da BC 1 ABFE und BC L CGHD, ist auch

BC 1 BP und BC L CQ. Deshalb ist BCQP
eine quadratische Schnittfigur der Ebene, in der

BCQP liegt, mit dem gegebenen Quader.

V. Nummerierung gesucht

Betrachtet die folgenden vier Figuren, bestehend aus acht Punkten und zwolf
Linien. Nummeriere in jeder Figur die Punkte mit den Zahlen 1 bis 8 so, dass in
jeder der vier Figuren nur Zahlenpaare miteinander verbunden sind, die es auch in
jeder anderen Figur sind. (H.F.)

Lésung:
Es gibt viele Lésungen, eine davon wird hier als Beispiel angegeben:
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VI. Drei Sammler

Von den drei Freunden Paul (P), Quintus (Q) und Robin (R) sammelt genau einer
Briefmarken (B), einer sammelt nur Miinzen (M) und der dritte sammelt aus-
schlieBlich Asterix-Hefte (A).

Finde heraus, was jeder der Freunde sammelt, wenn von den folgenden drei Aus-
sagen zwei falsch und eine wahr sind:

(a) Paul sammelt keine Briefmarken und Robin sammelt keine Miinzen;
(b) Paul sammelt Miinzen oder Quintus sammelt Asterix-Hefte;
(c) Quintus sammelt keine Briefmarken. (H.F.)

Losung:

1. Fall: Annahme: (a) ist wahr und (b) sowie (c) sind falsch.

Da (c) falsch ist, folgt: Q sammelt B.

Aus der Wahrheit von (a) folgt dann, da (R sammelt nicht M) wahr sein muss und
R etwas anderes als Q sammelt, dass gilt: R sammelt A; und daher: P sammelt
M. Aus der Falschheit von (b) folgt dann: (P sammelt M) muss falsch sein — ein
Widerspruch. Der 1. Fall tritt somit nicht ein.

2. Fall: Annahme: (b) ist wahr und (a) sowie (c) sind falsch.

Da (c) falsch ist, gilt: Q sammelt B.

Aus der Falschheit von (a) folgt, dass wenigstens eine der Aussagen in (a) falsch
ISt.

Ware (P sammelt nicht B) falsch, dann sammelten P und Q beide B. Also ist (R
sammelt nicht M) falsch und es gilt: R sammelt M, woraus folgt: P sammelt A.
Aus der letzten Aussage aber folgt ein Widerspruch: Da (b) wahr ist und die
Aussage (Q sammelt A) in (b) falsch ist, muss (P sammelt M) in (b) wahr sein -
was nicht zutrifft, denn R sammelt doch M.

3. Fall: Annahme: (c) ist wahr und (a) sowie (b) sind falsch.

Aus (c) folgt: Q sammelt A oder Q sammelt M.

Da beide Aussagen in (b) falsch sind, gilt: Q sammelt M. Dann ist die Aussage
(R sammelt nicht M) in (a) wahr. Folglich ist die Aussage (P sammelt nicht B)
in (a) falsch. Also gilt: P sammelt B und daher auch: R sammelt A.

Zusammenfassung:

Paul sammelt Briefmarken, Quintus sammelt Miinzen und Robin sammelt Asterix-
Hefte.

VIl. Ein vielziffriges Produkt

Es sei n = 333...337, bestehend aus 2012 Ziffern 3 sowie einer Ziffer 7. Welchen
Wert hat n?? (H.F.)
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Losung:
Erste Losung (experimentell):

2 _
377 = 1369 Im Vertrauen, darauf, dass fur die weiteren Quadrat-
3372 = 113569 zahlen die aus der Zahlenpyramide erkennbare Gesetz-
33372 = 11135569 maRigkeit gilt — der Mathematiker rechtfertigt Dein
Vertrauen durch vollstandige Induktion — ergibt sich:

2 _
333....3372 =111......113555.... ... 55 69.

2012 Ziffern 3 2012 Eﬁrfern 1 2011 Eﬁrfern 5

Alternative Losung (numerisch):

33...33337-333...3337

2333...3359
1000....011
1000....011
100....011
100....011
100....011
111....135.....5569

A\ e A e

2012 Ziffern 1 2011 Ziffern 5

Neue Mathespielereien
Fiir die jiingeren Schiiler/innen der Klassen 5-8

I: Mathis Kaninchen
Mathis hat seine fiinf Kaninchen Allo (A), Bull (B), Cato (C), Dull (D) und
Ella (E) so in den sechs Abteilen seines dreistockigen Hasenstalls (vergleiche Skiz-
ze) untergebracht, dass gilt:

1) A rechts neben E

(1)

(2) A unmittelbar iiber C
(3)

(

3) B links neben D
4) D ein Stockwerk tiefer als C
Welches Abteil bleibt leer? (H.F.)
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II: Helga und Hildegard nehmen ab

Helga will 3% ihres Korpergewichts abnehmen. Hildegard wiegt 5% mehr als Hel-
ga. Sie beschlieBt 8% ihres Gewichts zu verlieren. Darauf Helga: ,Dann sind wir
anschlielend gleich schwer!”

a) Zeige, dass Helga nicht recht hat!

b) Beide erreichen ihr jeweiliges Ziel. Eine Kontrolle zeigt, dass Hildegard jetzt
240g leichter als Helga ist. Wieviel wog Helga am Anfang? (WJB)

I11: Dreieckszerlegung

a) Jedes rechtwinklige, nicht gleichschenklige Dreieck kann man in ein gleich-
schenkliges und ein rechtwinkliges Dreieck zerlegen. Begriinde oder widerlege
diese Behauptung!

b) Welche Zerlegungsaussage gilt fiir ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck?
(H.F.)

IV: Walters Wanduhr
Walter besitzt eine alte Wanduhr. Diese schlagt zur Viertelstunde einmal, zur hal-
ben Stunde zweimal, zur Dreiviertelstunde dreimal und zur vollen Stunde viermal

und anschlieBend die Stundenzahl, also z.B. um 7 Uhr 7 +4 = 11 Mal und um 16
Uhr, also 4 Uhr nachmittags 4 +4 = 8 Mal. Die Uhr geht pro Tag eine Stunde zu

schnell. Walter stellt um 8:37 Uhr die genaue Zeit ein. Wie viele Schlage macht
die Uhr innerhalb der nadchsten zehn Stunden? (WJB)

V: Viergliedrige Summendarstellung
Stelle

a) die Zahl 2010
b) die Zahl 2011

c) die Zahl 2012

als eine Summe aus vier unmittelbar aufeinander folgender, positiver, ganzer Zah-
len dar! (H.F.)

VI: Vielfaches von 9

Eine fiinfziffrige natiirliche Zahl n habe die Zifferndarstellung: n = yy3x3 mit
Ziffern x und y, x # y, y # 0. Bestimme x und y so, dass n ein Vielfaches von
9 ist; bestimme dann auch die Zahlen n. (H.F.)

VII: Teilbare Zahlen

Mathis behauptet: ,Es gibt unendlich viele natiirliche Zahlen, mit der Eigenschaft:
Teilt die natirliche Zahl t die natiirliche Zahl n, so teilt auch die Zahl t — 1 die
Zahl n — 1." Hat Mathis Recht? (H.F.)
Hinweis: Mathis denkt dabei auch an Quadratzahlen.
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Neue Aufgaben
Klassen 9-13

Aufgabe 1050: Celsius und Fahrenheit

Im Physikunterricht werden die Temperatureinheiten Celsius und Fahrenheit durch-
genommen. ,In Amerika misst man die Temperatur in Fahrenheit. Um eine Celsi-
ustemperatur in Fahrenheit umzurechnen, muss man den Celsiuswert mit g multi-
plizieren und zu dem Produkt 32 addieren”, erklart der Lehrer. ,Rechnet bitte die
folgenden Werte um!” Nach einiger Zeit meldet sich Anton: , Aber die Umrech-
nung ist doch ganz einfach”, meint er, ,man hat eine Temperatur in Fahrenheit,
beispielsweise diese”, Anton schreibt eine positive dreistellige Zahl an die Tafel,
,dann streicht man nur die erste Ziffer und hangt sie wieder an das Ende der Zahl,
und schon hat man die Temperatur in Celsius.” ,,Du Scherzbold”, antwortet der
Lehrer, ,ich fiirchte, das ist die einzige dreistellige Zahl, bei der deine Methode
funktioniert.”

Welche Zahl schrieb Anton an die Tafel? Gibt es weitere positive dreistellige Zahlen
mit dieser Eigenschaft oder hat der Lehrer Recht? (Christoph Sievert)

Aufgabe 1051: Viereck im Viereck im Viereck

Q D 1 @ Das Viereck Q1 Q>@3Qs sei ein Quadrat @ der
1 Seitenlange n + 1, mit n eine natiirliche Zahl
> 2. Die Punkte A, B, C und D liegen so auf
den Seiten von @, dass ihr Abstand 1 von der
jeweiligen nachstgelegenen Ecke von @ betragt.
Auf den Seiten des Vierecks V = ABCD seien
Punkte A", B’, C' und D’ so festgelegt, dass
—C ihr Abstand 1 von der nachstgelegenen Ecke von
1 V ist. Welche Flache hat die schraffierte Figur?
Qs (H.F.)

Aufgabe 1052: Ein Vieleck mit gerader Eckenanzahl
Ein n-Eck, dessen Eckpunkte Py, P, ..., P, auf einem Kreis liegen, habe lauter

gleich groRe Innenwinkel 9, jedoch sei das n-Eck nicht regelmifig. Begriinde, dass
das n-Eck geradzahlig viele Ecken hat. (H.F.)

Aufgabe 1053: Punkt gesucht

Auf einem von S ausgehenden Strahl seien in dieser Reihenfolge (von S aus) zwei
Punkte A und B gegeben. Auf einem weiteren Strahl, der ebenfalls von S ausgeht,
befindet sich ein beliebiger Punkt P, wobei <ASP < 180° ist. Nun berechne man
fir den Punkt P, fiir den der Winkel <APB maximal ist, die Strecke |SP| in
Abhingigkeit von |SA| und |SB|. (Robin Fritsch)
Hinweis: Betrachte den Kreis durch P, A und B.
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Aufgabe 1054: Eine etwas harte Nuss
Die 25 Zahlen 383, 384, 385, ..., 407 seien in ei-

nem quadratischen Schema (Matrix) so wie ne-
benstehend angeordnet. Es sollen nun fiinf die-
ser Zahlen, von denen keine zwei in einer Zeile
oder in einer Spalte vorkommen und deren Sum-
me < 2012 ist, so ausgewahlt werden, dass die

kleinste von ihnen moglichst grol ist. Wie heift
die kleinste dieser Zahlen? (H.F.)

Aufgabe 1055: Erbkrankheit

Eine bestimmte Erbkrankheit kommt durch die Mutation eines Gens zustande,
das jeder Mensch in doppelter Ausfiihrung tragt. Die Krankheit tritt genau dann
auf, wenn beide Kopien des Gens mutiert sind. Kinder erben von jedem Elternteil
zufallig eines der beiden Gene.

In einer gewissen Population hat ein Anteil von x zwei gesunde Gene, ein Anteil
von y ein gesundes und ein mutiertes Gen und ein Anteil von z =1 — x — y zwei
mutierte Gene. Wie entwickelt sich unter der Annahme, dass Ehepartner zufillig
ausgesucht werden und die Kinderanzahl konstant ist, die Erbkrankheit in der
Population?

Wie entwickelt sich die Erbkrankheit in der Population, wenn von der Krankheit
befallene Personen keine Nachkommen haben konnen? (WJB)

393 399 407 401 398
406 392 395 397 385
394 387 396 384 400
405 386 383 390 404
388 402 389 403 391

Aufgabe 1056: Niemals eine Primzahl
Zeige, dass 1 + 4p* niemals eine Primzahl ist, wenn p eine ganze Zahl > 1 ist.
(H.F.)

Geloste Aufgaben aus Monoib 110
Klassen 9-13

Aufgabe 1043: Rund um 2012

a) Zeige: Fiir jedes n, n=1,2,3, ... ist jede der Zahlen 2013" — 1", 2014" — 2",
2015" — 37 ... durch 2012 teilbar.

b) /(2011 + 2011) + (2011 — 2011) + 2011 - 2011 + 2011 : 2011 = 2012. Trifft
diese Behauptung zu? Wenn ja, was steckt dahinter?

c) Es sei x = 5312 und P sei das unendliche Produkt P = (14 x + x® + ... +
XN 4 x10+ x2 + L + xP0)(1 + x100 4 x290 4 x990 ) Zeige, dass P
einen endlichen Wert besitzt und bestimme diesen Wert. (H.F.)

Lésung:
a) Jeder der Differenzen ist darstellbar in der Form (2012+m)"—m", m=1,2,3, ....
Dann gilt:
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(2012 + m)" — m" = ((2012 + m) — m)((2012 + m)"~* 4 (2012 +
m)"2m+ ...+ m" ).
Wegen 2012 + m — m = 2012 gilt die Behauptung.
b) Fiir jedes reelle x # 0 ist:
(x+x)+(x—x)+x-x+x:x=x>+2x+1=(x+1)2
)Essei P =14x+x>4+..+x>=1+x+..+x%1 Dannsei P, =
P (1+x1%4+x20 4 +x%). Fiir P, gilt dann: P, = P+ Pyx104 4+ P x109 —
1+x4+x2+...x1°-1 Fahre so induktiv fort! Dann ist mit P, = o1 (1+x+
X2 + ...+ x99 und es sei bewiesen, dass P, = 14 x + x> 4 ... + x'"1.
Dann ist mit Py = Po(1+ x4+ x*+ ... + Xlong):
(1) Poy1= Pyt Pox + Pox® 4 4 Pox9 =14 x + x2 4 ..+ x10"7 1
Die Gleichung (1) gilt fiir jedes n, n = 1,2, 3, .... Daraus folgt: Das unendliche
Produkt P ldsst sich als eine unendliche Summe S schreiben, wobei: S =
1+x+x2+ ... Nunist 14+ x4+ ...x" = (1 —x"1): (1 — x) fiir x # 1 und
n=1,2,3,... Wenn daher |x| < 1 ist, gilt:

lim L—xm = L :

n—oo 1 — X 1—x
Daraus folgt S = ﬁ und somit auch P = ﬁ Also hat P einen endlichen
Wert und fiir x = 281 ist dieser Wert P = 2012.

Aufgabe 1044: Gorans Geburtstagsgaste

Gorans Mutter fragt ihn, wie viele Gaste er zu seinem Geburtstag einladen méchte.
Er antwortet: ,Wir werden lauter Paare sein. Wenn wir uns um unseren runden
Tisch setzen, abwechselnd Madchen und Junge, dann gibt es drei Moglichkeiten:
Entweder sitzt kein Junge links von seiner Freundin oder genau ein Junge oder
alle.” Wie viele Gaste erwartet Goran? (WJB)

Losung:

Bei zwei Paaren kann nicht eines richtig sitzen, ohne dass auch das andere richtig
sitzt. Bei drei Paaren sind offenbar alle drei Fille moglich. Bei vier oder mehr
Paaren konnten beispielsweise zwei Paare passend sitzen, und alle anderen nicht.
Also miissen es ingesamt drei Paare sein und somit (Goran nicht mitgezahlt) fiinf
Gaste.

Aufgabe 1045: Dreiecks-Zerlegung

Gegeben sei ein Dreieck AABC, dessen Innenwinkel allesamt < 90° seien. Gib
eine Bedingung dafiir an, dass das Dreieck AABC in drei gleichschenklige Drei-
ecke so zerlegt werden kann, dass alle Teildreiecke in der Lange zweier Schenkel
tibereinstimmen. (H.F.)
Hinweis: Betrachte den Umkreis des Dreiecks AABC.
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Lésung:

oy}

B

@)
:b |
oy}

Figur 1 Figur 2 Figur 3
Aus Figur 1 erkennt man: Wenn der Umkreismittelpunkt M von AABC im Innen-
gebiet von AABC liegt, dann ist AABC in die verlangten drei Dreiecke zerlegbar.

Liegt M im AuBRengebiet von AABC, dann kann es im Innengebiet von AABC
keinen Punkt M* geben, der von den Punkten A, B und C gleichweit entfernt ist.
Daher ist in diesem Fall das Dreieck AABC nicht wie verlangt zerlegbar (Figur 2).

Liegt aber M auf dem Rand des Dreiecks ABC (Figur 3), dann ist ABC in nur zwei
gleichschenklige Dreiecke zerlegbar, die in der Lange zweier Schenkel {ibereinstim-
men. Nach dem Satz von Thales ist dann das Dreieck ABC bei C rechtwinklig,
der Fall kann also nicht auftreten.

Aufgabe 1046: Zwillinge

Jens und Lydia erwarten Zwillinge. Das Ultraschallbild zeigt, dass es zwei Jun-
gen sind. Sie befragen einen befreundeten Statistiker nach den Chancen, dass die
Zwillinge eineiig sind. Dieser antwortet: ,Ein Drittel aller Zwillinge sind eineiig.”
Darauf bietet Jens seiner Frau an: ,Wenn sie eineiig sind, gebe ich Dir 20 Euro,
sonst gibst du mir 10 Euro.” Ist diese Wette fair? (WJB)

Lésung:
Jens hat vermutlich so gerechnet: G = P(E)-20+P(Z)-(—10) = 1-20—2-10 = 0.

3
Die richtige Losung finden wir so:
1 2

N|—=

MM
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Deshalb gilt:
P(E|JJ))=P(ENJ)): PUN) =3 3:(5
Lydias erwarteter Gewinn ist demnach:
G=13-20—3-10=>5.

Lydia sollte die Wette also sofort annehmen.

N~
_|_
WIN
N
~
I
|~
DN
I
N~

Aufgabe 1047: Welche Scheibe ist am leckersten?

Ein kugelformiges Brotchen wird in sieben gleich dicke Scheiben geteilt. Ein Krus-
tenliebhaber wiinscht sich die Scheibe mit der (absolut) meisten Kruste. Soll er
eines der beiden Enden nehmen oder doch lieber eine der mittleren Scheiben, oder
ist dies egal? (Peter van Dongen, Universitat Mainz)

Lésung:

Es bezeichne r den Radius des kugelférmigen Brotchens, das wir in sieben Schei-
ben 51, Sy, ..., 57 gleicher Dicke d zerschneiden. Die Oberflachen der Scheiben
bezeichnen wir mit F;, i =1,2,...,7.

Fiir die Oberflachen der beiden Kugelkappen S; und
Sigitt RF=F=2rr-dmitd = % also

Fi= F7:27Tr'% = %7‘[’[’2.

Nun konnen wir die Mantelflachen der inneren Schei-
ben durch Differenzbildung der Oberflachen entspre-
chender Kugelkappen berechnen:

Fy = Fs=2nr-2d —27r-d =2 -d = 37r?

7

F3=Fs=2rr-3d—2mr-2d =2r-d = 37r?
F4:27Tr-4d—27rr-3d:27r-d:%Wrz.

Also haben alle Stiicke (absolut) gleichgroBe Oberflichen und somit gleich viel

Kruste. (MG)

Aufgabe 1048: Quadratzahlen?
Gibt es in der Folge der Zahlen 2, 5, 8, 11, 14, 17, ... Quadratzahlen? (H.F.)

Losung:

»Jagd nach dem kleinsten Verbrecher”

Die Elemente der Folge sind von der Form3n—1, n=1,2,3....

Annahme: Unter den Zahlen 3n — 1 gibt es Quadratzahlen. Nun sei 3k — 1 = m?
das kleinste der quadratischen Folgenelemente. Dann ist aber (m — 3)? = m? —
6m+9 =3k—1—-6m+9 =3(k—2m+ 3) — 1 ebenfalls eine Quadratzahl von
dieser Form, die kleiner als m? ist. So hitten wir einen Widerspruch zur Definition

von m?. In der Folge 3n — 1, n=1,2,3, ... gibt es also keine Quadratzahlen.
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Aufgabe 1049: Bauernregel

Ein Landwirt mochte den Ertrag beim Anbau von Kohlkopfen moglichst grol
haben. Dazu nimmt er an, ein Kohlkopf werde mit dem Gewicht g gepflanzt und
danach entwickle sich sein Gewicht wie G(t) = g(1 + +/t). Fiir Diingemittel und
Erntemaschinen veranschlagt er Kosten der Form K(t) = k + Ft. Beim Verkauf
erhalt er den Betrag D pro Gewichtseinheit. Zu welchem Zeitpunkt v sollte er
verkaufen, damit der Ertrag R maximal ist? Wie groR ist dann der Ertrag? (WJB)

Losung:
Es ergibt sich R(t) = —Ft + b\/t + c mit b = Dg undc=D-g— k Damit ist
R'(t) = —F+\—b[ also gilt: R(v) =0 —F+ 52~ f =0ev= 4F2 AuBerdem

ist R"(t) = 2-(—3)- 2 N und somit R"(v) = —2.-1 7 < 0. Daher ist der maximale

Emng()_~4W+er+c— —Ftbhyc=L -0 pg_k

Der Beweis von
Fermats Zweiquadratesatz

nach Don Zagier
von Matthias Kreck

Einfiilhrung

Um grolBe natiirliche Zahlen zu bekommen, ist die Multiplikation der Addition
weit liberlegen. Deshalb ist es so interessant, natiirliche Zahlen in ihre multipli-
kativen Bestandteile, die Primzahlen, zu zerlegen. Dabei sind die Primzahlen die
natiirlichen Zahlen groRer als 1, die nur durch 1 und sich selbst teilbar sind. Da
man Primzahlen nicht in kleinere Zahlen zerlegen kann, stellt sich die Frage nach
anderen Darstellungen von Primzahlen. Ein effektiver Weg, aus einer Zahl durch
Multiplizieren eine groRere zu erhalten, ist das Quadrieren. Also liegt die Frage
nahe, welche Primzahl (und allgemeiner, welche Zahl) man als Summe von zwei
Quadratzahlen schreiben kann. Ein erster Test zeigt:

2=12+12
5 =12+ 22
13 = 2% 4 32,
17 =12 + 42,
29 =22 + 52,

Die anderen Primzahlen bis 30 lassen sich nicht als Summe von zwei Quadratzahlen
schreiben.
Wenn man diese Tabelle weiterfiihrt, fallt eine RegelmalRigkeit auf:
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Die Primzahlen p > 2, die sich als Summe von zwei Quadratzahlen schreiben
lassen, haben die Eigenschaft: p — 1 ist durch 4 teilbar; wahrend das fiir die
Primzahlen, die nicht Summe von zwei Quadraten sind, nicht gilt.

Wahrscheinlich hat der franzésische Mathematiker Fermat! (und vorher schon
Albert Girardz) solche Tabellen erstellt und daraus geschlossen, dass das ein Satz
ist:

Satz (Fermat 1640)

Eine Primzahl p groRer als 2 ist genau dann eine Summe von zwei Quadraten,
wenn p — 1 durch 4 teilbar ist.

Von Fermat selbst ist kein Beweis dieses tollen Satzes iiberliefert. Ob er einen hat-
te, ist zweifelhaft. Gut 100 Jahre spater hat der Schweizer Mathematiker Leonhard
Euler® den ersten Beweis publiziert. Danach haben verschiedene Mathematiker
andere Beweise gegeben, darunter Lagrange*, GauR® und Dedekind®. All diese Be-
weise erfordern eine gewisse Vorkenntnis und sind nicht ganz kurz. Vor ein paar
Jahren hat der Bonner Mathematiker Don Zagier” einen Beweis in einem Satz
angegeben®. Dieser soll hier reproduziert werden, wobei aus dem einen Satz ein
paar mehr werden, weil wir uns auch an Laien richten.

Bevor wir uns diesem Beweis zuwenden, bemerken wir, dass, wenn eine ungerade
Primzahl p (alle Primzahlen p > 2 sind natiirlich ungerade) Summe von zwei
Quadraten ist, d.h. p = x?> 4+ y?, dann p — 1 durch 4 teilbar ist. Denn da p
ungerade ist, muss entweder x gerade und y ungerade sein oder umgekehrt. Sei
also beispielsweise x = 2n+ 1 und y = 2m fiir natiirliche Zahlen m und n, dann
git p=x>4+y?>=4n>4+4n+ 1+ 4m? also ist p — 1 durch 4 teilbar.

Zagiers Beweis

Zur Situation: Sei p eine Primzahl, sodass p — 1 durch 4 teilbar ist. Das bedeutet,
dass wir p schreiben konnen als p = 4k 4 1 fiir eine geeignete natiirliche Zahl k.
Dann ist Fermats Behauptung:

(1) Es gibt natiirliche Zahlen x und y, sodass p = x? + y? ist. Mit anderen
Worten, die Gleichung p = x? + y? mit den Unbekannten x und y hat eine
ganzzahlige Losung.

Pierre de Fermat (geb. 20.8.1601, gest. 12.1.1665), Jurist, Mathematiker

Albert Girard (geb. 1595, gest. 8.12.1632), Ingenieur

Leonhard Euler (geb. 15.4.1707 in Basel, gest. 18.9.1783 in St. Petersburg), Mathematiker.

Joseph Louis Lagrange (geb. 25.1.1736 in Turin, gest. 10.4.1813 in Paris), Mathematiker, Physiker, Astro-

nom

5 Carl Friedrich GauR (geb. 30.4.1777 in Braunschweig, gest. 23.2.1855 in Gottingen), Mathematiker, Astro-
nom, Geodat, Physiker

6 Richard Dedekind (geb. 6.10.1831 in Braunschweig, gest. 12.2.1916 ebenda), Mathematiker

7 Don Zagier (geb. 29.6.1951 in Heidelberg), Mathematiker

Don Zagier: A one-sentence proof that every prime p =1 mod 4 is a sum of two squares, Amer. Math.

Monthly 97 (1990), no. 2, 144, doi:10.2307/2323918
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1. Schritt von Zagiers Beweis:
Er betrachtet eine andere Gleichung in drei Unbekannten x, y und z, namlich:

(2) p=x>+4yz.

Dies erscheint auf den ersten Blick verwunderlich, aber die Behauptung (1) folgt,
falls die Gleichung (2) eine Ldsung mit y = =z besitzt. Denn dann ist
p = x>+ 4y? = x2 + (2y)?. Genau das ist das Ziel von Zagier, zu zeigen,
dass die Gleichung (2) eine Losung mit y = z hat.

2. Schritt:

Die Gleichung (2) besitzt eine Losung, nimlich, x =1, y = kund z = 1, da
p = 4k + 1 ist. Wir bemerken noch, dass es nur endlich viele Losungen geben
kann, da alle natiirlichen Zahlen groRer Null sind (so unsere Konvention) und wir
multiplizieren und addieren, was die Zahlen groler macht.

3. Schritt:
Nun kommt ein entscheidender Hilfssatz, den wir am Schluss beweisen werden:

Hilfssatz
Sei p = 4k + 1 eine Primzahl. Die Anzahl der Losungen von p = x? + 4yz
ist eine ungerade Zahl.

4. Schritt:

Nun beobachten wir, dass, wenn x, y, z eine Lésung von (2) ist, dann auch x, z, y.
Mit anderen Worten, wir kénnen zu jeder Losung eine zweite finden, indem wir
y und z vertauschen. Dies teilt alle Losungen in Paare auf, auler diejenigen, bei
denen y = z ist. Wenn es nun keine Lésung mit y = z gabe, so wiirde folgen,
dass alle Losungen in Paaren auftreten, es gabe also geradzahlig-viele Lésungen,
was dem obigen Hilfssatz widerspricht. Also muss es eine Losung mit y = z geben
und der Satz von Fermat ist somit bewiesen.

Beweis des Hilfssatzes

Wir haben im letzten Schritt benutzt, dass wir zu jeder Losung x,y, z durch
Vertauschen von y und z eine zweite Losung finden, es sei denn y = z. Daraus
haben wir geschlossen, dass es eine Losung mit y = z geben muss, da sonst
die Anzahl der Losungen gerade ware. Dies deutet eine Methode an, mit der
man entscheiden kann, ob die Anzahl der Losungen gerade oder ungerade ist.
Man versucht, die Losungen in Paare aufzuteilen. Ist dies moglich, ist die Anzahl
gerade, ist dies nicht moglich, so bleibt am Schluss eine Lésung iibrig, zu der man
keinen Partner mehr finden kann, und dann ist die Anzahl der Lsungen ungerade.
Diese Methode setzt voraus, dass es wenigstens eine Losung gibt, zu der man dann
den Partner sucht. Wenn es gar keine Losung gibt, kann man damit gar nichts
zeigen. Deshalb wurde im ersten Schritt eine Losung angegeben.

Zagier benutzt eine Formel, mit der er versucht, die Losungen in Paare aufzuteilen.
Diese Formel liefert (ganz wie oben die Vertauschung von y und z) zu jeder Losung
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X, y, z eine zweite Losung x’, y/, Z/, einen Partner. Hier ist die Formel, bei der man
drei Falle unterscheiden muss:
1. Fal x <y — 2z

Partnerlosung:  x':=x+2z, y =2z Z=y—-—x-1z

2. Fally —z < x < 2y.

Partnerlosung: x' =2y —x, y =y, Z:=x—-y+z
3. Fall: x > 2y.

Partnerlosung:  x':=x—-2y, y =x—y+2z, Z:=y.
Die vorangehende Fallunterscheidung ist vollstindig; denn x = y — z kann ebenso
wenig auftreten wie x = 2y, weil sonst p nichttriviale Teiler hatte, also keine
Primzahl wére.

Nun bitten wir den Leser, so er oder sie das noch nicht gemacht hat, Papier und
Stift zu nehmen, und das Folgende selbst nachzurechnen (reine Schulmathematik):

st x, y, z eine Losung, so auch x’, y’, Z’ (einfach in die Gleichung einsetzen).
Und als zweites:

Die Partnerlosung zu x', y', Z ist wieder x, y, z.
(Dazu muss man einfach die obigen Formeln einsetzen, allerdings die drei
Fille sorgfaltig beachten.)

Man nennt eine solche Partnerkonstruktion, die zweimal angewendet die urspriing-
liche Situation ergibt, eine Involution.

Nun kommt die letzte Aufgabe. Wir haben die Losungen wieder in Paare aufgeteilt,
der Partner zu x, y, zist X', y’, Z'. Allerdings konnte es sein, dass die Partnerlésung
gleich der urspriinglichen ist, also dass x’ = x,y’ = y,z/ = z ist. Und Zagier
behauptet, dass dies tatsichlich passieren kann, aber genau einmal. Damit sind
wir fertig, denn das bedeutet, dass alle Lésungen bis auf eine in Paaren auftreten,
somit die Anzahl der Losungen eine ungerade Zahl ist.

Das rechnen wir gleich nach, natiirlich nacheinander in den drei Fallen.

1. Fall: Wenn x = x + 2z ist, so ist z = 0. Wenn weiter y = z ist, so ist auch
y = 0. Wenn ferner z =y — x — z ist, so ist auch x = 0. Aber dann haben wir
keine Losung der Gleichung (2). Also ist im ersten Fall die Partnerldsung immer
verschieden von der urspriinglichen.

2. Fall: Wenn x = 2y—x ist, so ist 2x = 2y und somit x = y. Damit folgt, wie man
leicht sieht, auch y' = y und z’ = z. Partner und urspriingliche Lésung stimmen
also liberein. Wie haufig kann das passieren? Dazu betrachten wir Gleichung (2)
und setzen x = y ein:

p = x*+4xz = x(x + 4z).
Da p eine Primzahl ist, muss einer der Faktoren gleich 1 sein. Das kann nur der

erste sein, also ist x = 1 und somit auch y = 1 und ferner ist z = pr1 = k.
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Also kommt der Effekt ,Partnerlosung gleich urspriinglicher Lésung™ im zweiten
Fall genau einmal vor.

3. Fall: Ist x = x — 2y, so folgt wieder y = 0 und damit wegen y = z auch z = 0.
Das geht — wie im ersten Fall — nicht.

Also haben wir gezeigt, dass es genau einmal passiert, dass die Partnerlosung
gleich der urspriinglichen ist. Das beendet den Beweis von Zagier.

Informationen zum Artikel

Dr. Matthias Kreck ist Professor fiir Mathematik an der Universitat Bonn. Er hat am 3. Februar
2012 im gut besuchten Frankfurter Hof in Mainz unter dem Logo m® = Musik x Mathematik x
Malerei diese zunachst vollig verschieden erscheinenden Gebiete in gelungener Weise unter der
Assistenz einer Musikerin und einer Malerin intellektuell zueinander in Verbindung gebracht. Die
mathematische Methode verdeutlichte er dabei anhand des Beweises von Fermats Satz nach
Zagier.

Ein schoner Satz von Erdos
von Hartwig Fuchs

Im Anschluss an den Artikel von Herrn Kreck iiber Fermats Zweiquadratesatz liegt
es nahe, Varianten dieses Satzes zu untersuchen, indem man etwa Quadratsummen-
oder auch Quadratdifferenzendarstellungen von nicht notwendig primen Zahlen mit
zwei oder mehr als zwei Quadraten betrachtet.

Pal Erdds (1913-1996), einer der produktivsten Mathematiker des 20. Jahrhun-
derts, hat um 1960 eine erstaunliche Moglichkeit entdeckt, wie man jede natiirliche
Zahl aus einer Mischung von Summen und Differenzen mehrerer Quadratzahlen
darstellen kann.

Der Satz von Erdds
Jede nichtnegative ganze Zahl n kann in der Form
(1) n=412+22+324 ...+ m? mit einem m > 1

geschrieben werden, wobei von dem Paar £ entweder nur + oder nur — benutzt
wird.

Beweis durch 4-fache vollstandige Induktion:
Zunachst liefern wir einige Beispiele fiir (1), die unten als Induktionsanfinge
verwendet werden:

1=1' 2=-12-22_-324+4? 3=-124+22 4=-12-224+32
Induktionsbeweis fiir die Behauptung:

(2) Jede natiirliche Zahl n der Form n = 4k, k = 1,2,3, ..., hat eine Erdos-
Darstellung (1).
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Fir k =1, also n = 4 trifft (2) zu.
Annahme: (2) sei bewiesen fiir ein k > 1, also n = 4k, und es sei n = +12 &
22+£3+ . Em”
Aus dieser Annahme leiten wir ab, dass (2) auch fir k+1, also n+4 = 4(k+1)
gilt.
Die entscheidende Formel fiir den Beweis von (2) — und ebenso fiir die Beweise
der tbrigen Fille n =4k + i, i = 1,2,3 (siehe unten) ist:
(3) 4=(m+1)>—(m+2)?—(m+3)>+ (m+ 4)? fiir jedes m > 0.
Damit folgt aus der Induktionsannahme die Giiltigkeit von (2) fir k + 1, also
n+4=4(k+1), so:

n+4=+124£22432+ £ m?*+(m+1)°—(m+2)>— (m+3)*>+(m+4)>
Somit ist gezeigt, dass (2) fiir jedes n der Form n =4k, k=1,2,3, ... gilt.
Es sei nun n von der Form 4k +1i, k = 0,1,2,... und / eine der Zahlen 1, 2, 3.
Dann hat jedes n = 4k + i eine Erdés-Darstellung (1).

Die drei Induktionsbeweise fir n = 4k +1, n = 4k +2 und n = 4k + 3 verlaufen
ganz so wie oben im Fall n = 4k.

Damit ist (1) fiir jedes n > 1 induktiv bewiesen.

Mach es nun selbst!
Welche Erdos-Darstellungen haben die Zahlen 0 und 20127

Die Lésungen zu den Aufgaben findet Ihr in diesem Heft auf Seite 39.

Mainzer Mathe Akademie 2012

Vom 29. August bis 2. September fand die dritte Mainzer Mathe Akademie statt.
Ein Bericht folgt im niachsten Heft.
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Ein Blick hinter die Kulissen
Der letzte Mohikaner

von Hartwig Fuchs

Der Mathematiker Prof. Slyfox ist bei seinen Studenten bekannt dafiir, dass er sei-
ne Vorlesungen oft mit skurillen Einféllen bereichert. So hat er kiirzlich gegen Ende
einer Vorlesung einen Wettbewerb vorgeschlagen, den er ,Der letzte Mohikaner™*
nannte. Die dabei zu |6sende Aufgabe beschrieb er so:

(T) Wenn man einer Zahlenmenge M die Zahl xy +x+y mit x, y € M hinzufiigt
und zugleich x sowie y aus M entfernt, so wollen wir das eine Kontraktion
T von M nennen.

Die Studenten wahlen nun eine n-elementige Menge M,, n > 2, aus beliebi-
gen reellen Zahlen.

M, soll dann mit T in eine (n — 1)-elementige Menge M,_; umgeformt
werden — wobei man Prof. Slyfox erst nach beendigter Transformation die
Transformationszahlen mitteilt. Ebenso wird M,,_1 in eine Menge M,_» um-
geformt. So transformiert man weiter, bis man schliellich eine Menge M; aus
nur noch einem Element, dem letzten Mohikaner, erhalt.

Gewonnen hat, wer als Erster den letzten Mohikaner benennt (die Studenten
diirfen Taschenrechner benutzen, Dr. Slyfox aber nicht!).

Im ersten Wettbewerbsdurchgang wahlten die Studenten M; = {-3, -2, —-1,1,
10,100} als Startmenge. Als Erster hob Dr. Slyfox die Hand mit einem Zettel, auf
dem er den letzten Mohikaner —1 notiert hatte.

Auch in einem zweiten Durchgang mit der Menge Mg = {0, 1,2, 3,4,5,6, 7} hatte
der Professor vor den Studenten den letzten Mohikaner 40319 richtig gefunden.

Danach war den Studenten schnell klar, wieso Dr. Slyfox die Aufgabe stets vor
allen anderen 16sen konnte: er musste im Besitz einer Formel sein, mit der sich
der letzte Mohikaner unmittelbar — also ohne Mengenkontraktionen — allein aus
der Kenntnis der Zahlen der Startmenge berechnen liel.

Eine solche Formel galt es somit zu finden, um gegen den Professor gewinnen zu
konnen.

Zu Beginn der ndchsten slyfoxischen Vorlesung verkiindete dann auch ein Student,
der nicht unbegabte Talentino, er habe das Erfolgsrezept des Professors entdeckt.
Zum Beweis liel er sich eine vierelementige Menge M rationaler Zahlen vorgeben;
die Studenten wahlten M, = {0,76; 1,23;17,54; 19}. Talentino war der Erste, der
verkiindete: , Der letzte Mohikaner ist 1454,31584."

*  ,Der letzte Mohikaner” ist der Titel einer beriihmten Indianergeschichte des im 19. Jahrhundert meistgele-
senen amerikanischen Schriftstellers James Fenimore Cooper (1789-1851).
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Talentino lieR sich nach seinem Erfolg nicht lange bitten, seine Mohikaner-Formel
und deren Herleitung zu verraten.

Das Erfolgsrezept:

(1) Beiden sukzessiven Kontraktionen einer endlichen Menge M,, = {r, r», ... r,},
n > 2, aus beliebigen reellen Zahlen durch die Operationen T in eine einele-
mentige Menge My = {r} ist r = (n+1)(rn+1)...(r,+1)—1 der eindeutig
bestimmte letzte Mohikaner.

Zur Herleitung von (1) geht Talentino so vor:

Er bezeichnet mit M die Menge aller Zahlen, die um 1 groBer sind als die Zahlen

einer Menge M. Fiir die Menge M™ definiert er dann eine Kontraktion S:

(S) Wenn man einer Zahlenmenge M die Zahl xy + x + y mit x,y € M hin-
zufiigt und zugleich x sowie y aus M werden, dann sei S die zu T gehdrige
Kontraktion von M, durch welche die Zahlen (x + 1) und (y + 1) aus M+
entfernt werden und zugleich (x + 1)(y + 1) zu M* hinzugefligt wird.

Aus (x + 1)(y + 1) = xy + x + y + 1 folgt nun eine fiir den Beweis von (1)
entscheidende Beziehung zwischen den durch Kontraktion der Mengen M, =
{r,r,...npund M ={n+1,n+1,..,r,+1} entstandenen neuen Mengen:
Wird M, von T zu der Menge M,_1 = {r, ro, ..., [ri], ... [j], .., oy it + 1 +
r;} kontrahiert, dann wird M,S durch S in die Menge M7, = {n +1,n +1,
el + 1] [+ 1], 4+ 1 i+ i+ 1+ 1} umgeformt — wobei [r;] usw.
bedeutet, dass die zugehorige Menge das Element r; nicht mehr enthilt.

Ganz entsprechend werden M,y von T und M' von S in M, » und M},
kontrahiert — und so fortfahrend gelangt man schlieblich zu den einelementigen
Mengen M; und M;".

Es sei nun M; = {r}; folglich ist M]" = {r + 1}.

Kennt man daher r + 1, so kennt man natirlich auch den letzten Mohikaner r.
Die Zahl r + 1 kann man nun durch vollstindige Induktion leicht bestimmen:

(2) Bei den sukzessiven S-Kontraktionen einer beliebigen Menge M," = {r + 1,
rn+1,..,r,+1},n> 1, aus reellen Zahlen in die Menge M;" = {r + 1}
gilttr+1=(n+1)(n+1)..(n+1)

Nachweis:

Es sei n = 2. Eine Menge M,y = {r + 1, r, + 1} mit beliebigen reellen r;, r, wird

durch S in die Menge M;" = {(r1 +1)(ra+ 1)} transformiert. Somit ist der letzte

Mohikaner r + 1 eindeutig bestimmt —erist r +1 = (rp + 1)(r» + 1). Also gilt

(2) fir n= 2.

Es sei nun (2) bewiesen fiir jede beliebige Menge M." | aus n — 1 reellen Zahlen.

Dann gilt fiir n:

Wenn man aus einer beliebigen Menge M.f = {rn+1,n+1, ..., r,+1} zwei belie-

bige Zahlen ri+1 und rj+1 entfernt und der Restmenge das Produkt (ri+1)(r;+1)

hinzufiigt, dann entsteht die Menge M;"; = {n + 1, n+1,..,[rn +1],...,
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[ri+1],....rn+1,(ri+1)(r; +1)}.

Der nach Induktionsannahme eindeutig bestimmte zu M." ; gehorige letzte Mohi-
kanerist (n +1)(rn+1)...(ri+1)...(r;+1)...(r, + 1) und diese Zahl ist dann
auch der eindeutig bestimmte letzte Mohikaner fiir die Menge M," — und damit
ist (2) bewiesen fiir n.

Aus (2) folgt unmittelbar (1) — und damit hat Talentino des Professors Erfolgsge-
heimnis vollstandig geliiftet.

Inbesondere konnte Talentino mit (1) begriinden, wieso Dr. Slyfox bei der Menge
My (siehe oben) als Erster den letzten Mohikaner benannte — eigentlich kannte er
ja den letzten Mohikaner bereits von Anfang an!

Sobald namlich die Menge M, eine Zahl r; = —1 enthilt, ist das Produkt
(n+1)(n+1)..(i+1)...(r;+1)...(r, + 1) = 0 und mithin r = —1.

Dr. Slyfox sparte nicht mit Lob fiir Talentinos schones Ergebnis. Doch fiigte er
lachelnd hinzu, dass die Studenten auch mit weniger Aufwand zumindest einen
Erfolg hatten erringen konnen — dazu brauchten sie nur eine Menge {0, 0, ..., 0}
zu wahlen, deren zugehoriger letzter Mohikaner offensichtlich 0 ist.

Mathematische Entdeckungen

Strallennetz im Konigreich der n Dorfer

In einer fernen Weltgegend liegt das riickstandige , Konigreich der n Dérfer”. Als
Beispiel ist hier eine Landkarte mit n = 12 Dorfern abgebildet. Darin sind die
Dorfer Dy, ..., Dyp durch Punkte (,Hauptstadte”) und die Grenzen der Dorfgebiete
Gi, ..., Gy durch Linien dargestellt.

Weil bisher die Dorfer nur durch Esels-

pfade verbunden sind, beschlieBt der
Konig den Bau eines modernen Wege-
netzes in seinem kleinen Reich nach den
folgenden Vorgaben: Zwischen je zwei
Dérfern D;, Dj soll eine Strake D;D;
dann — aber auch nur dann! — gebaut
werden, wenn die beiden Dorfgebiete G;

und G; eine gemeinsame Grenze besit-
zen; die Strake D;D; soll vollstandig in

den Gebieten G; und G; verlaufen und
deren gemeinsame Grenze schneiden.

Einige Zeit, nachdem die Stralen gebaut sind, beklagen sich die Dérfler, dass es
nun Gebiete gibt, die zwar von Stralen umschlossen sind, durch die aber keine
Strale hindurchfihrt.
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Der Konig fragt darauf seinen Verkehrsminister: Beispiel:

Wenn ich durch jedes dieser Gebiete genau eine 4 alte Stralen
Strale bauen lasse, wie viele neue Stralen gibt es 1 neue Strale
dann?”

Versuche, eine Formel zu finden, mit der der Konig fiir n Dorfer, n = 3,4,5, ...
die Anzahl der neuen StraBen berechnen kann.

Hinweis: Ziehe fiir die Aufstellung einer solchen Formel eine mogliche Beziehung
zwischen den Anzahlen der Dorfer, der alten und der neuen StralBen zunachst fur
n = 3, dann fiir n = 4 usw. in Betracht. (H.F.)

Hinweis: Eure mathematischen Entdeckungen kdnnt Ihr bis zum 15. November 2012 an die
Monoip-Redaktion einsenden, denn auch hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Eure Ergebnisse
werden jeweils im liberndchsten Heft erscheinen.

Losung der Aufgabe aus Heft 109

In Heft 109 stellten wir Euch folgende Aufgabe:

Teilerreiche Zahlen

Man nennt eine natirliche Zahl n > 1 teilerreich, wenn die Anzahl ihrer Tei-
ler groBer ist als die Anzahl der Teiler einer jeden natiirlichen Zahl m, m =
1,2,3,...,n—1.

Beispiel:

Zahl n ‘ 7 8
Anzahl der Teiler von n‘ 2 4

Also sind 2, 4, 6 und 12 teilerreich.

Erweitere die Liste und untersuche beispielsweise: Gibt es Sorten von Zahlen,

die nicht als teilerreich in Frage kommen beziehungsweise die Kandidaten fiir

teilerreiche Zahlen sind?

Hinweis: Die Darstellung von n als Primzahl-Produkt sei n = p;'ps?... p& mit

Primzahlen py, pa, ..., p,. Dann hat n genau (e; +1)(ex + 1) ... (e, + 1) Teiler.
(H.F.)

Ergebnisse

Mit dieser Aufgabe hat Marcel Wittmann, 8. Klasse des Karolinen-Gymnasiums
in Frankenthal sich beschaftigt:.

Es sei x eine teilerreiche Zahl mit der Primfaktorzerlegung x = p;*-p3*-...-psr. Nach
der in der Aufgabenstellung genannten Formel fiir die Berechnung der Teileranzahl
hat x dann (e; + 1) - (ex+ 1) -...- (e, + 1) Teiler und zwar unabhangig von der
Wah! der Primzahlen p1, ps, ..., pn. So hat beispielsweise 23-72-13!.17° genauso
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viele Teiler wie 23-52-111-75_ In einer Menge von Zahlen mit gleicher Teileranzahl
ist nur die kleinste Zahl ein Kandidat fiir eine teilerreiche Zahl.

Daraus folgt: Man muss py, pa, ..., py so wahlen, dass p* - p3* - ... - pS" minimal
wird. Das erreicht man, indem man fiir die Primzahl mit dem gréBten Exponen-
ten 2 wahlt (also die kleinste Primzahl), fir die Primzahl mit dem zweitgroRten
Exponenten 3 (also die zweitkleinste Primzahl), usw. Es gilt also:

Die Primfaktorzerlegung einer teilerreichen Zahl ist immer von der Form
pit - py’ - ... pSn, wobei e; > e > ... > e, und p1, po, ..., , p, die ersten n
Primzahlen, also p1 = 2,00 =3, p3=5,p4s =7, ps = 11, ..., sind.

Durch Betrachtung der kleinstmoglichen Einer-, Zweier-, Dreier-, Viererprodukte
natiirlicher Zahlen erhalt man die folgende Tabelle teilerreicher Zahlen 1 < n <

1000:
Anzahl der Teiler von n in 21312-23-2{4-213-3|5:2(3.2-2|14-2-2

der Form (e1+1)...(e, +1)

n als Primzahlprodukt 2 (22]2-3|22.3|23.3|22.3%24.3[22.3.523.3.5

n 21416 |12 | 24 | 36 | 48 60 120
Anzahl der Teiler von n in 3-3-2/5-2-2{4-3-2|5-3-214-2-2-2
der Form (e;+1)...(e, +1)
n als Primzahlprodukt 22.32.5[24.3.5023.32.5[24.32.523.3.5.7
n 180 240 360 720 840

Losungen zu den Aufgaben von
Seite 7

(a) Addition und Subtraktion
y=ax’+ bx+c = a(x*+ x+432)+c—4b =a(x + 23)2+c—b—a>0

432"

Der Term ¢ — Z; ist eine Konstante und a(x +2)2>0
Daher hat y seinen kleinsten Wert fiir x + = =0, also fur X = —2%.

(b) Multiplikation und Division
Man multipliziert P(n) mit n! und erhilt so:
nP(n)=1-2-3-...-n-(n+1)(n+2)-...-(2n)
—(2-4-6-...-2n)-(1-3-5-...- (2n — 1))
=27(1-2-3-...-n)-(1-3-5-...- (2n — 1))
=2"nl-1-3-5-...-(2n—1).
Nun dividiert man den letzten Term durch n!; es ergibt sich dann:
P(n)=2"-1-3-5---(2n—1).
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Im Produkt P(n) kommt der Faktor 2 genau n mal vor.

(c) Logarithmieren und Exponentieren
Aus x¥ = 10 mit x > 0 und a > 0 folgt durch Logarithmieren:

log x* = log(x?)* = x log x? = x log 10.

Wegen x > 0 folgt aus der letzten Gleichung: log x? = log 10 und deshalb nach
Exponentieren: x? = 10. Also ist x = v/10 die gesuchte Ldsung.

(d) Transformation, Substitution und Riicksubstitution, Riicktrans-
formation
Wir betrachten zunachst den Fall einer Leiter der Lan-

ge 4 und einen Wiirfel der Kantenlange 1 (Transforma-
tion) Es sei a die Lange des Leiterstiicks oberhalb der ¢=va -1

Wiirfelkante. 1
Die beiden kleinen Dreiecke sind dhnlich, sodass gilt: 1| \4-a
=A== (@)@ -a)P =2

Mit der Substitution a = 2 — b erhalten wir: (3 — 4b + b?)(2 + b)> = (2 — b).
Durch Ausrechnen ergibt sich b* — 106> + 8 = 0 und daher ist b> = 5 + V17.
Mit Riicksubstitution b=2 — a folgt a =2+ /5 =+ V17.

Esgilt: a =2 — 5++17 <0und a=2+ 5+ V17 > 4. Somit bleiben die
zwei (vorliufigen) Losungen: a =2 + /5 — /17.

Falls nun die Lange der Leiter 8 und die Wiirfelkante 2 ist (Riicktransformation),
dann sind in der Figur simtliche Strecken zu verdoppeln (Ahnlichkeitsabbildung!),
sodass es fir die Lange des Leiterstiicks oberhalb der Wiirfelkante zwei Moglich-

keiten gibt: 2a = 4 + 24/5 — /17.

Losungen zu den Aufgaben von
Seite 33

0= 12+2%2—-3>4 (42— 52— 62+ 7°), da 0 = —4 + 4, gemiR der Formel (3).
2012 = —12—22+3 4+ (42 -5 —-6>+ 73+ (82— 9> - 10>+ 11%) + ... +
(2008% — 20092 — 20102 +20112), da 2012 = 4 + 502 - 4 — vergleiche Formel (3).
Unter der Verwendung der Erdds-Darstellung der 0 ist wegen 2012 = 0 + 503 - 4:
2012 = 12 +22— 32442 - 52— 62+ 72+ (82— 92— 102+ 11%) + ... + (2016% —
20172 — 20182 + 2019?).

Man erkennt am Beispiel 2012: Erdds-Darstellungen miissen nicht eindeutig sein.

*  Man kénnte diese Gleichung mit einer ziemlich komplizierten Formel von Lodovico Ferrari (1522-1565) und

Girolamo Cardano (1501-1576) exakt oder mit einem Computer niherungsweise 13sen — dann entfallen die
nachfolgende Substitution und Riicksubstitution.
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Rubrik der Loser und Loserinnen
Stand nach Heft 109

Aachen, Inda-Gymnasium: KI. 5: Luca Biihler 26.

Alexandria, Deutsche Schule der Borromaerinnen
KI. 6: Hanaa El Sammak 10, Malak Hasham 12;

KI. 7: Zalwa Alaa 5, Salma Amr 3, Alaa Elfawal 3, Virginia Mandouh 3;
Kl. 9: Marianne Michel 19.

Alzey, Elisabeth-Langgasser-Gymnasium (Betreuende Lehrerin: Frau Kunz):
KI. 7: Niclas Mayer 13;

KI. 8: Sebastian Maak 2, Jann Ole Neitzel 13, Katharina RoRler 28:

KI. 10: Marc de Zoeten 2, Lena Ehrenhard-Dickescheid 4, Sebastian Ludwig 45,
Benedikt Maurer 14, Alexander Rupertus 11;

KI. 11: Andreas Pitsch 22.
Bad Kreuznach, Lina-Hilger-Gymnasium (Betreuende Lehrerin: Frau

Gutzler):
Kl. 5: Lena-Marie Senft 10, Carla Vo 5.

Bad Neuenahr-Ahrweiler, Peter-Joerres-Gymnasium:
KI. 11: Frank Schindler 61.

Burglengenfeld, Johann-Michael-Fischer-Gymnasium:
KI. 9: Jamico Schade 15.

Calw-Stammheim, Hermann-Hesse-Gymnasium:
KI. 6: lolanthe Kocher 56.

Edenkoben, Gymnasium:
Kl. 7: Amelie Knecht 15, Theresa Paulus 18.

Eiterfeld, Lichtbergschule (Betreuender Lehrer: Herr Jakob):
KI. 8: Anne Vogel 6.

Espelkamp, Soderblom-Gymnasium: Kl. 8: Kai Wilezkowiak 3.
Frankenthal, Karolinen-Gymnasium (Betreuende Lehrerin: Frau Schneider):

KIl. 6: Lea Storzum 16;

KI. 7: Tillmann Ballweber 4, Christoph Hemmer 16, Marion Misiewicz 15, Maximilian
Minch 7, Sam Washington 7, Sonja Zimmermann 8;

KI. 8: Adriana Stenger 5, Marcel Wittmann 76;
KI. 11: Henning Ballweber 35;
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Friedrichsdorf, Rhein-Main International Montessori School (Betreu-
ende Lehrerin: Frau Elze):

KI. 2: Philipp Kraus 1, Ella Zwermann 9;

KIl. 3: Martha Friederich 14, Bent Gerstenberger 1, Vrishab Vittagondana 3;
KI. 4: Natascha Albrecht 4, Sophie Brandenburg 9, Naima Gerlach 9, Lara
Kern 18, Maya Most 10, Marc Ohlemacher 2, Franziska Schliiter 14, Vincent
van't Hof 9;

KI. 5: Justus Binnewies 3, Emma Braulke 1, Patrick Coles 2, Laura Hager 4,
Maximilian Kolrep 1, Sebastian Schneider 11, Felix Schroder 1;

KI. 7: Nicolas Gladiator 1, Ludwik Huth 4.

Giellen, Landgraf-Ludwigs-Gymnasium:
KIl. 5: Laura Kristin Kettner 3, Felix Kohler 9.

Hadamar, Fiirst-Johann-Ludwig-Gesamtschule (Betreuende Lehrerin: Frau
Niederle):

KI. 5: Luca Kloft 6, Lisa Metternich 2, Leonie Stahl 4,Melanie Schuy 12;

Kl. 6: Kim Bruder 6, Matthias Hannappel 7, Julia Holzhiiter 5, Emma Mais

18, Nils Prepens 30, Max Schneider 12, Simeon Schneider 10, David Storzer 56,

Konrad Uecker 5;

KI. 7: Robin Dobischok 7, Sven Gobbitza 7, Steffi Langer 12, Lea Stiehl 8, Marvin

Weisbender 14, Emily Zollmann 15,

KI. 8: Moritz Schafer 8.

Kairo, Deutsche Schule der Borromaerinnen:
KIl. 8: Mariam Baher 15;
KI. 11: Shaima'a Ahmed Doma 38.

Kelkheim, Eichendorffschule:

KI. 5: Andreas Benz 10;

KI. 6: Patrick Piesch 4, Max Rosenberg 6;
KI. 8: Bjorn Stanischewski 48;

KI. 9: Maike Stanischewski 62.

Koln, Ursulinengymnasium: KI. 9: Elisabeth Bottger 17.
Lehrte, Gymnasium Lehrte: KI. 11: Robin Fritsch 17.

Limburg, Tilemannschule:

Kl. 6: Helena Rist;

KI. 7: Virginia Beck 10, Lena Daum 12, Anna Ebenig 11, Marie Harling 9, Ina
Helfenstein 9, Emilie Orgler 10, Greta Schlinke 13, Sarah Urban 9;

Kl. 8: Chantall Klemm 11.

Mainz, Frauenlob-Gymnasium (Betreuender Lehrer: Herr Mattheis):
KIl. 6: Jason Beck 8, Jana Eichhorn 5 Angela Hahn 3, Marc Hoffmann 15, Se-
bastian Hospice 6, Lukas Koenen 8, Tim Morsbach 8, Annalena Silz 4, Chiara
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Stork 4, Sebastian Trapp 7;
Kl. 7: Melanie Weibrich 7, Marina Witte 16:
KIl. 12: Ann-Kathrin Hientzsch 10, Giang Phi 21.

Mainz, Gymnasium Gonsenheim: KI. 12: Niklas Bockius 62.

Mannheim, Peter-Petersen-Gymnasium (Betreuender Lehrer: Herr Witte-
kindt):

KI. 7: Lukas Krader 14;

KI. 8: Leo Lutz 52;

KI. 9: Léonard Wagner 3;

KIl. 12: Tim Lutz 28.

Miinchen, Max-Planck-Gymnasium: KI. 9: Greta Sandor 7.
Miinchen, Michaeli-Gymnasium: KI. 10: Axel Krafft 17.

Miunchen, Stadtische Berufsschule fiuir Informationstechnik:
KIl. 10: Bettina Diller 22.

Neuwied, Rhein-Wied-Gymnasium (Betreuender Lehrer: Herr Gruner):
KI. 5: Jelena Arambasic 11, Chantal Cornely 3 Kevin Cornely 8, Karolina Mengert
14, Victoria Mogwitz 22, Ellen Wagner 13;

KI. 6: Jonas Ahlfeld 4, Darleen Baum 19, Liana Bergen 14, Stefanie Giesbrecht 17,
Rabea Klesing 26, Runa Ruttert 16, Clemens Schlosser 5, Joshua Thron 6, Anja
Wingender 18, Ege Yilmazer 5;

KI. 7: Jasmin Hallyburton 58, Verena Riissing 10, David Thiessen 14;

KI. 9: Mirjam Bourgett 8, Naemi Dorksen 8, Elena Hummel 6, Markus Schlosser
11, Sandra Wingender 13;

KIl. 10: Janina Vogl 6.
Niddatal, Geschwister-Scholl-Schule: KIl. 4: Leonie RoRler 40.

Oberursel, Gymnasium (Betreuende Lehrerin: Frau Beitlich):

Kl. 5: Roberto Becciu 7, Manuel Blumenschein 8, Hannah Bock 12, Lara Braun
29, Franziska Burkard 4, Debora Gampfer 8, Laurin Gerber 12, Tobias Heinze
41, Florian Kuhn 5, Fabian Liepach 42, Simon Lutz 9, Jara Miiller-K&stner 35,
Krystof Navratil 9, Leon Sobotta 9, Leoni Steinweden 8, Mareike Vestner 25,
Dominik Vogel 9;

Kl. 6: Ricardo Bode 56;

Kl. 9: Heiko Kotzsche 80, Thomas Fischer 17.

Reutlingen, Friedrich-List-Gymnasium: KIl. 10: Luis Ressel 5.

Templin, Egelpfuhlschule: KI. 5: Ronja Gantzke 6.
Weillkirchen, Grundschule: KI. 4: Jonas Glickmann 28.
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Wiesbaden, Leibnitzschule:
Kl. 6: Andreas Dernier 38:
KI. 7: Elisa Dernier 46.

An alle Freunde und Forderer von MonoID:

Einladung zur Monoib-Feier 2012

mit der Preisvergabe
an die erfolgreichen Léserinnen und Ldser des Schuljahres 2011/2012

am Samstag, dem 24. November 2012, Beginn 10 Uhr,

am Gymnasium Oberursel,
Den Festvortrag wird Herr Prof. Dr. Matthias Brinkmann, Hochschule
Darmstadt, halten.
Die Preistragerinnen und Preistrager werden noch gesondert eingeladen.
Weitere Informationen findet |hr demnachst auf der MonoiD-Internetseite
www.mathematik.uni-mainz.de/monoid.

Mitteilungen

e Bitte denkt daran, den Abo-Beitrag fiir das Schuljahr 2012 auf das Monoip-
Konto, Nummer 505 948 018 bei der Mainzer Volksbank (BLZ 551 900 00),
Stichwort , MoNnoID", zu liberweisen (Angabe des Abonnenten nicht vergessen!).

e Wir bitten alle betreuenden Lehrer uns die Punktzahlen der Schiiler fiir die
Aufgaben aus Monoib 110 bis zum 24. Oktober 2012 mitzuteilen, sodass wir
rechtzeitig zur MonoiD-Feier am 24. November 2012 die Preistrager bestimmen
konnen.

Die Redaktion

Leitung: Dr. Cynthia Hog-Angeloni (V.i.S.d.P.)

Mitglieder: Angelika Beitlich, Prof. Wolfgang J. Biihler, Ph. D., Markus
Dillmann, Christa Elze, Dr. Hartwig Fuchs, Dr. Klaus Gornik, Marcel Gruner,
Arthur Kopps, Wolfgang Kraft, PD Dr. Margarita Kraus, Dr. Ekkehard Kroll,
Susanne Kunz, Martin Mattheis, Helmut Ramser, Silke Schneider, Prof. Dr. Hans-
Jiirgen Schuh, Prof. Dr. Duco van Straten, Dr. Siegfried Weber

Weitere Mitarbeiter: Prof. Dr. Valentin Blomer, Dr. Volker Priebe, Dr. Stefan
Kermer

Zusammenstellung und Satz: Maximilian Preisinger

Internet und Korrektur der eingesandten Losungen: Bettina Wiebe
Versand: Katherine Pillau
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