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Liebe L(o)eserin, lieber L(o)eser!

Die neuen Aufgaben warten auf Losungen. Nur Mut, auch wenn Du in Mathe keine ,,Eins” hast!
Die Aufgaben sind so gestaltet, dass Du zur Losung nicht unbedingt den Mathe-Stoff der Schule
brauchst. Vielmehr wirst Du viel mathematische Fantasie und selbststandiges Denken brauchen,
aber auch Zihigkeit, Willen und Ausdauer.

Wichtig: Auch wer nur eine Aufgabe oder Teile einzelner Aufgaben I6sen kann, sollte teilneh-
men; der Gewinn eines Preises ist dennoch moglich. Denkt bei Euren Lésungen daran, auch den
Losungsweg anzugeben!

Fiir Schiiler/innen der Klassen 5-8 sind in erster Linie die Mathespielereien vorgesehen;
auch Schiiler/innen der Klasse 9 diirfen hier mitmachen, aber nur auf der Basis der halben
Punktzahl. Alle Schiiler, insbesondere aber jene der Klassen 9-13, kdnnen L&sungen (mit
Losungsweg!) zu den Neuen Aufgaben, abgeben. Punkte aus den Rubriken Computer-Fan und
Mathematische Entdeckungen werden bei der Vergabe des Forscherpreises zugrunde gelegt.
(Beitrage zu verschiedenen Rubriken bitte auf verschiedenen Blattern.)

Einsende-(Abgabe-)Termin fiir Ldsungen ist der 15.11.2014.
Zuschriften bitte an folgende Anschrift:
Johannes Gutenberg—Universitat Tel - 06131/3926107

Institut fiir Mathematik _
Monoip-Redaktion Fax: 06131/3924389

55099 Mainz E-Mail: monoid@mathematik.uni-mainz.de

An folgenden Schulen gibt es betreuende Lehrer, denen lhr Eure Lésungen abgeben kdnnt:
am Elisabeth-Langgasser-Gymnasium Alzey bei Frau Susanne Liining, am Lina-Hilger-
Gymnasium in Bad Kreuznach bei Frau Julia Gutzler, am Karolinen-Gymnasium Fran-
kenthal bei Frau Silke Schneider, an der F-J-L-Gesamtschule Hadamar bei Frau Irmtrud
Niederle, am Frauenlob-Gymnasium Mainz bei Herrn Martin Mattheis, an der Rhein-Main
International Montessori School in Friedrichsdorf bei Frau Christa Elze, in Mannheim
bei Herrn Ulrich Wittekindt, am Rhein-Wied-Gymnasium Neuwied bei Herrn Marcel Gruner,
am Gymnasium Oberursel bei Frau Angelika Beitlich, am Leibniz-Gymnasium Ostringen
bei Herrn Klaus Ronellenfitsch, am Gymnasium Nonnenwerth in Remagen bei Herrn Hel-
mut Meixner und am Wilhelm-Erb-Gymnasium Winnweiler bei Herrn Eugen Kuntz.

Die Namen aller, die richtige Losungen eingereicht haben, werden in Monoip in der Rubrik der
Léser und auf der MonoipD-Homepage im Internet erscheinen.

Wir bitten auch um neue Aufgaben, die Du selbst erstellt hast, um sie zu verdffentlichen. Diese
Aufgaben sollen aber nicht aus Biichern oder Aufgabensammlungen entnommen sein, sondern
Deiner eigenen Fantasie entspringen. Wiirde es Dich nicht einmal reizen, eine Aufgabe zu stellen,
deren Losung vorerst nur Du kennst?

Am Jahresende werden rund 50 Preise an die fleiligsten Mitarbeiter vergeben. Seit 1992 gibt es
noch einen besonderen Preis:  das Goldene M.

AuBer der Medaille mit dem Goldenen M gibt es einen beachtlichen Geld-
betrag fiir die beste Mitarbeit bei MonoiD und bei anderen mathematischen
Aktivitaten, namlich: Losungen zu den Neuen Aufgaben und den Mathe-
spielereien, Artikel schreiben, Erstellen von neuen Aufgaben etc.

Und nun wiinschen wir Euch viel Erfolg bei Eurer Mitarbeit! Die
Redaktion
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Die seltsame Anziehung,
welche die Zahl 8 fuir Summen von

Primzahlen besitzt
von Hartwig Fuchs

Mathematiker haben sich seit der Antike mit der Zerlegung natiirlicher Zahlen in
Faktoren oder Summanden befasst —etwaso: 15=1-3-5=14+24+3+4+5—,
um auf diese Weise vielleicht auf bemerkenswerte Zahleigenschaften zu stoRen. So
fihrte die Untersuchung von Faktorzerlegungen zur Entdeckung der Primzahlen
2, 3,5, 7, ... und bei der Beschaftigung mit Faktorisierung und anschlieRender
Summenbildung fand man die perfekten Zahlen 6, 28, 496, 8128, ..., die so

definiert sind:

(1) Eine natirliche Zahl n ist perfekt, wenn fir die Summe ihrer Teiler < n also
th=1t, t3, ..glt tt+tr+t3+...+t =n.
Primzahlen und perfekte Zahlen sind heute noch Objekte grolen mathematischen
Interesses, weil es bei ihnen viele ungeloste Probleme gibt, darunter auch solche
von grundlegender Bedeutung wie etwa:

Gibt es endlich oder unendlich viele Primzahlzwillinge?

Gibt es ungerade perfekte Zahlen?

Ein Zerlegungsproblem, das aus unserer Zeit stammt, ist dagegen vollstandig gelost
und dabei auf so elementare Weise |osbar, dass wir es hier beschreiben wollen.
Wenn wir in (1) die Zahl t; = 1 durch die Zahl 2 und die ,Teiler < n" durch
Primteiler” ersetzen, dann erhalten wir eine Variante der in (1) beschriebenen
Summenbildung.

(2) Fir die natiirliche Zahl n > 1 mit der Produktdarstellung n = p1p> ... p,
mit nicht notwendigerweise verschiedenen Primfaktoren p;, 1 < i < r, sei
S(n)=24+p1+p2+...+p, fiir n > 1 und S(1) = 2. Wir schreiben dafir
kurz n — S(n).

Beispiel:
630 — 22 wegen 630 =2-3-3-5-7und 5(630) =2+2+3+3+5+7.
631 — 633, da 631 eine Primzahl und daher 5(631) = 2 + 631 ist.

Um einigen Eigenschaften des Operators S auf die Spur zu kommen, sollen nun

die Werte von S(n), n=1,2,...,15 bestimmt werden:

1 2 4 15 13 11 14

6 7 9 10
Figur 1 / / \
—5 8 12
N,

3
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Daraus entnehmen wir die ersten Eigenschaften des Operators S. Es gibt natiirliche
Zahlen n, fir die gilt:

(3) S(n) = n, etwa fiir n=8;

(4) S(n) > n, zum Beispiel fiir die Primzahlen n=2,3,5,7,11,13;
(5) S(n) < n, etwa fiir die nichtprimen Zahlen n =9, 10, 12, 14, 15.
Die Aussage (4) gilt fiir jede Primzahl n wegen S(n) =2+ n > n.

Wie steht es mit der Aussage (5) fiir nichtprime Zahlen n > 157 Erweitert man
die Figur 1 etwa bis zur Zahl 40, so kdnnte man vermuten:

Fiir jede nichtprime Zahl n > 15 gilt sogar: S(n) < n — 4.
Beweis:
Es sei n > 15, n nichtprimund n = p1po...po mit pr < pp < ... < p,, r > 2.
Dann ist p; > 2 und pops ... p, > 3.
Nunist po + p3s + ... + pr < pops ... p,. Damit erhdlt man die Abschatzung

S(n)=2+p1+(p2+ps+...4+p) <2+ p1+paps... pr
S S L S S
p2p3 ... Pr P1 3 2 6

Fiir n > 36 ist 2+ 2n < n — 4, sodass dann 5(n) < n — 4 ist. Tatsichlich gilt
dies auch fiir nichtprime n mit 15 < n < 36. Uberpriife dies selbst!
Zusammenfassung:
(6) Fir jede Primzahl n gilt: S(n) =n+2 > n.

Fir jede nichtprime Zahl n > 15 gilt S(n) < n — 4.

Die einzige Zahl mit S(n) = nist n = 8.
Die Zahl 8 spielt wegen (6) eine ganz besondere Rolle bei den S-Prozessen. Das
wird deutlicher, wenn man die Figur 1 so liest:

1 — 5(1) = S(5(1)) — S(5(5(1))) — ...
Definiert man nun S'(n) = S(n) und S™*1(n) = S(S'(n)) fir i = 1,2,3, ..., so
ergibt sich aus Figur 1 die folgende Liste:

n ‘1
i, sodass S'(n) = 86

23 456728 ..
5443321

Damit ahnt man schon, was mit der Anziehungskraft der Zahl 8 wohl gemeint ist,
namlich:

(7) Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es eine Zahl i > 1, sodass gilt: S'(n) = 8
und S"*(n) = S’(n) =8 fiiralle I = 1,2,3, ...

In (7) wird also behauptet:
Fiir jedes n fiihrt der Prozess n — S(n) — S%(n) — ... nach endlich vielen
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Schritten stets in die gleiche Zahl — in den Attraktor 8 —, die dann nicht mehr
verlassen” wird.

Ein erster Schritt zum Nachweis von (7):

(8) Fiir jeden dreistufigen Prozess n — S(n) — S$%(n) — S3(n) gilt S3(n) < n,
falls n > 15 ist.

Zunachst gilt:
(9) Hochstens zwei der drei Zahlen n, S(n) und S%(n) sind Primzahlen.

Waren sie ndmlich simtlich prim, dann wiéren also n und wegen S(n) = n + 2,
S?(n+2) = n+ 4 gemiR (6) auch n+2 und n+ 4 prim.

Von den drei aufeinanderfolgenden Zahlen n, n+ 1 und n + 2 ist die mittlere ein
Vielfaches von 3. Daher ist dann auch (n+1)+3 = n+4 = S2(n) ein Vielfaches
von 3 — ein Widerspruch.

Aus (9) und (6) folgt fiir den dreistufigen Prozess in (8):

Man erhilt die Endzahl $3(n), indem man die Startzahl n hochstens zweimal um
2 vergroRert und mindestens einmal um mindestens 5 verkleinert, sodass S3(n) <
n+2+2—5ist — womit (8) gezeigt ist.

Nun zum Beweis von Satz (7):

Eine beliebige Zahl ny > 15 sei Startzahl eines dreistufigen Prozesses wie in (8)
mit der Endzahl $3(ng) = ny, wobei n; < ng ist. Falls nun n; > 15 ist, starten wir
von ny aus erneut einen dreistufigen Prozess, der dann zu der Endzahl S3(n;) = ny
fiihrt, wobei ny < ny und ny = S3(S3(ng)) = S8(ng) ist.

Diese dreistufigen Prozesse wiederholen wir so lange, bis wir zu einer Zahl n,_; >
15 gelangen, fiir die S3(nx_1) = nx < 15 gilt. Wir erhalten so fiir n, > 15 eine
Zahlenfolge:

ng, 1 = S3(ng), my = S3%(ng), ..., nk_1 = 53(k_1)(n0), ne = S3(ng) mit
ng>ny>ny>...>ne_1>15> ng.

Damit ist gezeigt:
Fiir jede Zahl n > 15 gibt es eine Zahl k > 1, sodass S3%(n) < 15 gilt.

Das ist schon fast der Satz (7). Jetzt brauchen wir nur noch der Figur 1 zu
entnehmen, dass es zu jeder der Zahlen n =1,2,3,..., 14 ein jmit1 < <6
gibt, sodass $/(n) = 8 ist. Daher gilt $*(n) = 8 mit einem k > 0. Setzen wir
nun 3k 4 j = i und beachten, dass S'*/(n) = 8 ist fiir | = 1,2,3, ..., so ist (7)
vollstandig bewiesen.

(7) kann man so interpretieren: Durch den Operator S und seine Iterierten wird
das gesamte Zahlenuniversum {1,2,3, ...} in die Zahl 8 transformiert.
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Innenwinkel eines Achtecks im

Quadrat

von Frank Schindler

MonNoib 116 enthielt die folgende Aufgabe:
Verbindet man die Seitenmitten eines Quadrates jeweils
mit den gegeniiberliegenden Ecken, so entsteht ein regel-

mafiges Achteck, siehe Skizze. Bestimme den Flachenan-
teil des Achtecks. (AK)

Die Anmerkung, dass es sich dabei um ein regel-
maBiges Achteck handelt, ist jedoch falsch (dies
hat jedoch keinen EinfluR auf die Richtigkeit der o
Losung in MoNoib 117). Im Folgenden mochte ich
die tatsichlich auftretenden Winkel berechnen.

Die Punkte Q1, @, Q3 und Q4 seien die Mittel- A P2
punkte der vier Quadratseiten, sodass die Gera- Q . Mp3 @
den @1 @3 und @, Q, die Mittelsenkrechten auf den P4

Quadratseiten sind. M sei der Schnittpunkt von
@1 @3 und @ Q4. Dann teilen die Schnittpunkte
Pi, P>, P; und P, der Mittelsenkrechten mit dem
Achteck die Strecken @M, @M, @sM und QM
in der Halfte.

Um dies zu zeigen, betrachte ich exemplarisch den folgenden Ausschnitt.
Die Dreiecke AM@Q3P> und AMP;@Q, sind kon-

gruent, da sie in zwei Seiten und dem Winkel
zwischen den beiden Seiten (rechter Winkel bei

Q4

¥ M) tbereinstimmen. Aufgrund der Kongruenz und
o der Innenwinkelsumme im Dreieck erhadlt man fir
o= <ISQ3P; = <Py S:
P> <MP,R; = 90° — o = <SP3sM sowie
S ISP, @, =90° + a = Q3 P3S.

P Daraus folgt, dass die Dreiecke AQ>P,S und
P a AP3Q@3S ahnlich sind, da sie in zwei (und damit

M P3 @3

auch in drei) Winkeln tibereinstimmen. Da die Sei-
ten P3@Qs; und P, @, gleich lang sind, sind die Drei-

ecke sogar kongruent und damit |SP;| = |SP;]|.
Die Dreiecke MP3S und MSP; sind also wegen |MPs;| = |MP;| ebenfalls kongru-

ent und damit gilt g1 = B, = 45°.
Aus Symmetriegriinden sind alle im Achteck gebildeten Dreiecke dieser Art kon-
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gruent. Es handelt sich jedoch nicht um ein regelmafRiges Achteck:

Der Achteck-Innenwinkel bei S betrdgt 90° 4 2cv, der Innenwinkel bei P; dagegen
betragt 180° — 2cv. Dabei gilt o = arctan ng = arctan% ~ 26,6°. Daher besitzt
das Achteck die Innenwinkel 132,1° und 126,9°. Bei einem regelmaRigen Achteck

miissten jedoch alle Innenwinkel gleich sein (und damit 135° betragen).

Trugschlisse und Paradoxien
von Hartwig Fuchs

Man bestimme alle reellen Losungen der Gleichung
(1) v1—-3x—+vx2—6x+3=0.

Typischerweise 6st man die Gleichung (1) so:

Aus (1) folgt nach Umstellung durch Quadrieren

1—-3x=x2—6x+3
und daher ist
x2—3x+2=0.

Also sind x = 1 und x = 2 die gesuchten reellen Lésungen von (1). Falsch!

Man hat einen logischen Fehler gemacht, der zu einem Trugschluss fiihrt: Beim
Losen von (1) hat man stillschweigend eine Voraussetzung in die Argumentations-
kette eingefiihrt, von der man nicht weil, ob sie iiberhaupt zutrifft.

Man hat namlich vorausgesetzt, dass (1) eine reelle Losung besitzt — denn nur
unter dieser Annahme sind die aus (1) folgenden Rechnungen sinnvoll.

Damit aber (1) reelle Lsungen besitzt, miissen 1 —3x > 0 und x> —6x +3 >0
gelten. Aber bereits aus 1 — 3x > 0 folgt, dass dann x < % sein muss.

Deshalb hat (1) keine reellen Lésungen.

Der Satz von Pick und die

Eulersche Polyederformel
von Laura Biroth

In MoNoiD 117 haben wir den Satz von Pick bewiesen, eine Formel, mit der man
die Flache A eines Gitterpolygons berechenen kann, indem man nur die Anzahl
der Punkte im Inneren | und auf dem Rand R abzihlt. Dann gilt namlich:

R
A=1+——1
3

Davor (in MoNoip 116) haben wir gezeigt, dass man jede ebene Landkarte bzw.
planaren Graphen mit hdchstens fiinf Farben einfarben kann. Dazu haben wir die
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Eulersche Polyederformel verwendet. Sie besagt, dass fiir jeden zusammenhangen-
den planaren Graphen mit E Ecken bzw. Knoten, K Kanten und F Flichen (wobei
die den Graphen umgebende Fliche mitgezihlt wird) gilt

E-K+F=2

Diese Formel haben wir dort aber nicht bewiesen. Sie ist, wenn du sie nicht aus
der Schule kennst, so zu sagen ,vom Himmel gefallen”.

Tatsachlich gibt es zwischen diesen Aussagen aber einen verbliiffenden Zusam-
menhang. Man kann die Eulersche Polyederformel namlich (neben vielen anderen
moglichen Methoden) mit dem Satz von Pick beweisen!

Die Eulersche Polyederformel heillt so, weil Euler sie urspriinglich fiir konvexe
Polyeder (und noch nicht fiir allgemeine planare Graphen) formuliert hat. Auch
fur diese gilt, dass die Anzahl der Ecken minus die Anzahl der Kanten plus die
Anzahl der Flachen immer gleich 2 ist. Genau diesen Spezialfall wollen wir hier
mit dem Satz von Pick beweisen.

Dazu stellt man sich vor, dass man eine Sei-

te des Poyeders enfernt und den Rest so o
auseinanderzieht, dass man ihn flach auf
den Tisch legen kann. Alternativ nimmt
man ein Drahtmodell des Polyeders, hilt ei- Ao
ne Lampe ganz nahe an eine der Seiten und v
projiziert den Polyeder damit auf ein Blatt
Karopapier.

Das entstehende Bild ist ein Graph, den wir
jetzt noch so zurecht schieben kénnen, dass
alle Knoten auf den Kreuzungspunkten des
Karogitters liegen.

Der Graph, den man so erhilt, ist nicht nur planar, sondern hat noch ein paar
weitere niitzliche Eigenschaften:

1. Jede vom Graphen eingeschlossene Flache ist ein Pick-Polygon, d.h. sie hat
keine Locher oder Stellen, an denen sie nur an einem Punkt zusammenhangt.

2. Insbesondere gilt: Jede Flache beriihrt jeden Knoten hochstens einmal.
3. Auch die gesamte vom Graphen eingeschlossenen Flache ist ein Pick-Polygon.
4. Der Graph hat insbesondere keine abstehenden Kanten.

Einen Graphen mit diesen Eigenschaften wollen wir einen schénen Graphen nen-
nen. Der folgende Beweis funktioniert fiir jeden schonen Graphen.
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Wir berechnen jetzt die gesamte vom Graphen eingeschlossene Flache auf zwei
verschiedene Arten:

Dazu zadhlen wir die Gitterpunkte im Inneren und auf dem Rand der vom Graphen
eingeschlossenen Flache.

Abkiirzung Anzahl
u Knoten auf dem Rand
Knoten im Inneren
Punkte auf Kanten auf dem Rand
Punkte auf Kanten im Inneren
Punkte im Inneren ohne Kanten und Knoten

N < X <

Betrachtet man die gesamte

vom Graphen eingeschlossene

Flache als ein Polygon, so hat :

dieses v+y+z Gitterpunkte im aulere
Flache

Inneren und u + x Punkte auf

dem Rand. Der Flacheninhalt inngre

betragt also nach dem Satz von " Flache °
Pick: . ’
Punkt auf

u-—+ x innerer Kante

-1
2

Punkt auf
auRerer Kante

innerer
N-Gitterpunkt

Ages = (V+y+2)+

And _ ’ q auBerer Knoten
ndererseits kann man en ; --innerer Knoten

Flacheninhalt jeder einzelnen
der F —1 eingeschlossenen Fl3-
chen des Graphen berechnen.
Sei dazu

Abkiirzung Anzahl

u; Knoten auf dem Rand des Graphen, die an die i-te Flache grenzen
Vi Knoten im Inneren des Graphen, die an die i-te Flache grenzen

X; Punkte auf Kanten der i-ten Flache, auf dem Rand des Graphen
i Punkte auf Kanten der i-ten Flache, im Inneren des Graphen

Z Punkte im Inneren der i-ten Flache

Dann gilt fiir den Flacheninhalt A; der i-ten Flache:

A,-:z,-—l—u"JrVi;rXieri—l
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Die Summe aller dieser Flachen gibt den gesamten Flacheneinhalt:

S{:( U/+'W'+)Q4_y/ 1)

(Zzi) N Z(u1+vf)+22x,-+2y,- C(Fo)

Wie konnen wir jetzt diese Summen zusammenfassen?

Da jeder Gitterpunkt nur in genau einer Fliche liegen kann, ist Y z; = z. Auch
jeder Punkt auf einer Kante am Rand des Graphen grenzt nur an eine innere
Flache. Also ist auch ) x; = x. Die Punkte auf Kanten im Inneren des Graphen
grenzen dagegen an jeweils zwei Flichen, und werden deshalb doppelt gezahlt,
wenn man alle y; addiert, d.h. > y; = 2y.

Am kniffligsten sind die Knoten: Seien V4, ..., V,, die Knoten auf dem Rand des
Graphen und V41, ..., V4, die Knoten im Inneren. Fiir jeden Knoten V; sei d;
die Anzahl der Kanten, die an diesem Knoten zusammentrifft und f; die Anzahl
der angrenzenden inneren Flachen. Wegen der Eigenschaft 2 unseres Graphen gilt
fir die v Knoten auf dem Rand des Graphen f; = d; — 1 und fiir die v Knoten
im Inneren f; = d;. Addiert man alle u; und v; so zdhlt man jeden Knoten V;
insgesamt f; mal mit. Also gilt:

u+v u u+v u+v
Z(u,—l—v,)—z Zd—l Zd—Zdj—u:2K—u,
J=1 J=1 j=u+l j=1

wobei die letzte Gleichheit aus der Tatsache folgt, dass jede Kante an genau zwei
Knoten stobt, d.h. > dj = 2K.

Setzt man das alles oben ein, so erhalt man

2K —u+x+2y
2

—(F—1)

Ages = Z +

2

Setzt man diese beiden Formeln fiir die vom Graphen eingeschossene Flache gleich,
so erhdlt man

by Xy
74 Z _— —
y 2 2
u u
= Y 1o k-Y_Friq
v+2 > +

= (u+v)— K+ F =2

und aus der offensichtlichen Beziehung u + v = E folgt die Behauptung.
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Die Abzahlbarkeit der rationalen
Zahlen

von Alexandra Gies

In diesem Artikel wollen wir uns mit der Abzahlbarkeit der rationalen Zahlen be-
schaftigen. Was aber ist iiberhaupt Abzahlbarkeit einer Menge?

Eine Menge ist dann abzahlbar, wenn wir die Elemen- 1
te dieser Menge durchnummerieren konnen. Cantor !'
hat in seinem sogenannten ersten Diagonalverfahren T
eine Aufzdhlung der positiven rationalen Zahlen an- 3
gegeben, welche durch die nebenstehende Abbildung +
dargestellt wird. Lassen wir die Duplikate weg und 1
verfahren analog mit den negativen Zahlen, erhalten

wir somit eine Aufzdhlung der gesamten rationalen }/j
Zahlen: Q = {0,1, -1, 2, —2,%,—%,%,—%,...}. T

Die rationalen Zahlen sind also abzadhlbar. Im Laufe der Zeit haben zwei Mathe-
matiker, Neil Calkin (Celmson University) und Herbert Wilf (University of Penn-
sylvania) eine ,schénere” Aufzdhlung der positiven rationalen Zahlen gefunden,
bei der keine Duplikate und keine ungekiirzten Briiche auftreten.

lhre Aufzdhlung wird anhand eines Baumes darge-

stellt, an dessen Spitze % steht. Von dieser Spitze

. T
ausgehend hat jede Eckej’—. dieses Baumes zwei ,, Toch- / \
ter”, die linke Tochter f und die rechte Tochter 2. 3 T
i+ J
Der Strang ganz links besteht dann aus den Stamm- 1/ \‘«H ZP/ \H
briichen, der ganz rechts zahlt die natiirlichen Zahlen 3 : 3 1
auf. Hieraus bilden wir eine Folge, indem wir die Rei- 1[.} &q .f’t ﬁ j ﬁ :f't Nﬂ

hen des Baumes nacheinander von oben nach unten p;&q M M A p“] p;:i\] D‘d\l D;]\l

und von links nach rechts durchlaufen:
1121323143525 34°1

11211137273111413151215131411151""
Untersuchen wir diese Folge nun auf einige Eigenschaften, ob sie wirklich ,,schoner”
als die Cantorsche Aufzdhlung ist.

(1) Alle Briiche der Folge sind gekiirzt.

Um dies zu zeigen, rufen wir uns zunichst ins Gedachtnis: Wann ist ein Bruch
gekiirzt? Dies ist genau dann der Fall, wenn Zahler und Nenner des Bruches relativ
prim sind, sie also keinen gemeinsamen Teiler (abgesehen von der 1) besitzen. Wir
konnen diese Eigenschaft nun leicht iiber Induktion zeigen: Wir wissen, der Bruch
an der Spitze % ist gekiirzt. Wenn wir also per Induktionsvoraussetzung davon

ausgehen, dass der Bruch ¢ gekiirzt ist, r und s also relativ prim sind, dann sind
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auch r und r + s sowie s und r + s relativ prim, also auch die beiden Téchter
gekiirzt. Gilt es also fiir die Mutter, dann auch fiir die Téchter, also fiir alle und
das wollten wir zeigen.

(2) Jeder positive gekiirzte Bruch tritt in diesem Baum auf (Existenz).

Nehmen wir einmal an, diese Behauptung wére falsch. Dann gabe es folglich eine
Menge an positiven rationalen Zahlen, die nicht in der Folge auftreten wiirden.
Betrachte nun einen Bruch £ aus dieser Menge mit minimaler Summe r + 5. Wir
unterscheiden drei Falle: r <'s, r > sund r = s.

Waire r > s, so wiissten wir, dass der Bruch % aufgrund der Minimalitat von g
im Baum auftritt und somit folglich auch ; als rechte Tochter.

Wire r <'s, so kime -~ im Baum vor und folglich aber auch : als linke Tochter.
Bliebe also nur noch r = s, dann aber ware <= % und < wirde also ebenfalls im
Baum auftreten. Unsere Annahme ist also falsch und wir haben gezeigt:

Jeder positive gekiirzte Bruch tritt im Baum auf, unsere Folge eignet sich also

tatsachlich zur Aufzihlung der positiven rationalen Zahlen.
(3) Jeder gekiirzte Bruch tritt genau einmal auf (Eindeutigkeit).

Nehmen wir auch hier wieder an, diese Behauptung wére falsch. Dann gabe es
eine Menge an Briichen, die mehr als einmal im Baum auftreten. Betrachten wir
nun auch hier wieder einen Bruch ¢ aus dieser Menge mit minimaler Summe r +s
und auch hier betrachten wir die drei Falle: r > s, r <sund r =s. Ware r > s,
so ware g die rechte Tochter von verschiedenen Ecken, die aber laut Vorschrift
alle == waren. Dies fiihrt also zum Widerspruch zur Minimalitdt von ¢. Ware nun
r < s, so ware analog g die linke Tochter von verschiedenen Ecken, die aber alle
- waren. Folglich ergibt sich auch hier wieder ein Widerspruch. Bleibe nur noch
r = s, aber nach Vorschrift ist nur der Bruch an der Spitze unserer Baumes von
der Form % = 1, denn alle andere Ecken sind < 1 oder > 1. Unsere Annahme
ist also falsch und wir wissen nun, dass diese Folge tatsichlich keine Duplikate
enthalt.

(4) Der Nenner des n-ten Bruches in der Folge ist der Zahler des (n + 1)-ten.

Diese Eigenschaft stimmt nach Vorschrift sicher, wenn der n-te Bruch eine linke
Tochter ist. Betrachten wir im Weiteren also nur rechte Tochter als n-te Briiche:
Dann konnte unsere rechte Tochter am rechten dulseren Rand liegen. Folglich
wire also der Nenner des n-ten Bruches 1 und der (n + 1)-te Bruch lige am
linken duleren Rand, hitte also Zahler ebenfalls 1. Bleibt also nur noch zu zeigen,
dass diese Eigenschaft auch fiir die rechten Tochter im |, Inneren” des Baumes gilt:
Dies zeigen wir per Induktion iiber die Reihen: Fiir die ersten beiden Reihen gilt

die Eigenschaft sicher. Sei £ nun der n-te Bruch und 5 der (n + 1)-te Bruch.
Dann ware ¢ die rechte Tochter von = und g—i die linke Tochter von s’rT/r’ Nach
Induktionsvoraussetzung wissen wir aber, dass die Eigenschaft fiir die Miitter gilt,

also s = r/, was zu zeigen war.
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Nun haben wir die Folge so weit untersucht, dass wir sagen konnen, sie bitet
tatsachlich Vorteile gegeniiber der Cantorschen. Da wir aber im Allgemeinen keinen
riesigen Baum zeichnen mochte, um zu wissen, welcher Bruch als nachster in
der Folge auftritt, fragen wir uns nun: Gibt es vielleicht eine einfache Vorschrift,
mit der man aus ; den ndchsten Bruch in der Folge ausrechnen kann? Moshe
Newman konnte diese Frage im Jahr 2004 mit , Ja" beantworten, indem er sich

dazu Folgendes iiberlegte: Betrachten wir eine Mutter ¢ mit ihren beiden Tochtern
—— und Z£=2 und ersetzen wir £ durch x, so sind die beiden Téchter nun 25 und
x + 1. Die k-fache linke Tochter von x ist —%— und die k-fache rechte Tochter

r+s

1+k-x
ist x + k. Gehen wir nun von einem beliebigen Bruch y aus, so ist # + k die
k-fache rechte Tochter der linken Tochter von y und #J“ylﬂ) die k-fache linke
Tochter der rechten Tochter von y. Der Nachfolger von x = £~ +k = [x] +{x}

ist also f(x) = 1+l{zry1+1) Dabei ist | x| der ganze Anteil und {x} der

gebrochene Anteil von x.

1
] +1={x}"

Weils beginnt, schwarz gewinnt —
oder etwa nicht?

Was Schach mit Mathematik zu tun hat
von Bettina Diller

Schach ist eine Sportart. Im Mittelalter gehorte es zu den sieben ritterlichen Tu-
genden. Es ist eine Mischung aus verschiedenen Spielen aus verschiedenen Kul-
turen und hat sich mit der Zeit entwickelt. Stark beeinflusst wurde es von dem
Spiel Chatrang, dem Schach in Persien um ca. 500. Sah ist persisch und bedeutet
,Konig". Das Spiel dhnelt der Aufstellung auf einem Kriegsfeld. Die verschiedenen
Figuren haben festgelegte Gangarten und Ziel ist es, den Konig in eine Situation
zu bringen, aus der er sich nicht mehr befreien kann. Heute kann man Schach in
Vereinen spielen und es werden Weltmeisterschaften ausgetragen.

Zur Entstehung des Schachs gibt es die Weizenkornlegende. Der Brahmane Sas-
si erfand demnach das Schachspiel, um dem riicksichtslosen indischen Herrscher
Shihram zu zeigen, dass auch Bauern ein wichtiger Bestandteil im Volk sind. Zum
Dank der Erfindung des Schachspiels hatte der Brahmane bei dem Herrscher einen
Waunsch frei. Er wiinschte sich Weizenkorner und zwar in der Anzahl, die sich er-
gibt, wenn man auf das erste Feld ein Weizenkorn legt, auf das zweite Feld zwei
Weizenkdrner, auf das dritte Feld wieder die doppelte Menge usw. Dazu muss
man wissen, dass Schach auf einem 8 x 8-Spielbrett gespielt wird und hier fin-
det man schon die erste Rechenaufgabe. Der Herrscher dachte, er konne diesem
Wunsch problemlos nachkommen, unterschatzte die Anzahl aber gewaltig: Es sind
18446744 073709551 615 Weizenkdrner.
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Die Schachfiguren haben unterschiedliche Wertigkei-
ten, diese ist abhdngig von den Zugmoglichkeiten der
Figur. Man hat grob festgelegt, dass der Bauer einen
Punkt hat, ein Springer drei Punkte, ein Laufer drei
Punkte, ein Turm fiunf Punkte und die Dame neun
Punkte. Damit kann man dann durch Berechnung
Entscheidungen treffen, ob man zum Beispiel eine Fi-
gur schlagen oder ihr ausweichen soll.

Schwarz ist am Zug. Soll man schlagen oder ausweichen??

Tatsachlich gibt es den Bereich der Schachmathematik. Sie beschiftigt sich zum
Beispiel mit der Frage, wie hoch die Anzahl aller theoretischen Stellungen ist
oder wie hoch die Anzahl der verschiedenen Stellungen nach beispielsweise zehn
Ziigen ist. Auch hat Schach aufgrund der verschiedenen Muster mit Geometrie zu
tun oder wegen moglichen zufalligen Ziigen mit Stochastik. Beim Spielen beginnt
immer ,weill". Hier stellt sich die Frage, ob weill dadurch nicht einen Vorteil hat.
Statistisch gewinnt weill haufiger als schwarz, namlich zu 38%, zu 32% wird
unentschieden (Remis) gespielt.

Die Schachmathematik beschaftigt sich auch mit dem sogenannten ,Springerpro-
blem”. Dabei sucht man nach einer Route fiir den Springer, bei der der Springer
jedes Feld nur einmal beriihrt.

Gangart des Springers Gangart der Dame

Beim ,,Damenproblem” sucht man nach der Anzahl der Stellungen fiir acht Damen,
sodass diese sich nach den Schachregeln nicht schlagen kénnen.
Findest Du die Losung??

Die Starke eines Schachspielers wird iibrigens mit der sogenannten Elo-Zahl festge-
legt. Ab 2700 Elo-Punkte ist ein Schachspieler Super-GroRBmeister. Die Elo-Zahl
lasst sich wieder mit einer mathematischen Formel berechnen. Das Elo-System
wird auch fiir Ranglisten von FuBball- und Tischtennismannschaften angewandt.

1 Die Dame sollte ausweichen. So nimmt der Liufer hchstens den Turm (—5), der dann von der Dame
wieder genommen werden kdnnte (43) (Dd5-a8, Lb3xg8, Da8xg8). Wiirde die Dame den Laufer schlagen
(43), wiirde sie anschlieBend vom Bauern genommen werden (—9) (Dd5xb3, a2xb3).

2 Es gibt 92 verschiedene Moglichkeiten, die acht Damen so zu stellen, wenn man das Brett nicht dreht.
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Auch die Spielstarke eines Scrabble-Spielers wird mit der Elo-Zahl gemessen. Beim
Spiel Go findet das Elo-System in einer abgeleiteten Form Anwendung.

Die Aufgabe fiir den Computer-Fan

Symmetrische Summen

Zu einer mehrstelligen Zahl wird diese Zahl, aber mit umgekehrter Ziffernfolge
addiert. Mit der sich ergebenden Summenzahl wird dasselbe sooft gemacht, bis
die Summe ein Zahlenpalindrom ist, also eine Zahl, die von links und rechts gelesen
gleich ist. Startet man zum Beispiel mit 89, so addiert man im ersten Schritt 98
und erhalt 187; hierzu wird 781 addiert und so weiter.

Nach wie vielen Additionen erhilt man gegebenenfalls eine symmetrische Summe
(Palindrom) und wie lautet diese? (W.G.)

Hinweis: Ihr kdnnt Eure Lésungen bis zum 15. November 2014 einschicken, denn auch hierbei
gibt es Punkte zu ergattern. Allerdings miisst |hr bei der Verwendung eines eigenen Programms
dies entsprechend durch Einsenden der Programm-Datei (am besten gezippt als E-Mail-Anhang
an monoid@mathematik.uni-mainz.de) dokumentieren.

Die Loésungen werden im {iberndchsten Heft erscheinen.

Losung der Computer-Aufgabe
aus Monoib 117

Wahr oder falsch?
Wenn man bei der folgenden 24-ziffrigen Primzahl
357 686 312 646 216 567 629 137

von links beginnend nacheinander immer wieder eine Ziffer wegstreicht, dann erhalt
man 23 Zahlen, die samtlich wieder Primzahlen sind. (H.F.)

Ergebnisse

Dies ist tatsdchlich wahr! Davon haben sich mit unterschiedlichen Programmen
(Python, Ruby, Tl-Inspire CX bzw. auch mit anderen speziellen Primzahltestpro-
grammen) iiberzeugt: Bettina Diller von der Stadtischen Berufsschule fiir Informa-
tionstechnik in Miinchen, Robert Kowallek vom Werner-Heisenberg-Gymnasium in
Neuwied, Kevin Mours und Marcel Wittmann, beide vom Karolinen-Gymnasium
Frankenthal.

Am einfachsten kann man den Test mit dem CA-Programm Derive durchfiihren;
hier geniigt eine Zeile, etwa:

VECTOR (PRIME? (MOD(357686312646216567629137, 10~(24-n)), n, 0, 23)
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Mit diesem Programm ist unser langjahriger MonoiD-Leser Herr Dietmar Viertel
der erweiterten Frage nachgegangen, ob sich durch Voranstellen einer der Ziffern 1
bis 9 vor obige Zahl wieder eine Primzahl ergibt. Das ist nicht der Falll Er hat dann
untersucht, welche Zahlen mit dieser Eigenschaft iiberhaupt existieren. Beginnend
mit den einstelligen Primzahlen 3 und 7 (2 und 5 kommen ja nicht in Betracht)
erhadlt er durch Voranstellen einer der Ziffern 1 bis 9 die elf zweistelligen Primzahlen
13, 23, 43, 53, 83, 17, 37, 47, 67, 97. Diesen stellt Herr Viertel wiederum eine der
Ziffern 1 bis 9 voran und untersucht, in welchen Fallen eine (nunmehr dreistellige)
Primzahl entsteht: Es sind 39 Primzahlen, die somit alle die Eigenschaft haben,
dass beim sukzessiven Wegstreichen der jeweils fiihrenden Ziffer immer wieder eine
Primzahl entsteht. Durch Fortsetzen dieses Verfahrens hat Herr Viertel eine Liste
erstellt, die bei n die Stellenzahl der so erhaltenen Primzahlen und darunter deren
Anzahl wiedergibt:

n 1 2 3 4 5 6 v 8 9 10 11 12 13
Anzahl| 4 11 39 99 192 326 429 521 545 517 448 354 276
n 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Anzahl 212 117 72 42 24 13 6 5 4 3 1 0

Die in der Aufgabe angegebene Zahl ist also tatséchlich die letzte ihrer Art.(E.K.)

Mathematische Lese-Ecke

— Lesetipps zur Mathematik —
von Martin Mattheis

Jiirgen Briick: ,,Pi mal Daumen*

Der Untertitel ,,Eine spannende Reise in die Welt der Mathematik™ ist Programm:
Jiirgen Briick unternimmt mit den Leserinnen und Lesern spannende Exkursionen
in verschiedene mathematische Themengebiete.

,Pi mal Daumen" ist kein Buch mit einer fortlaufenden Handlung, dass man am
Stiick liest. Vielmehr wird man immer wieder darin blattern und sich in einzel-
ne Abschnitte vertiefen. Inhaltlich umfasst das Sachbuch Mathematik in alten
Kulturen, die verschiedenen Zahlenmengen, besondere Zahlen, verschiedene Zah-
lensysteme, Mathematik im Alltag und bedeutende Mathemater von Archimedes
iber Hilbert bis zu Turing. Auch die Entwicklung moderner Computer wird auf
einigen Seiten kurz gestreift.

Zielgruppe des Buches sind in erster Linie Schiilerinnen und Schiiler der Klassen
5 und 6, aber auch altere werden beim Durchblattern ber interessante neue In-
halte stolpern. Bei der anvisierten Zielgruppe greifen manche Erklarungen — wie
etwa bei den irrationalen Zahlen — zwar aufgrund mangelnder mathematischer Vor-
kenntnisse etwas zu kurz, doch stellt dies die Ausnahme dar und die liberwiegende
Mehrheit der angesprochenen Themen ist leicht verstandlich.
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Das Buch ist durchgangig in bunt gehalten und mit vielen Abbildungen und Fotos
versehen, die das Verstandnis erleichtern und vertiefen.

Fazit: Jiirgen Briick ist ein sehr schdnes Sachbuch gelungen, welches einerseits
jiingeren Schiilerinnen und Schiilern einen umfassenden Einblick in viele |deen der
Mathematik gewdhrt und andererseits auch darauf neugierig machen kann sich
mit dem einen oder anderen Thema intensiver zu beschéftigen.

Gesamtbeurteilung: sehr gut ©©0O

Angaben zum Buch:

Briick, Jirgen: Pi mal Daumen. Eine spannende Reise in die Welt
der Mathematik, Compact 2013, ISBN 978-3-8174-8872-8, ge-
bunden 144 Seiten, 12,99 €.

Art des Buches: Mathematisches Sachbuch
Mathematisches Niveau: leicht verstandlich
Altersempfehlung: ab 10 Jahren

Losungen der Mathespielereien
aus Monoip 118

Fiir die jiingeren Schiiler/innen der Klassen 5-8

I. Teilbar durch 12
Auf wie viele Arten kannst Du an 2014 vorne und hinten je eine Ziffer anfiigen,
sodass das Ergebnis durch 12 teilbar ist? (WJB)

Lésung:

Eine Zahl ist genau dann durch 12 teilbar, wenn sie sowohl durch 3 als auch durch
4 teilbar ist.

Die hinten angefligte Ziffer muss 0, 4 oder 8 sein, damit die Zahl aus den letzten
beiden Ziffern und damit die gesamte Zahl durch 4 teilbar ist. Die erste Ziffer
muss dann so gewahlt werden, dass die Quersumme durch 3 teilbar ist. Dafiir
gibt es jeweils drei Moglichkeiten. Bei letzter Ziffer 0 muss vorne eine 2, 5 oder 8
angefiigt werden, bei letzter Ziffer 4 eine 1, 4 oder 7 und bei letzter Ziffer 8 eine
3, 6 oder 9. Insgesamt gibt es also neun Mdglichkeiten. Lasst man die fiihrende
Ziffer 0 zu, so gibt es die zehnte Méglichkeit 020148.

Il. Folgenglied?

In der arithmetischen Folge 4, 71, 138, 205, ... ist die Differenz zweier benachbarter
Zahlen stets gleich. Untersuche, ob die Zahl 2014 in der Folge vorkommt und wenn
ja, das wievielte Element der Folge sie ist. Begriinde Deine Antwort! (H.F.)
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Lésung:

Es sei a das erste Element der Folge und d die Differenz zweier benachbarter
Zahlen. Dann lautet die Folge a, a+ d, a+ 2d, .... Fiir das n-te Element A gilt
daher: A, = a+ (n — 1)d. Wir machen nun mit a =4, d = 67 und A, = 2014
den Ansatz:

44 (n—1)-67 =2014.

Da unser Ansatz die ganze Zahl n = 31 liefert, ist 2014 ein Element der gegebenen
Zahlenfolge und zwar ist es das 31-te Element.

I1l. Betriebsratwahl — Teil Il

Im ersten Teil der Aufgabe (siehe Losung auf Seite ??) hatten wir gesehen, dass
bei einer wortlichen und mathematisch korrekten Anwendung des § 15 des Be-
triebsverfassungsgesetzes ungewollte Effekte auftreten konnen. Deshalb ist in der
Verordnung zur Durchfiihrung des Betriebsverfassungsgesetzes (Wahlordnung —
WO) ein anderes Verfahren zur Bestimmung der Mindestsitze fiir das Geschlecht
in der Minderheit festgelegt. Statt den Anteil proportional auszurechnen (und auf-
zurunden) wird das d'hondtsche Hochstzahlverfahren angewendet.

Dazu werden die beiden Anzahlen der wahlbe-

rechtigten Arbeitnehmer eines jeden der beiden Div. | 47 Frauen | 38 Manner
Geschlechter nebeneinander geschrieben. An- 1 47 38
schliebend werden die Zahlen der Reihe nach 9 23.5 19,0
durch 1, 2, 3 und so weiter bis zur Anzahl n der 3 15,6 12.6

zu wahlenden Betriebsratmitglieder dividiert und 4 11,75 95
unter die Anzahlen geschrieben. Nun werden die 5 9.4 7.6

n grolten Zahlen in diesen Reihen gesucht. Das
Geschlecht in der Minderheit erhalt dann so viele
Betriebsrate, wie ihm nach der Verteilung der n
grolten Zahlen zustehen (siehe Beispiel rechts).

Den Mannern stehen
mindestens zwei Mitglieder

ZU.

a) Bestimme nach dem d’hondtschen Hochstzahlverfahren die dem Geschlecht in
der Minderheit zustehenden Mitgliederanzahlen im Betriebsrat bei

e 1 Mann und 20 Frauen (drei Mitglieder)
e 17 Manner und 33 Frauen (drei Mitglieder)
e 49 Frauen und 50 Manner (fiinf Mitglieder)

b) Entscheide kurz: Sind die Probleme die sich bei wortlicher und mathematisch
korrekter Anwendung des § 15, BetrVG, ergeben hatten, nun behoben? (MG)
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Losung:

a) Es ergeben sich:

Div. | 1 Mann | 20 Frauen
1 1 20
2 0'? 10'_0 Div. | 49 Frauen | 50 Manner
3 ] 03 6.6 1 49 50
Unter Umstanden kommen nur
. 2 24,5 25,0
Frauen in den Personalrat, da den 3 16 3 16 6
Mannern kein Platz zusteht. 4 19 '25 12’5
Div. | 17 Manner | 33 Frauen ' '
I 17 33 > |98 | 100 ]
5 85 16.5 Den Frauen stehen mindestens zwei
3 5:6 11’ Mitglieder zu.
Den Mannern steht mindestens ein
Mitglied zu.

b) Ja, nach diesem Verfahren erhalt das Geschlecht in der Minderheit eine Min-
destanzahl an Mitgliedern im Betriebsrat, das etwa ihrem Anteil an der Beleg-
schaft entspricht, ohne dass Verhiltnisse verkehrt werden. (Allerdings gibt es
noch andere Probleme, auf die hier aber nicht eingegangen werden soll.)

IV. Keine Quadratzahl
Zeige, dass die Summe von vier aufeinander folgenden natiirlichen Zahlen keine
Quadratzahl sein kann. (WJB)

Losung:

Fiir eine natiirliche Zahl n gilt: n+ (n+ 1)+ (n+2)+ (n+3) =4n+6. 4n ist
durch 4 teilbar, 6 durch 2, aber nicht durch 4. Also ist 4n+ 6 durch 2, aber nicht
durch 4 teilbar. Wire nun 4n + 6 = m? fiir eine natiirliche Zahl m, so miisste m
durch 2 teilbar sein. Dann wire aber m? = 4n + 6 durch 2 - 2 = 4 teilbar. Wir
erhalten also einen Widerspruch und haben damit gezeigt, dass die Summe von
vier aufeinander folgenden natiirlichen Zahlen keine Quadratzahl sein kann.

V. Eine Ungleichung fiir Dreieckshéhen
C

In einem Dreieck AABC seien a, b, ¢ die Seitenlan-
gen und h,, hy, h. die Langen der Hohen auf A, auf

b a
. B, auf C.
4 Zeige: Aus a < b < c folgt h, > h, > h..  (H.F.)
A ¢ B
Lésung:
Aus a < b folgt 2 < 1. Nunist [AABC| =1a-h,=1b-hpy alsoist 2 =2 <1

und damit h, > h,. Ganz entsprechend folgt aus b < ¢, also ? < 1, dass

AABC|=1b-h,=1c-h.und somit £ =2 <« 1= h, > h,.
‘ 2 2 c hp
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VI. Sechsundfiinfzig
Untersuche, ob man die Zahl 56 so als Summe zweier Zahlen schreiben kann, dass

a) jede der beiden Zahlen durch 7 teilbar ist,

b) genau eine der beiden Zahlen durch 7 teilbar ist beziehungsweise
c) keine der beiden Zahlen durch 7 teilbar ist. (WJB)

Lésung:
a) Es ist moglich, 56 als Summe zweier durch 7 teilbarer Zahlen, zum Beispiel
56 = 42 + 14, zu schreiben.

b) Wir schreiben 56 = m + n, wobei m durch 7 teilbar ist; also ist % =: a eine

ganze Zahl. Dann ist £ = 56%’" = % — 2 =8 — a auch eine ganze Zahl.
Es ist also nicht mdglich, 56 als Summe zweier Zahlen darzustellen, sodass

genau eine dieser Zahlen durch 7 teilbar ist.

c) Es ist moglich, 56 als Summe zweier nicht durch 7 teilbarer Zahlen zu schrei-
ben, beispielsweise 56 = 41 + 15.

VIl. Matheratsel

Auf wie vielen Wegen lasst sich das Wort , MATHERATSEL" in der Abbildung
lesen? Beginne beim Ablesen mit dem oberen Buchstaben M und gehe dann immer
schrag nach unten links oder unten rechts, bis Du zu dem ganz unten stehenden
Buchstaben L gelangst. (SL)

M

Losung:

An die Stelle jedes Buchstabens schreiben wir die Anzahl der Mdoglichkeiten, zu
ihm zu kommen. Zu den duleren Buchstaben der ersten sechs Zeilen, kommt man
zum Beispiel nur auf eine einzige Art (immer nach unten links beziehungsweise
unten rechts gehen). An allen anderen Stellen erhilt man die entsprechende Zahl,
indem man die beiden dariiber stehenden Zahlen addiert, da zu einem Buchstaben
so viele Wege fiihren, wie zu den beiden dariiber stehenden zusammen. Man erhilt
einen Ausschnitt des sogenannten Pascal’schen Dreiecks:
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1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
6 15 20 15 6
21 35 35 21
56 70 56
126 126
252

Das Wort ,MATHERATSEL" I3sst sich also auf 252 verschiedenen Wegen lesen.

Neue Mathespielereien
Fiir die jingeren Schiiler/innen der Klassen 5-8

I. Heftnummer
Stelle die Heftnummer 119 als Summe aufeinanderfolgender Primzahlen dar. (MG)

Il. Kolorierung einer Landkarte

Kann man die Landkarte einer Insel so in n > 9 Gebiete einteilen, dass man beim
Kolorieren der Gebiete und des Meeres mit zwei Farben auskommt, wenn zwei
Gebiete mit gemeinsamer Grenze so wie auch das Meer und ein angrenzendes
Gebiet verschiedenfarbig sein miissen? (H.F.)

I11. Asterix
Klaus liest in einem Asterix-Band die Seiten XXXVIII bis LI.

a) Wie viele Seiten sind das? Gib die Antwort als arabische und als rémische
Zahlen an.

b) Auf wie vielen Blattern sind die gelesenen Seiten gedruckt? (MG)

IV. Sonntage

a) Wenn in einem Jahr der 18. Marz ein Sonntag ist, wie viele Sonntage gibt es
dann im Juni desselben Jahres?

b) Wenn in einem Jahr der 18. Februar ein Sonntag ist, wie viele Sonntage gibt
es dann im Juni desselben Jahres? (WJB)

V. Gewinnspiel
In einer Zeitschrift findet Miriam folgendes Gewinnspiel:
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Wahle eine dreistellige Zahl aus und schreibe diese zweimal hinterein-
ander auf. Wenn du dir beispielsweise 314 ausgesucht hast, dann sollte
jetzt 314314 auf deinem Zettel stehen.

Teile diese Zahl durch die magische Zahl 13. Der Rest, der beim Teilen
librig bleibt, ist deine personliche Gliickszahl. Das wird eine der Zahlen
0,1, 2, ..., 12 sein. Nun kannst du schon gewonnen haben.

Wenn du deine Zahl und deine Gliickszahl (also den Rest) an die Redak-
tion schickst, dann bekommst du umgehend so viele 100-Euro-Scheine
zugeschickt, wie deine personliche Gliickszahl angibt. Bitte Name und
Anschrift nicht vergessen!

a) Miriam versucht ihr Gliick mit der Zahl 217. Welchen Gewinn bekommt sie?

b) Miriam probiert ein paar weitere Zahlen aus und hat schlieRlich den Eindruck,
dass es liberhaupt nicht moglich ist, iberhaupt etwas zu gewinnen. Stimmt

das? (MG)

VI. Lateinisches Quadrat

Finde ein 6 x 6-Quadrat, dessen 36 Felder mit Ziffern gefiillt werden sollen, sodass
gilt: In der obersten Zeile steht eine 6-stellige Zahl n, die aus lauter verschiedenen
Ziffern besteht. In der zweiten Zeile steht wiederum eine 6-stellige Zahl, die aus
denselben Ziffern wie n besteht, aber doppelt so groll wie n ist, also 2n. In der
dritten Zeile steht die Zahl 3n und so weiter. SchlieRlich steht in der sechsten Zeile
die Zahl 6n. Dabei sollen in jeder Zeile und jeder Spalte alle 6 Ziffern vorkommen.

(Chr. Sievert)

VIl. Ein Flachenverhaltnis

Ein Viereck wird von seinen beiden Diagonalen in vier Drei-
ecke zerlegt, deren Flacheninhalte F1, F,, F3, F4 sind. Dann

% gilt: % = 1. Zeige dies. (H.F.)

Alles, was blo wahrscheinlich ist, ist wahrscheinlich falsch.”

René Descartes
1596-1650

franzdsischer Philosoph, Mathematiker und Naturwissenschaftler
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Neue Aufgaben
Klassen 9-13

Aufgabe 1106: Wahrscheinlich sortiert
Ein gewohnlicher Spielwiirfel wird sechsmal geworfen. Sortiere begriindet die fol-
genden Ereignisse absteigend von wahrscheinlich bis unwahrscheinlich:

a) Es wird sechsmal die 6 gewiirfelt.

b) Es wird sechsmal dieselbe Zahl gewiirfelt.

c) Es werden sechs unterschiedliche Zahlen geworfen.

d) Es wird sechsmal eine Primzahl gewiirfelt.

e) Es wird sechsmal dieselbe Primzahl gewiirfelt.

f) Es werden sechs unterschiedliche Primzahlen geworfen. (MG)

Aufgabe 1107: Die drei letzten Ziffern
Wie lauten die drei letzten Ziffern von (3762012 + 6252013) - 20147 (H.F.)

Aufgabe 1108: Logische Knobelei

Vier Schiiler Lisa, Jacqueline, Martin und Sebastian unterhalten sich dariiber, wer
von ihnen den am besten bezahlten Job in den Sommerferien hatte. Um das
herauszubekommen, machen sie die Aussagen:

(1) Lisa:,lch verdiente weniger als mindestens einer von Jacqueline, Martin und
Sebastian™:

(2) Jacqueline: ,Sebastian verdiente am meisten”;
(3) Martin: ,Die Aussage von Jacqueline ist falsch®
(4) Sebastian: ,Jacqueline verdiente am meisten”.

Leider haben drei der Schiiler geschwindelt:
(5) Nur eine der Aussagen (1), (2), (3) und (4) ist wahr.

Wer hat also am meisten verdient? (H.F.)

Aufgabe 1109: Ganzzahliges Rechteck
Gibt es ein Rechteck mit den Seitenldngen 1 und a, a eine positive ganze Zahl,
dessen Diagonalenlange d ebenfalls ganzzahlig ist? (H.F.)

Aufgabe 1110: Wahr oder falsch?

Jasmin beschaftigt sich nun schon eine ganze Weile mit der Darstellung von Zahlen
als Summen aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen und méchte nun, nachdem
sie bisher solche Darstellungen gesucht hat, Zusammenhange untersuchen. Heute
geht sie folgenden Fragen nach. Entscheide jeweils, ob die folgenden Aussagen

23 Monoib 119



wahr oder falsch sind und begriinde. (Jasmin konnte Ubrigens alle korrekt ent-
scheiden!)

a) Lésst sich eine Zahl als Summe von vier aufeinanderfolgenden natiirlichen Zah-
len darstellen, so auch mit nur zwei.

b) Lasst sich eine Zahl als Summe von zwei aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen darstellen, so auch mit vier. (MG)

Aufgabe 1111: Fragen der Teilbarkeit

Fiir welche Zahlen 2" + 1, fiir die n eine natiirliche Zahl ist, gilt:

a) 2" + 1 ist durch 3 teilbar?

b) 2" + 1 ist durch 5 teilbar?

c) 2" 4 1 ist durch 15 teilbar? (H.F.)

Aufgabe 1112: Zerlegung eines Dreiecks

Gegeben sei ein Dreieck AABC und ein Punkt T auf der Seite AB. Konstruiere
eine Strecke TX, sodass der Punkt X auf der Dreiecksseite BC liegt und die
Fliche | ATBX| des Dreiecks ATBX genau + der Fliche |AABC| des Dreiecks
AABC betragt, wobei n beliebig aus 2, 3, 4, ... wahlbar ist. (H.F.)

Geloste Aufgaben aus Monoip 118
Klassen 9-13

Aufgabe 1099: Pythagoras’ Schiiler

Auf die Frage, wie viele Schiiler er habe, soll Pythagoras geantwortet haben: , Die
Halfte der Schiiler studiert Mathematik und ein Viertel Musik. AuBerdem gibt
es noch ein Siebtel, die schweigen und drei Frauen.” Wenn wir annehmen, dass
auch die Halfte der Schweigsamen und ein Drittel der Mathematiker und Musiker
weiblich waren, wie viele Frauen waren es dann insgesamt? (WJB)

Losung:

Ist n die Anzahl der Schiiler, so ergibt sich n = %n + %n+ %n + 3, also n(1 — % —
%— %) = 3 und somit n- % = 3 und n = 28. Darunter sind also 14 Mathematiker,
7 Musiker, 4 Schweigsame und noch 3 Frauen. Zusatzlich zu diesen dreien gibt es
% = 2 schweigsame Frauen sowie (14 + 7) = 7 Frauen unter den Studierenden

der Mathematik und Musik. Das ergibt insgesamt 3 + 2 + 7 = 12 Frauen.

Aufgabe 1100: 5-Zahlen
Eine fiinfstellige Zahl, die die Ziffern 1, 2, 3, 4 und 5 jeweils genau einmal enthilt,
nennen wir 5-Zahl. Wie viele 5-Zahlen sind

a) Primzahlen?
b) Quadratzahlen? (LB)
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Losung:

Jede 5-Zahl hat die Quersumme 15.

a) 15 ist durch 3 teilbar, also ist auch jede 5-Zahl durch 3 teilbar. Die einzige
durch 3 teilbare Primzahl ist aber 3, jedoch sind alle hier untersuchten Zahlen
> 3. Also gibt es keine solche Primzahl.

b) Wir haben gesehen, dass jede 5-Zahl durch 3 teilbar ist. Angenommen, es gabe
eine 5-Zahl n, die auch Quadratzahl ist, das heiRt, es ist n = m? fiir eine ganze
Zahl m. Da n durch 3 teilbar ist, muss auch m durch 3 teilbar sein. Damit ist
wiederum n = m? durch 9 teilbar. Die Quersumme 15 ist aber nicht durch 9
teilbar, also ist auch keine 5-Zahl durch 9 teilbar. Daher ist keine 5-Zahl eine
Quadratzahl.

Aufgabe 1101: Zahl plus Quersumme

Bestimme alle natiirlichen Zahlen, fiir die gilt:

(1) n+ Z(n) = 2014.

Dabei bezeichnet Z(n) die Summe der Ziffern von n. (H.F.)
Lésung:
Aus n+ Z(n) = 2014 folgt n < 2014.

Dann aber ist Z(n) < Z(1999) = 28, sodass mit (1) gilt: n > 2014 —28 = 1986.
Also ist 1986 < n < 2013.

Fir n = 1980 + x mit 6 < x < 9ist Z(n) = 18 + x. Mit (1) folgt: 1980 + x +
18 + x = 2014, sodass x = 8 und mithin n = 1988 ist.

Fir n =1990 + x mit 0 < x < 9ist Z(n) = 19 + x. Mit (1) folgt: 2x = 5. Da
x nicht ganzzahlig ist, erfiillt kein n, 1990 < n < 1999 die Bedingung (1).

Fir n = 2000 + x mit 0 < x < 9ist Z(n) = 2 4 x. Aus (1) folgt dann x = 6,
sodass n = 2006 ist.

Fir n = 20104+ x mit 0 < x < 3ist Z(n) = 3+ x. Aus (1) folgt 2x = 1 und
kein n erfillt (1).

Die beiden Zahlen 1988 und 2006 sind also die einzigen Lésungen von (1).

Aufgabe 1102: Gerade oder ungerade?

Die Anzahl der Teiler einer natiirlichen Zahl n sei mit A(n) bezeichnet. So ist etwa
A(48) = 10. Ist dann die Summe S = A(1) + A(2) + ... + A(2014) eine gerade
oder ungerade Zahl? (H.F.)

Losung:

Zu jedem Teiler t einer Zahl n gibt es stets einen Komplementarteiler t/, sodass
tt’ = nist — das gilt auch fiir Primzahlen n mit t = 1 und t’ = n. Ist nun n keine
Quadratzahl, dann treten die Teiler in Paaren (t, t') auf, wobei t # t’ ist. Folglich
ist dann A(n) gerade.

Ist n eine Quadratzahl, dann gilt fir eines der Paare (¢, t'), dass t = t' = y/n ist.
Daher ist dann A(n) eine ungerade Zahl.
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Es sei nun n = 2014. Wegen 44? < 2014 < 452 gibt es genau 44 Quadratzahlen
< 2014. In der Summe S = A(1) + A(2) + ... + A(2014) kommen daher 44
ungerade Summanden vor, alle anderen sind gerade — daher ist S gerade.

Aufgabe 1103: AuBBenwinkel eines Sterns

In einem beliebigen konvexen Fiinfeck ABCDE -
das also keine einspringenden Ecken besitzt — ver-
binde man jede Ecke mit ihren beiden jeweils nicht
benachbarten Ecken. Man erhélt so einen fiinfza-
ckigen Stern — vergleiche die nebenstehende Figur.

Bestimme die Summe der finf AuBenwinkel wy, wo,
.., Ws des Sterns. (H.F.)

Lésung:

Im Innengebiet des Sterns befindet sich ein konvexes Fiinfeck, das man durch
zwei Diagonalen, die sich nicht schneiden, in drei Dreiecke zerlegen kann. Die
Winkelsumme dieser Dreiecke zusammen betragt 3 - 180° = 540°. Nun ist je-
der AuBenwinkel des Sterns so groll wie sein zugehdriger Innenwinkel im kleinen
Fiinfeck. Folglich gilt: wi + wyo + w3 + wy + ws = 540°.

Aufgabe 1104: Zerlegung eines Vierecks

Lasst sich ein Viereck durch zwei gerade Schnitte in mehr als vier Teile zerlegen?
(H.F.)

Lésung:
Vorweg: Ein n-Eck heilst konvex, wenn die Verbindungsstrecke zweier Punkte auf

zwei verschiedenen Seiten des n-Ecks im Innengebiet des n-Ecks liegt. Verlduft sie
teilweise im AuRengebiet des n-Ecks, so heillt das n-Eck konkav.

Konvexe Vierecke kann man in hochstens vier Teile zerlegen, konkave dagegen in
hochstens sechs Teile (wir beweisen das nicht).

Zerlegung eines Zerlegung zweier konkaver Vierecke
konvexen Vierecks
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Aufgabe 1105: Satz von Pick

In Monoid-Heft 117 auf den Seite 16ff konntet lhr
tiber den Satz von Pick (samt Beweis) lesen.

a) Berechne den Flacheninhalt der nebenstehenden
Figur mithilfe des Satzes von Pick (1 Kastchen =
1 LE = 1 Langeneinheit).

b) Berechne den Flacheninhalt der nebenstehenden
Figur ohne Verwendung des Satzes von Pick,
sondern iiber Flachenzerlegung (1 Kistchen =
1 cm?).

c) Zeige, dass der Satz von Pick fiir die folgenden
Figuren nicht gilt.

(MG)

Lésung:

a) Wir zihlen die Punkte und setzen in die Formel ein:

\/

\

b) Wir zerlegen die Flache in Teilflichen und berechnen jeweils den Flacheninhalt:

K ,
F:I+E—1:3O+%—1:45

" & & & @
-
l-l-l-l-
- & @
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F = ? -2=13  (Trapez)
F, = % .3.4—=6 (Dreieck)
Fi = % -5-4=10 (Dreieck)
F, = % 4.3=6 (Dreieck)
Fs=2-5=10 (Rechteck)

= Fges = 13+6+10+6+10 = 45

c) Fiir die linke Figur mit den iiberschneidenden Linien ist der Flicheninhalt
F = 2, nach dem Satz von Pick ergibt sich aber F =0 + % —1=2p5.
Fir die rechte Figur mit dem Loch ist der Flacheninhalt F = 8, nach dem
Satz von Pick ergibt sich aber F =0+ % —-1=7.

Penrose-Parkette
von Nina Metzinger

Von Parketten hat jeder schon einmal gehort, doch was bedeutet es, wenn Ma-
thematiker von Parketten sprechen? Fiir sie ist ein Parkett so aus Parkettsteinen
gebildet, dass es die Ebene liickenlos und lberschneidungsfrei iiberdeckt. Wie
die Parkettsteine aussehen ist dabei egal, solange sie ein Parkett bilden konnen.
Penrose-Parkette gehoren zu den sogenannten aperiodischen Parketten, wahrend
wir aus dem Alltag eher die periodischen gewohnt sind, wie zum Beispiel die Flie-
sen im Badezimmer oder der HolzfuBboden. Bei all diesen Alltagsparketten kann
man ein Teilparkett auswahlen und durch Verschiebung dieses einen Stiickes das
ganze Parkett bilden. Bei den aperiodischen Parketten ist das nicht moglich.

Drachen und Pfeile

In diesem Artikel wollen wir uns mit einem Penrose-Parkett beschaftigen, das aus

zwei Typen von Parkettsteinen gebildet wird, namlich den Drachen und Pfeilen:
Diese wurden 1974 von Roger Penrose, einem

bekannten englischen Mathematiker, entdeckt
und er lieR sie sich sogar patentieren. Die Stei-
ne folgen einer bestimmten Legevorschrift: Sie
diirfen nur so aneinandergelegt werden, dass die
durchgezogene Linie nur an eine durchgezogene
trifft und eine gestrichelte nur an eine gestrichel-
te. Diese Vorschrift ist notwendig, weil man sonst
auch periodische Parkette erhalten konnte.
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Lasst sich aus Drachen und Pfeilen ein Parkett bilden?

Nun muss lberpriift werden, ob diese Steine mit dieser Legevorschrift tatsiachlich
ein Parkett bilden kénnen. Dazu wendet man Komposition und Dekomposition der
Steine an. Unter Komposition versteht man das Bilden eines groReren Steins aus
den urspriinglichen. So wird ein groRer Drache aus zwei kleinen Drachen und einem
(eigentlich zwei halben) kleinen Pfeil gebildet und ein Pfeil aus einem Drachen und
einem Pfeil (auch eigentlich zwei halben). Die Dekomposition ist umgekehrt die
Zerlegung der groRen Steine in die kleinen, urspriinglichen Steine.

G e

'-m_.__\\%

Nun zum Beweis der Behauptung: Wir nehmen an, dass wir bereits einen Teil der
Ebene mit den Steinen nach der Legevorschrift parkettiert haben. Dann nehmen
wir dieses Parkett und wenden die Komposition darauf an (dass dies immer moglich
ist, ist durch Fallunterscheidung zu iiberpriifen). Die neuen Teile iberdecken dann
dieselbe Flache. Nun bilden wir mit den grokeren Steinen das urspriingliche Parkett
nach und wenden dann die Dekomposition an. Wir haben nun ein Teil-Parkett, das
um einiges groRer ist als das anfangliche Parkett. Wenden wir nun diese Schritte
beliebig oft an, kénnen wir die Ebene beliebig weit iiberdecken, bis kein Punkt der
Ebene mehr frei ist. O

Aperiodizitat der Penrose-Parkette

Jetzt wollen wir die andere bereits genannte Eigenschaft beweisen, namlich dass
die gewonnenen Penrose-Parkette aperiodisch sind. Dazu stellen wir das Verhalt-
nis x von Drachen d zu Pfeilen p im gesamten Parkett auf: x = %. Da sich bei
der Komposition ein Pfeil und ein Drachen zu einem grolen Pfeil, und ein Pfeil
und zwei Drachen zu einem grolen Drachen zusammensetzen, ergibt sich nach

L Speoco pr2d 142 - G ek v 142x
Komposition das Verhaltnis Fre il vt Im Limes ergibt sich: x = 35*. Durch

Umformen folgt dann x> —x — 1 = 0 < x = ®, wobei ® der goldene Schnitt ist.
Das Verhaltnis von Drachen zu Pfeilen ist also irrational! Was bedeutet dies fir
die Periodizitat? In einem periodischen Parkett gibt es ein Teilparkett, das durch
Verschiebung das gesamte Parkett bilden kann. Deshalb muss in einem periodi-
schen Parkett das Verhiltnis der Teile zueinander stets rational sein. Somit gibt
es kein Teilparkett, das das gesamte Penrose-Parkett durch Verschiebung bilden
kann, und wir haben bewiesen, dass so gebildete Parkette aperiodisch sind. W

Welche Eigenschaften haben aperiodische Parkette noch?
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Selbstahnlichkeit

Sie haben einen hohen Grad an Selbstahnlichkeit, das heilt, dass jedes beliebige
Teilparkett sich im ganzen Parkett unendlich oft wiederholt. So kann man als Be-
trachter eines Teilparkettes nie sagen, wo man sich im gesamten Muster befindet.
Diese Teilparkette liegen sogar sehr nah beieinander: Man konnte beweisen, dass
ein Teilparkett von seiner exakten Kopie nie weiter als d®2 (ungefihr 2, 12d)
entfernt liegt, wobei d der Durchmesser des Kreises ist, der das Teilparkett um-
schlielt.

Anzahl verschiedener Penrose-Parkette

Es |asst sich noch zeigen, dass es iiberabzahlbar unendlich viele verschiedene Mus-
ter aus Drachen und Pfeilen gibt - greift doch selbst einmal zur Schere und bastelt
ein paar, die Vorlage findet ihr auf der Monoid-Webseite!

Was uns so uber den Weg
gelaufen ist
Eine phantasievolle Darstellung der Zahl 1

von Hartwig Fuchs

Fiir x = 3 gilt x> = 6 + x und daher ist x = /6 + x. Aus der letzten Gleichung
kann man nun mit beliebig oft wiederholter Ersetzung von x durch den v/x + 6
eine beliebig lange Gleichungskette konstruieren:

(1) x:\/m:\/6+m:\/6+\/6+\/m:..._

Wir denken uns nun (1) ins Unendliche fortgesetzt. Fiir x = 3 hat nun jeder
Wurzelterm in (1) den Wert 3. Damit erhalten wir fiir die Zahl 3 die Darstellungs-
moglichkeit

3:\/6+\/6+\/m.

Ganz entsprechend ergibt sich fiir x = 2 aus den Gleichungen x> = 6 — x und
damit x = /6 — x die nicht-abbrechende Gleichungskette

(2) x=VB—x=16-vo—x=1/6-16—v6—x=..

Fir x = 2 hat jeder Wurzelterm in (2) den Wert 2, sodass man die Zahl 2 so
darstellen kann:

2 = \/6—\/6—\/6—....
Wegen 1 = 3 — 2 besitzt daher die Zahl 1 die Darstellung

1:\/6+\/6+\/W—\/6—¢6—\/ﬁ.
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Eine algebraische Expedition in das

Markow-Problem
von Hartwig Fuchs

Der russische Mathematiker Markow! gilt als bedeutender Stochastiker, der die
Grundlagen der Theorie der Zufallsprozesse (Markow-Ketten) schuf. Zu Beginn
seiner Karriere befasste er sich aber auch mit zahlentheoretischen Fragen. Aus
dieser Zeit stammt ein schones Problem, auf das er im Jahr 1879 stiell und das er
mit ganz elementaren Mitteln I6sen konnte.

Markows Problem

(1) Man bestimme alle ganzzahligen Lésungen der Markow-Gleichung x?+ y? +
7% = 3xyz.

Die Gleichung (1) gehért zur Klasse der diophantischen? Gleichungen — das sind

Polynomialgleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten, deren Losungen (sofern sie

existieren) ganze Zahlen sind.

Die Bestimmung eventueller Lésungen solcher Gleichungen bereitet oft enorme
Schwierigkeiten, weil man haufig fiir jedes einzelne Problem eigene Untersuchungs-
methoden und Losungsalgorithmen entwickeln muss. Man denke nur an die Fermat-
Gleichungen x" + y" = z", mit n = 3,4,5, ..., bei denen man mehr als 300 Jah-
re brauchte, um schlieBlich beweisen zu konnen, dass keine von ihnen eine von
(0,0, 0) verschiedene Losung besitzt.

Die Besonderheit des Markow-Problem besteht nun darin, dass es einen ganz
einfachen Algorithmus gibt, mit dem man seine simtlichen Losungen berechnen
kann.

Reguldare Familien von Losungen
Jedes Tripel (a, b, ¢) aus ganzen Zahlen ist eine Lésung von (1), wenn gilt:
a® + b% + c? = 3abc.

Im Folgenden sei nun (a, b, ¢) eine Lésung von (1), deren Komponenten a, b
und ¢ samtlich verschieden sind — ein solches Tripel heift regular. Mit (a, b, ¢)
sind dann auch (—a, —b, ¢), (—a, b, —c) und (a, —b, —c) Losungen von (1). Aus
jedem dieser vier Tripel ergeben sich durch Vertauschung der Komponenten jeweils
fiinf weitere Losungstripel — zum Beispiel erhilt man so aus (a, b, ¢) die fiinf Tripel
(a,c,b), (b,a,c), (bc, a), (c,a b) und (c, b,a). Wir sagen: Diese 4 -6 = 24
Tripel sind verwandte, regulire Lésungen; sie bilden zusammen die reguldre Familie

F(a, b, c).

Andrej A. Markow (1856-1922)
Diophant von Alexandria (um 250 n.Chr.) beschrieb den nach ihm benannten Gleichungstyp ausfiirhlich in
seinem Buch , Arithmetica“

2
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(2) Jede regulare Familie F(a, b, c) besteht aus einem Losungstripel (a, b, ¢)
von (1) mit lauter verschiedenen Komponenten und den 23 Tripeln, die mit
(a, b, ¢) verwandt sind.
Fiir verwandte Tripel (a, b, ¢) und (&', b', ) gilt: F(a, b,c) = F(d, b, ).

Singuldre Familien

Im Folgenden sei (a, b, ¢) eine Lésung von (1), deren Komponenten nicht alle
verschieden sind; wir setzen zum Beispiel a = b mit a > 0. Aus (1) folgt dann:

(3) ¢ —3a%c+2a® =0, woraus ¢ = 3(3a% £ av/9a® — 8) folgt.

1. Fall: a = 0. Nach Voraussetzung ist b = 0 und wegen (3) ist ¢ = 0. Das
Tripel (0,0, 0) ist eine Losung von (1) und da es keine weiteren von (0, 0, 0)
verschiedenen Losungen gibt, besteht die singuldre Familie F(0, 0, 0) nur aus
dem singularen Tripel (0,0, 0).

2. Fall: a=1. Aus (3) folgt dann ¢ =1 oder ¢ = 2.

Ist ¢ = 1, dann hat (1) die singuldre Losung (1, 1, 1). Die zugehorige singula-
re Familie ist F(1,1,1) = {(1,1,1), (-1, ~1,1), (=1,1, —1), (1, -1, 1)}
mit vier Elementen.

Ist ¢ = 2, dann folgt aus (3), dass (1) die singuldre Lésungen (1,1,2) hat
und die zugehorige singuldre Familie F(1,1,2) hat 4-3 = 12 Elemente, denn
es gibt vier verschiedene Vorzeichenmdglichkeiten und drei Vertauschungs-
moglichkeiten fiir die Komponenten von (1,1, 2).

3. Fall: a > 2. Wegen der Ganzzahligkeit von ¢ muss der Radikand 9a°> — 8 in
(3) eine ganzzahlige Quadratzahl sein. Sei also 9a°> — 8 = g2, wobei g eine
ganze Zahl sei. Dann ist 8 = 92> — g% = (3a + g)(3a — g) > 3a + g, well
gilt: Beide Klammern sind positiv — denn waren sie beide negativ, so wére
(3a+g)+(3a—g) < 0 und daher 6a < 0, ein Widerspruch. Aus 8 > 3a+g
und a > 2 folgt a = 2 und damit ist dann g2 = 9-22 —8 = 28 und g ist
nicht ganzzahlig — ein Widerspruch. Es gibt daher keine Losung (a, b, ¢) von
(1) mita=bund a>2.

(4) Die singuldren Familien F(0,0,0), F(1,1,1) und F(1,1,2) enthalten zu-
sammen genau die singuldren Lésungen von (1) mit zwei oder mit drei tber-
einstimmenden Komponenten.

Der Markow-Algorithmus

Der franzésische Mathematiker Viéte3 hat einen niitzlichen Satz iiber die Be-
ziehungen zwischen den Koeffizienten und Lésungen von Polynomialgleichungen
bewiesen. Danach gelten fiir eine quadratische Gleichung g(x) = x> +rx+s =0
mit den Losungen u und v:

3 Francois Viéte (1540-1603), auch Vieta genannt, Jurist und Mathematiker
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(5) —(u+v)=rundu-v=s.
Beweis: Wenn v und v Lésungen von g(x) = 0 sind, dann gilt g(x) = (x —u)(x—
v) (und umgekehrt). Danach ist g(x) = x*> — (u+v)x+uv = x*>+ rx+ s, woraus
sich unmittelbar (5) ergibt.

Mit Hilfe der elementaren Aussage (5) hat Markow eine genial einfache Methode
zur Berechnung neuer Losungen aus einer bekannten Losung entwickelt. Dabei
beschrankt er sich auf die Konstruktion von jeweils nur den Losungen mit positiven
Komponenten einer Familie. Im Folgenden seien daher die Komponenten einer
Losung stets als positiv vorausgesetzt — jede Losungsfamilie # (0,0, 0) besitzt
solche Elemente.

Die Komponente a mit a > 0 einer Ldsung (a, b, ¢) von (1) ist eine Losung der
Gleichung

A(x) = x> = 3bcx + B> + 2 = 0.
Die Gleichung A(x) = 0 hat noch eine zweite Ldsung 2 — wobei 2 = a sein kann
— fiir die nach Viete gilt:
(51) —(a + 5) = —3bc und
(52) aa = b?> + 2.
Aus (51) und (5;) folgt: @ = 3bc — a ist ganzzahlig und 2 > 0. Damit gilt:
(61) (3, b,c) mit 3=3bc— aund a > 0 ist eine Losung der Markow-Gleichung

(1).

Nachweis: a®> + b> + ¢ = (3bc — a)? + b?> + > = 9b°c® — 3abc wegen
a®> + b> + ¢ = 3abc und 3abc = 3(3bc — a)bc = 9b*c? — 3abc, was (61)
beweist. _
Ganz entsprechend sind b und b = 3ac — b die Losungen der Gleichung
B(y) = y?> —3acy + a®> + c® = 0 sowie ¢ und ¢ = 3ab — c sind die Lésun-
gen von C(z) = z? — 3abz + a* + b> = 0, woraus folgt:

(62) (a, b, c) mit b =3ac — b und b > 0 ist eine Losung von (1).
(63) (a, b, ) mit € =3ab— cund ¢ > 0 ist eine Losung von (1).

Schema des Markow-Algorithmus
zur Berechnung von Ldsungen aus einer bekannten Lésung (a, b, ¢):

(6,) 3=3bc—a ———~ (3 bc)
/

(6) (a,b,c) —— (62) b=3ac—b — (a, b, c)
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Beispiele:

e Das Start-Tripel sei (1,1,1). Mit (6) erhilt man: Fiir a = b =c =1 st
a = b= ¢ = 2. Damit ergeben sich die neuen Lésungen (3, b, c) = (2,1, 1),
(a,b,c)=(1,2,1) und (a,b,2) = (1,1,2).

e Das Start-Tripel sei (2,1,1). Fiir a = 2, b=c=1sinda=1und b =
¢ = 5. Damit sind (3, b,¢c) = (1,1,1), (a,b,¢) =(2,5,1) und (a, b,C) =
(2,1,5).

e Das Start-Tripel sei (2,5,1). Fira =2, b =5, ¢ = 1 sin 3,
b =1 ¢ =29 Also sind (3, b, ) (13,5,1), (a, b, c) = (

(a b, €) = (2,5,29).

da=1
2,1,1) u

Das Markow-Problem

Aus dem Tripel (1,1,1) erzeugt der Markow-Algorithmus 3 neue Ldsungen, aus
diesen produziert er 3% Lésungen, die jedoch nicht alle neu sind, und so weiter.
So ergeben sich nach und nach immer mehr Losungen — und diese lassen sich in
einer verzweigten linearen Anordnung als sogenannter Markow-Baum Ubersichtlich
anordnen.

(13,5,1) (2,5,29)

\

(1,2,5) (5,2, 1) (2,5.1) (2 1 5) (1,5,2)
(1,2, 1) (2,1,1) (1,1,2)
\ (1,1,1) /

Dieses Anfangsstiick des Markow-Baumes legt die Frage nahe: Erzeugt der Markow-
Algorithmus simtliche Lésungen von (1) mit positiven Komponenten?

Volistiandige Losung des Markow-Problems

Es sei T = (a, b, ¢) ein reguldres Losungstripel der Gleichung (1). Wendet man
den Markow-Algorithmus auf T an, so erhalt man die drei Tripel T" = (3, b, ¢),
T" = (a,b,c) und T" = (a, b, ) mit den in (6) angegebenen Werten von 3, b
und €. Fiir die kleinste der Zahlen 3, b, T heillt das zugehdrige der Tripel T, T”,
T" der Vorganger von T.
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Beispiel:

Das Tripel T = (a,b,c) = (2,5,29) ist eine Losung von (1). Aus (6) — ange-
wendet auf T — folgt dann: 2 = 433, b=169, ¢ =1 Wegen ¢ < b < 3 ist das
Tripel T" = (a, b,¢) = (2,5, 1) der Vorganger von T.

(7) Fir jedes Tripel T = (a, b, c), wobei T # (0,0,0) und T # (1_1 1) sei,
gilt: Eines der Tripel T'=(3,b,c) mita=3bc—a, T" =(a, b, c) mit
b=3ac— b, T" = (a,b,c) mit ¢ = 3ab — c ist Vorginger von T.

Nachweis:

Aus a> bund a> cfolgt: 3< bund 3<¢ denna=3bc—a<3ac—b=>b
sowie 3 = 3bc — a < 3ab — ¢ = C. Daher ist T' = (3, b, ¢) Vorgéanger von T.
Ganz entsprechend zeigt man:

Ist b > aund b > ¢, dannist b < aund b < ¢, sodass T" = (a, b, c) der
Vorganger von T ist.

Ist c >aund ¢ > b dannist ¢ < a3und € < b, also ist T = (a, b,T) der
Vorganger von T.

Die reguldren Lésungstripel von (1), deren Komponenten natiirliche Zahlen sind,
konnen in einer Folge F: Ty, Ty, T3, ... so angeordnet werden, dass jedes T, mit
n > 7 in der Folge F nach seinem Vorganger T, kommt — es gilt dann also
m < n. Wir legen ein Anfangsstiick von F so fest:

F:Ti=(1,25),T=(152),Ts=(215), Ta=(251), Ts = (51,2),
Te = (5.2,1), T; = (1,5,13), ...

(8) Essei T, ein regulares Losungstripel von (1), dessen Vorganger singular ist.
Dann ist T, eines der Tripel Ty, To, ..., Ts.

Vorweg: Nach (4) hat ein singulares Tripel mit positiven Komponenten stets zwei
Komponenten 1 und eine Komponente < 2. Bei einem reguldren Tripel sind alle
Komponenten verschieden, sodass mindestens eine von ihnen > 3 ist.

Beweis von (8): Es sei T, = (a, b, ¢) mit a > 3. Der Vorganger von T, ist eines
der in (7) genannten Tripel T/, T”, T". Da T"” und T"" die Komponente a haben
und a > 3ist, kdnnen T" und T" nicht singular sein. Also ist T' = (3bc—a, b, ¢)
der singulare Vorganger von T,,.

Ware nun b = ¢ = 1, dann wire T, = (a,1,1) singular. Daher ist b # ¢, also
b=1 c=2oder b=2 ¢ =1 und somit bc = 2. Ferner ist 3bc — a = 1.
Daraus folgt a =5, b =1, ¢ =2und dann T, = (5,1,2) = Ts oder a = 5,
b =2 ¢ =1 sodass T, = (5,2,1) = Tp ist. Untersucht man auf gleiche
Weise die Moglichkeiten b > 3 sowie ¢ > 3, dann stellt sich heraus: Im ersten
Fall ist T, = (1,5,2) = T, oder T, = (2,5,1) = T4 und im zweiten Fall ist
T,=1(1,2,5)= Ty oder T,=(2,1,5) = Ts.
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Aus (8) folgt unmittelbar:

(9) Ein Losungstripel T, von (1) hat einen reguldren Vorganger T, mit m < n,
wenn n > 7 ist.

Es sei T, eine reguldre Losung von (1). Ist n; < 6, so ist sein Vorganger singular
nach (8). Fiir n; > 7 hat T, einen reguldren Vorganger T,, mit n, < ny wegen
(9). Der Vorganger von T,, ist entweder singular oder er ist ein reguldres Tripel
Tn3 mit n3 < ny.

Auf diese Weise fortfahrend gelangt man stets zu einem singuldren Tripel. Denn
die Folge T,,, Tpn,, Th, ... aus reguldren Tripeln hat ein letztes reguldres Glied
Th., weil die Ungleichungskette n; > ny > n3 > ... aus natiirlichen Zahlen mit
einer kleinsten Zahl n, abbrechen muss.

Hatte dann T, einen reguldren Vorganger T,,.,, so ware nii1 < ng, ein Wider-
spruch zur Definition von ng. Also hat T, einen singuldren Vorganger T*. Da T*
nur eines der Tripel (1,1,2), (1,2,1), (2,1,1) oder (1,1,1) sein kann und weil
die ersten drei Tripel alle den Vorganger (1,1, 1) haben, gilt:

(10) Ausgehend von einer beliebigen Losung # (0,0,0) und # (1,1,1) von (1)
gelangt man stets durch eine Folge von Vorgangern zur Losung (1,1,1).

Es sei nun T ein Losungstripel von (1) mit dem Vorganger T*. Dann heift T
ein Nachfolger von T*. Aus der Aussage (10) folgt dann: Ausgehend von (1,1, 1)
gelangt man durch eine Folge von Nachfolgern, die mit dem Markow-Algorithmus
erzeugt sind, zu jeder Losung T, = (a, b, ¢) von (1) mit positiven Komponenten.
Und da man mit T, die vollstandige Losungsfamilie F(a, b, ¢) konstruieren kann,
darf man sagen:

Satz von Markow

Mit dem Algorithmus (6) erhalt man samtliche Losungen # (0,0,0) und
# (1,1, 1) der Gleichung (1).

Kurzer Bericht von einer weiteren algebraischen Expedition

Die Markow-Gleichung (1) nimmt unter den Polynomialgleichungen
x2+y2—|—z2 =n-xyz, mtn=1273, ..

eine Sonderstellung in zweierlei Hinsicht ein.

Zum Einen besitzt keine der Gleichungen fiir n = 2,4,5,6, ... eine von (0,0, 0)

verschiedene Losung — das haben die deutschen Mathematiker Hurwitz und Fro-

benius* bewiesen.

Zum Anderen sind fiir n = 1 alle Ldsungen von x? + y? + z?> = xyz durch die

Losungen von (1) gegeben. Es gilt namlich:

(11) Jedes Losungstripel von x*+y?+z* = xyz hat die Form (3a, 3b, 3¢), wobei
(a, b, ¢) eine Losung der Markow-Gleichung (1) ist.

4 Adolf Hurwitz (1859-1919), Georg F. Frobenius (1849-1917)
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Es sei (u, v, w) eine Losung von x% + y? + z2 = xyz, sodass u? + v2 4+ w? = uvw
gilt. Dann sind die Komponenten u, v, w Vielfache von 3. Ware namlich eine oder
zwei der Zahlen u, v, w nicht durch 3 teilbar, dann wire u? 4 v2 + w? nicht durch
3 teilbar, wohl aber uvw — ein Widerspruch. Waren alle drei Zahlen u, v, w nicht
durch 3 teilbar, dann setze man u=3a+1, v=3b+1, w =3c+1 und damit
folgte, dass u® + v? 4+ w? durch 3 teilbar wire, wihrend uvw es nicht ist — ein
Widerspruch.

Da alle Komponenten von (u, v, w) Vielfache von 3 sind, setzen wir: u = 3a,
v = 3b, w = 3c. Dann gilt: (3a)? + (3b)® + (3¢)? = 3a-3b - 3c und daher
a’> + b> + ¢® = 3abc, woraus folgt, dass (a, b, c) eine Losung der Markow-
Gleichung (1) ist. Umgekehrt: Jede Losung (a, b, ¢) von (1) fihrt zur Losung
(3a,3b,3c) von x? + y? + z2 = xyz. Daraus folgt die Behauptung (11).

Mathematische Entdeckungen

Rekonstruktion einer Zahlenfolge
Die beriihmte Zahlenolge von Fibonacci*
(1) 1,1,2,3,5,8,13,21, ...
mit den Startzahlen x; = 1 und x, = 2 erfiillt die Regel
(2) Xpio = Xpr1+x,, n=1,2,3, ...

Es sei nun x1, xp, x3, ...eine von (1) verschiedene Zahlenfolge mit der Rekursi-
onsregel (2), von der man irgend zwei Glieder x, und x, mit 1 < m < n kennt.
Entwickle eine Formel zur Rekonstruktion der Formel. (H.F.)

Hinweis: Eure mathematischen Entdeckungen kdnnt Ihr bis zum 15. November 2014 an die
Monoip-Redaktion einsenden, denn auch hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Eure Ergebnisse
werden jeweils im {iberndchsten Heft erscheinen.

Losung der Aufgabe aus Heft 117

In Heft 117 stellten wir Euch folgende Aufgabe:

Die Menge aller natiirlichen Zahlen < n bezeichnen wir mit M,, n > 1. Also ist
M,=1{1,2,3,...,n}

Es sei nun S eine Teilmenge von M, in der kein Element kleiner ist als die Anzahl
der Elemente von S. Wir nennen dann S eine starke Teilmenge von M,,.

*  Leonardo von Pisa — genannt Fibonacci (um 1170 — um 1250), bedeutender Mathematiker am Ende des
Mittelalters
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Beispiel:

Die Menge M5 = {1, 2,3} hat 5 starke Teilmengen: {1}, {2}, {3}, {2, 3} und die
leere Menge {} — sie enthalt ja keine Elemente, also auch kein Element, das kleiner
als 0 ist. Dagegen sind {1,2}, {1,3} und {1, 2, 3} keine starken Teilmengen von
M.

Es sei nun A, die Anzahl der starken Teilmengen von M,. Im Beispiel gilt fiir die

Menge M5, dass A3 =5 ist.

a) Bestimme die Anzahlen Ay, Ay, Az, Ay, As und As.

b) Versuche eine Formel zu finden, mit deren Hilfe es moglich sein sollte, A, fur
ein gegebenes n zu berechnen. (Deine vermutete Formel brauchst du aber nicht

zu beweisen!) (H.F.)

Ergebnisse

Mit dieser Aufgabe haben sich beschaftigt Hien Le, 10. Klasse des Gymnasiums
an der Stadtmauer in Bad Kreuznach, und Kevin Mours, 10. Klasse des Karolinen-
Gymnasiums Frankenthal.

a) Beide berechnen
Al Ao | As| Adl As | As
2131581321

durch Auflisten aller starken Teilmengen von M, fiir n < 6, etwa fiir n = 5:
{3 A1) {23 {35 {4}, {5}, {2,3}, {2.4}, {2,5}, {3, 4}, {3,5}, {4.5},
{3,4,5}.

Man sieht: A, = () + (§) + (",") + ("3") + .... Hierbei steht () fiir {}, ()

ist die Anzahl aller einelementigen Teilmengen von M, (diese sind alle stark),

(";1) ist die Anzahl der zwei-elementigen Teilmengen von n (denn es diirfen
zwei Zahlen aus M, \ {1} herausgegriffen werden) usw.

b) Hien und Kevin beobachten, dass A, sich wie die Fibonacci-Folge verhilt: Es
git Apio=Ap1+A, n=1273, ...
Aufgabenteil a) beweist den Induktionsanfang. Der Induktionsschritt folgt aus

der Additionsformel fiir Binomialkoeffizienten: (Zﬁ) = (kil) + (Z)

A, = 1+ O + () + ..
+ Aa =1+ Y+ O + (5H + -
Ao = 1+ (") + (Y + @O + ..
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Ein Blick hinter die Kulissen
Das Alter des Mathematiklehrers

von Hartwig Fuchs

Mathis hat einen neuen Rechentrick entdeckt, mit dem er das Alter einer Person
erraten kann. Diesen Trick mochte er in der Mathematik-Stunde demonstrieren.
Herr Graukopf, sein Lehrer, bietet sich als Versuchsperson an. Mathis erklart darauf
den Ablauf seines Verfahrens:

1. Schritt: Von der Zahl x der Lebensjahre (in ganzen Zahlen) wird die Quer-
summe von x subtrahiert und das Ergebnis Mathis mitgeteilt.

Herr Graukopf nennt die Zahl 45.

2. Schritt: Die Ziffern der Zahl x werden vertauscht. Von der so erhaltenen
neuen Zahl y wird die Quersumme von y subtrahiert und die Differenz wird
Mathis mitgeteilt.

Herr Graukopf nennt die Zahl 36.

Mit den beiden Informationen aus dem 1. und 2. Schritt kann Mathis stets das
Alter x einer Person bestimmen, sofern x eine ganze Zahl mit 11 < x < 99 ist.

Mathis kennt die beiden Zahlen 45 und 36. Aus ihnen leitet er ab, dass sein
Mathematiklehrer 54 Jahre alt ist — was dieser auch bestatigt!

Wie konnte es Mathis gelingen, das richtige Alter seines Lehrers zu bestimmen?
Bevor du weiterliest, solltest du versuchen, das selbst herauszubekommen.

Des Ratsels Losung

1. Schritt: Das Alter x des Lehrers ist eine zweiziffrige Zahl; es sei daher
x = m-10 + n. Dann ist m + n die Quersumme von x und das erste
Zwischenergebnis lautet: (m- 10+ n) — (m+ n) = 9m.

Aus der Kenntnis von 9m kann Mathis sofort die erste Ziffer m von x be-
stimmen.
2. Schritt: Wenn man in der Zahl x = m - 10 + n die Ziffern vertauscht, dann
ergibt sich die neue Zahl y = n- 10 + m mit der Quersumme n+ m.
Aus der Kenntnis der Differenz (n-10+ m) — (n+m) = 9n bestimmt Mathis
leicht die zweite Ziffer n von x.
Damit kennt Mathis die gesuchte Zahl x = m- 10 + n.

Bei Mathis" Lehrer ist 9m = 45, also m = 5 und 9n = 36, also n = 4, sodass der
Lehrer x =510 + 4 = 54 Jahre alt ist.

39 Monoib 119



Rubrik der Loser und Loserinnen
Stand nach Heft 117

Aachen, Inda-Gymnasium: Kl. 7: Luca Biihler 72.

Alzey, Elisabeth-Langgasser-Gymnasium (Betreuende Lehrerin: Frau Li-
ning):

KI. 5: Janik Fritzsche 33, Timo Wolff 12;

KI. 6: Jan Gubi 22, Maximilian Hauck 107;

Kl. 9: Victoria Fox 34, Nick Wittich 15;

KI. 10: Katharina RoRler 40;

KI. 13: Andreas Pitsch 46.

Bad Ems, Goethe-Gymnasium:
KI. 11: Miriam Gerharz 73.

Bad Kreuznach, Gymnasium an der Stadtmauer
Kl. 10: Hien Le 45.

Bad Kreuznach, Lina-Hilger-Gymnasium (Betreuende Lehrerin: Frau Gutz-
ler):
KI. 5: Niels Bauer 5, Laura Krause 22;

KI. 6: Bastian Elzer 2, Paul Kruse 3, Sophie Loreen Kul 1, Stefanie Saini 1,
Annalena Schimbold 3.

Bad Neuenahr-Ahrweiler, Peter-Joerres-Gymnasium:
Kl. 13: Frank Schindler 63.

Berlin, Katholische Theresienschule:
KIl. 6: Emma Weil} 22.

Bonn, Carl-von-Ossietzky-Gymnasium: Kl. 6: Lorenzo Conti 14.

Burglengenfeld, Johann-Michael-Fischer-Gymnasium:
KI. 11: Jamico Schade 51.

Calw-Stammheim, Hermann-Hesse-Gymnasium:
KI. 8: lolanthe Kocher 88.

Frankenthal, Karolinen-Gymnasium, (betr. Lehrerin: Frau Schneider):
Kl. 5: Tim Reinhard 5;

KIl. 6: Annika Koch 31, Leonie Marton 4:
KI. 10: Kevin Mours 30, Adriana Stenger 30, Marcel Wittmann 51;
KI. 11: Tamara Fischer 20.

Frankenthal, Robert-Schuman-Schule: KI. 8: Patrick Riebe 61.
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Friedberg, Augustinerschule:
KI. 5: Louisa Glaum 20, Clara Schwarz 20:;

KIl. 6: Antonia Glaum 19, Tobias Jedich 20, Sara Schaubert 20.

Friedrichsdorf, Rhein-Main International Montessori School (Betreu-
ende Lehrerin: Frau Elze):

KI. 3: Jacob Huck 5, Olivia Kern 5, Elizabeth Korzilius 5, Thies Koster 4, Lara
Sachs 2;

KI. 4: Fritz Albus 7, Ridh Choudhury 11, Merlin Kolrep 3, Ella Zwermann 30.

Hadamar, Fiirst-Johann-Ludwig-Gesamtschule (Betreuende Lehrerin: Frau
Niederle):

KI. 5: Tobias Streichhardt 9;

KIl. 6: Burak Sadic 14,

KIl. 7: Melanie Schuy 46;

Kl. 8: David Storzer 123:

KIl. 9: Marvin Weisbener 48.

Holzwickede, Clara-Schumann-Gymnasium:
KI. 9: Niklas Gerling 7.

Kassel, Engelsburg-Gymnasium: KI. 6: Luc Wieners 14.

Kelkheim, Eichendorffschule:
KIl. 5: Gérkem Balci 2, Daria Hartwig 10, Zineb El Hhoual 8, Tabea Stamm 32,
Giuliana Wustrack 7.

KI. 6: Lukas Bonn 35, Nils Grandien 25, Nico Lick 8, Dennis Mayle 54.

Kelkheim, Gesamtschule Fischbach:
KI. 6: Beatrice Popescu 40;

KI. 7: Philipp Kirschner 9.

Mainz, Frauenlob-Gymnasium (Betreuender Lehrer: Herr Mattheis):

KIl. 5: Lea WeiRenfels 20;

KI. 6: Paula Roderer 3, lvan Savic 3;

KI. 7: Valentina Jung 15, Linda Thelen 5, Katharina Weber 8;

KI. 8: Jason Beck 2, Lincoln Bui 11, Marc Hoffmann 7, Elias Roscher 8, Sebastian
Trapp 8;

KI. 11: Theresa Schoche 34.

Miuinchen, Stadtische Berufsschule fiir Informationstechnik:
KIl. 12: Bettina Diller 30.

Neuwied, Rhein-Wied-Gymnasium (Betreuender Lehrer: Herr Gruner):
KI. 5: Marius Ahlfeld 19;

KIl. 6: Duy Kha Pham 6;
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KI. 8: Jonas Ahlfeld 100, Liana Bergen 11, Lena Christmann 20, Anja Wingen-
der 53;

KI. 9: Matthias Bergen 46, Denise Kadri 14, Jasmin Hallyburton 43, Verena
Riising 51;

KI. 10: Yentl Deuster 16, Philipp Lehmann 12;

KI. 11: Mirjam Bourgett 25, Daniel Fink 6, Alexander Gobel 30, Ella Hummel
41, Sandra Wingender 43;

KIl. 12: Ruwen Bergen 20, Janina Vogl 75;

KI. 13: David Michel 55.

Neuwied, Wemer-Heisenberg Gymnasium: KI. 12: Robert Kowallek 73.

Oberursel, Gymnasium (Betreuende Lehrerin: Frau Beitlich):

Kl. 6: Jonas Blumenroth 11, Jonas Glickmann 24, Eric Paikert 7;

KIl. 7: Jonas Emmerich 13, Maximilian Gobel 52, Tobias Heinze 31, Louis Jobstl
12, Philipp Karn 38, Fabian Liepach 50, Jara Miiller-Kastner 51;

KI. 10: Katharina Kiefer 20, Jiyune Whang 20;

KI. 11: Heiko Kétzsche 70.

Ostfildern, Otto-Han-Gymnasium:
KI. 7: Clara Deifel 32;

Regensburg, Albertus Magnus Gymnasium: KIl. 5: Johannes PI6RI 12.

Remagen, Gymnasium Nonnenwerth (betr. Lehrer: Herr Meixner):

KI. 6: Lukas Arends 3, Nele-Sophie Arenz 1, Johannes Bahne 1, Stella Batzella
4, Clara Hiller 1, Lara Jungheim 3, Nele Kiiter 3, Anna-Lisa Landsrath 22, Anna
McBrien-Martin 3. Lukas NieRBen 130, Franziska Schamel 2, Leona Scheibe 3, Alina
Schmidt 3;

KI. 11: Lars Horak 1:

KI. 12: Simon Lohr 9.

St. Augustin, Albert-Einstein-Gymnasium:
Kl. 6: Anastasia Kaletchits 3;
Kl. 8: Alexander Rachev 1.

Schwalbach, Albert-Einstein-Schule: Kl. 7: Alexander Martin 18.

Wiesbaden, Leibnizschule:
KI. 8: Andreas Dernier 52:
KIl. 9: Elisa Dernier 42.

Wildeshausen, Gymnasium Wildeshausen:
KI. 7: Lara Kalbach 6;

Kl. 8: Wiebke Schneider 9:;

KI. 9: Maximilian Grohe 19.
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An alle Freunde und Forderer von MonoID:

Einladung zur Monoib-Feier 2014

mit der Preisvergabe
an die erfolgreichen Loserinnen und Loser des Schuljahres 2013/2014

am Samstag, dem 22. November 2014, Beginn 10 Uhr,

im Elisabeth-Langgésser-Gymnasium Alzey,
Frankenstralse 17, 55232 Alzey.
Den Festvortrag wird Herr Prof. Dr. Elmar Schémer, Universitat Mainz, halten.
Die Preistragerinnen und Preistrager werden noch gesondert eingeladen.
Weitere Informationen findet |hr demnachst auf der MonoiD-Internetseite
www.mathematik.uni-mainz.de/monoid.

Mitteilung

Bitte denkt daran, den Abo-Beitrag in Hohe von 10€ fiir das Schuljahr 2014/15
auf das Monoib-Konto, IBAN: DE28 5519 0000 0505 9480 18,
BIC: MVBMDEDSb, Stichwort ,MonoID", zu iiberweisen (Angabe des Abonnenten
nicht vergessen).

Eine giinstige Form, den Abo-Beitrag zu iiberweisen, ist der Dauerauftrag, da man
dann die Uberweisung nicht mehr vergisst und das Abonnement ohne Unterbre-
chung weiterlauft.

Die Redaktion

Leitung: Dr. Cynthia Hog-Angeloni (V.i.S.d.P.)

Mitglieder: Angelika Beitlich, Laura Biroth, Prof. Wolfgang J. Biihler, Ph. D,
Markus

Dillmann, Christa Elze, Prof. Dr. Steffen Frohlich, Dr. Hartwig Fuchs, Dr. Klaus
Gornik, Marcel Gruner, Arthur Képps, Wolfgang Kraft, PD Dr. Margarita Kraus,
Dr. Ekkehard Kroll, Susanne Liining, Martin Mattheis, Helmut Ramser, Silke
Schneider, Prof. Dr. Hans-Jiirgen Schuh, Prof. Dr. Duco van Straten, Dr. Siegfried
Weber

Weitere Mitarbeiter: Prof. Dr. Valentin Blomer, Dr. Volker Priebe, Dr. Stefan
Kermer

Zusammenstellung und Satz: Maximilian Preisinger

Internet und Korrektur der eingesandten Losungen: Bettina Wiebe
Betreuung der Abonnements und Versand: Anita Peffer-Kohl
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