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Liebe L(o)eserin, lieber L(o)eser!

Die neuen Aufgaben warten auf Losungen. Nur Mut, auch wenn Du in Mathe keine ,,Eins” hast!
Die Aufgaben sind so gestaltet, dass Du zur Losung nicht unbedingt den Mathe-Stoff der Schule
brauchst. Vielmehr wirst Du viel mathematische Fantasie und selbststandiges Denken brauchen,
aber auch Zihigkeit, Willen und Ausdauer.

Wichtig: Auch wer nur eine Aufgabe oder Teile einzelner Aufgaben |6sen kann, sollte teilneh-
men; denn auch dafiir kann es schon Punkte geben, was die Chancen auf den Gewinn eines
Preises verbessern kann. Denkt bei Euren Losungen daran, auch den Losungsweg anzugeben!

Fiir Schiiler/innen der Klassen 5-8 sind in erster Linie die Mathespielereien vorgesehen; auch
Schiiler/innen der Klasse 9 diirfen hier mitmachen, aber nur auf der Basis der halben Punktzahl.
Alle Schiiler, insbesondere aber jene der Klassen 9-13, kénnen Lésungen (mit Lésungsweg!)
zu den Neuen Aufgaben abgeben. Punkte aus den Rubriken Computer-Fan, Mathematische
Entdeckungen und ,, Denkerchen” werden bei der Vergabe des Forscherpreises zugrunde gelegt.
(Beitrdge zu verschiedenen Rubriken bitte auf verschiedenen Blattern.)

Einsende-(Abgabe-)Termin fiir Lésungen ist der 15.02.20109.
Zuschriften bitte an folgende Anschrift:
Johannes Gutenberg—Universitat Tel.: 06131/3926107

Institut fiir Mathematik

Monoip-Redaktion _
099 Mainz E-Mail: monoid@mathematik.uni-mainz.de

Wir ver6fFent|ich5en im Heft und auf unserer Internetseite von allen Loserinnen und Ldsern die
Namen, Schule, Klassenstufe und Punktzahl. Wir gehen davon aus, dass Ihr damit einverstanden
seid, wenn lhr Losungen einreicht. Solltet lhr nicht einverstanden sein, dann notiert dies bitte
deutlich auf Euren Einsendungen. Spatestens nach den Monoip-Feiern werden Eure Einsendun-
gen vernichtet.

Fax: 06131/3924389

An folgenden Schulen gibt es betreuende Lehrer, bei denen |hr Eure Lésungen abgeben kdnnt:
am Elisabeth-Langgasser-Gymnasium Alzey bei Frau Susanne Liining, am Lina-Hilger-
Gymnasium Bad Kreuznach bei Frau Julia Gutzler, am Karolinen-Gymnasium Franken-
thal bei Frau Silke Schneider oder Frau Jasmin Haag, an der F-J-L-Gesamtschule Hadamar
bei Herrn Matthias Grasse, am Frauenlob-Gymnasium Mainz bei Herrn Martin Mattheis,
an der Life School Frankfurt bei Frau Christa Elze, in Mannheim bei Herrn Ulrich Wit-
tekindt, am Rhein-Wied-Gymnasium Neuwied bei Herrn Marcel Gruner, am Gymnasium
Oberursel bei Frau Angelika Beitlich, am Leibniz-Gymnasium Ostringen bei Herrn Klaus
Ronellenfitsch und am Gymnasium Nonnenwerth in Remagen bei Herrn Helmut Meixner.
Noch vor jedem Abgabetermin legt die Redaktion fiir jede Aufgabe die erreichbare Punktzahl
fest. Die Namen aller Schiilerinnen und Schiiler, die richtige Lsungen eingereicht haben, werden
in Monoib in der Rubrik der Léser und auf der Monoib-Homepage im Internet erscheinen.

Wir bitten auch um neue Aufgaben, die Du selbst erstellt hast, um sie zu veréffentlichen. Diese
Aufgaben sollen aber nicht aus Biichern oder Aufgabensammlungen entnommen sein, sondern
Deiner eigenen Fantasie entspringen. Wiirde es Dich nicht einmal reizen, eine Aufgabe zu stellen,
deren Losung vorerst nur Du kennst?

Jedes Jahr findet gegen Ende November bzw. Anfang Dezember eine Monoip-Feier statt, in deren
Rahmen rund fiinfzig Preise an die erfolgreichsten Schiiler und Schiilerinnen vergeben werden.
Als besondere Preise gib es schon seit 1992 das ,,Goldene M" und seit 2015 den ,Monoip-Fuchs”,
jeweils verbunden mit einem beachtlichen Geldbetrag.

Und nun wiinschen wir Euch viel Erfolg bei Eurer Mitarbeit!
Die Redaktion
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Aufgaben zum Neuen Jahr
von Hartwig Fuchs

Magische Zielscheibe
Die Figur besitzt drei in diesem Jahr bemerkenswerte Zahlen-Eigenschaften. Finde
sie.

Eine Summe zum Jahr 2019

Zeige, dass folgende Gleichung richtig ist:
2019 1 1

— ?
2018 -2020 2019 i 2018 - 2019 - 2020

Jahreszahl 2019

Es sei N = abcd eine vierziffrige Zahl. Subtrahiere die dreiziffrige Zahl abc von N;
zum Ergebnis addiere man die zweiziffrige Zahl ab und vom Ergebnis subtrahiere

man a.
Wie lautet N, wenn das Endergebnis der Rechnung 2019 ist?

Ziffernanzahl

Wie viele Ziffern 1 hat die Zahl n=94+99 +999 + ... + 99....99
=
2019Ziffern9
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Teilbarkeiten

Zeige: 201922 — 2019 ist ohne Rest nicht nur durch 2019 sondern auch durch
2018 und 2019 - 2020 + 1 teilbar.
Bemerkung: 2019200 st eine 6677-ziffrige Zahl!

Jahreszahlen

Es sei xg = 5 und x,,+1:x,,+xinﬁjrn2 1.

a) Zeige, dass xp019 > 63 ist.

b) Bestimme ein n, fiir das x, > 2019 ist.

Hinweis: Finde zunichst eine Ungleichung der Form x2 > a-n+ b

Wourzelsalat
Welche der Gleichungen ist richtig?

2019 [ 2019
201 —————— = 2019 —————— 1
\/ 9+ 2018 - 2020 019 2018 - 2020 (1)
20192 /2019
20192 = 20194/ — 2
\/09+2018 019 2018 )

Die Lésungen zu den Aufgaben findest Du in diesem Heft ab Seite 36.

Neuronen voll beansprucht
Die Mainzer Mathe-Akademie 2018

von Felix Jung

Vom 29. August bis zum 2. September trafen sich zum neunten Mal 30 Schiile-
rinnen und Schiiler zur Mainzer Mathematik-Akademie (MMA) an der Johannes-
Gutenberg-Universitdt Mainz. Von Mittwochabend bis Sonntagmittag haben wir
etwas Uniluft geschnuppert und uns mit mathematischen Themen beschaftigt,
die in der Schulmathematik nicht vorkommen. Alljahrlich bieten drei Dozenten
der Universitat bei der MMA Kurse an, bei denen man sich mit Fragestellungen
beschiftigt und sie so aufbereitet, dass man sie am Sonntag den anderen Teilneh-
mern prasentieren kann.

Die diesjahrigen Themen waren: ,Fraktale Kurven” (Prof. Dr. Steffen Frohlich),
Von Neuronen und Neuronenmodellen” (Prof. Dr. Reinhard Hopfner) und ,Die
Verteilung der Primzahlen” (Akad. Ratin Dr. Cynthia Hog-Angeloni). AuRerdem
werden die Teilnehmer von studentischen Helfern und zwei Lehrkraften, Herrn
Gruner und Herrn Mattheis, betreut. Wir durften uns, nachdem die Dozenten ihre
Kurse kurz vorgestellt hatten, am Donnerstag selbst aussuchen, welchen Kurs wir
besuchen wollten.
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In den Pausen wurden wir gut versorgt und das Mittagessen in der Mensa war
sehr lecker. AuRerdem haben sich in den Pausen viele Moglichkeiten ergeben, mit
Studierenden {iber das Mathematikstudium aus Sicht eines Studenten zu unter-
halten und sich auch mit den anderen Teilnehmer iiber ihr Zukunftsvorstellungen
zu unterhalten.

Daneben wurde uns ein sehr schones Rahmenprogramm geboten. Wir haben an
einem Nachmittag den besten Minigolfspieler unter uns ausgemacht und haben
danach noch zusammen Pizza gegessen. An dem Abend hat Gregor Angeloni uns in
die Grundlagen des Improvisationstheaters eingefiihrt. Freitag hat Prof. Dr. Tilman
Sauer einen mathematisch-historischen Vortrag iiber historische Losungsverfahren
von Gleichungssystemen gehalten, und wir wurden durch die Stadt gefiihrt. Da-
nach hatten wir noch ein bisschen Freizeit in der Stadt, bevor uns Max und Tianyu
nach dem Abendessen eine Einfiihrung in das japanische Strategiebrettspiel Go ge-
geben und uns einige strategische Kniffe gezeigt haben. Am Samstagabend wurde
gemeinsam gegrillt und wir haben unsere Prasentationen fiir Sonntag vorbereitet.
Dabei kommt es darauf an, dass man die Erkenntnisse, die man in seinem jewei-
ligen Kurs gewonnen hat, so aufzubereiten, dass nach einem 30-Minuten-Vortrag
die anderen iiber die Erkenntnisse des Kurses informiert sind.

Fiir alle Teilnehmer war die MMA eine tolle Erfahrung, bei der wir Gleichgesinn-
te kennenlernen und einen guten Einblick in die Mathematik an Universititen
erlangen konnten. Wir mochten uns bei den Mitwirkenden und den beiden Orga-
nisatoren, Herrn Gruner und Herrn Mattheis, fiir die sehr gute Organisation und
auch beim Verein der Freunde der Mathematik der Universitat Mainz fiir die finan-
zielle Forderung bedanken. Ohne diesen Einsatz hatten wir nicht die Méglichkeit
gehabt, solche tolle Tage in Mainz zu erleben.

Felix Jung ist Schiiler der 12. Klasse des Rhein-Wied-Gymnasiums in Neuwied. An
der MMA nahm er dieses Jahr zum ersten Mal teil.
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MMA-Termin 2019

Vielleicht seid |hr jetzt neugierg geworden und méchtet auch einmal an der MMA
teilnehmen, um Euch vier Tage mit Mathematik zu beschaftigen und andere
Mathematik-Begeisterte kennenzulernen? Die nachste findet vom 28. August bis
1. September 2019 statt. Nadherer Informationen findet Ihr rechtzeitig in MoNoID
oder im Internet unter
https://www.mathematik.uni-mainz.de/mainzer-mathe-akademie

Losung ohne Worte

Konstruktion irrationaler Zahlen
von Hartwig Fuchs

Man konstruiere allein mit Zirkel und Lineal die irrationalen Zahlen

x1:\/§—1undx2:\/§—1

und beschreibe, wie man die Zahlen x, = v/n? +1 — 1, n > 3 konstruieren kann.
Losung ohne Worte

1 1 1

Unendlich = unendlich?
von Martin Mattheis

Habt ihr euch eigentlich auch schon irgendwann einmal gefragt, wie viele natiirliche
Zahlen es gibt? Nun, wer im Grundschulalter schon einmal versucht hat, diese zu
zahlen, weild es vielleicht: 1; 2; 3: 4: 5:... 40; 41; 42;... 2017; 2018; 2019;... und
immer so weiter. Man kann z&dhlen, solange man will und kommt doch zu keinem
Ende, denn es sind unendlich viele. Weil man sie trotzdem theoretisch abzdhlen
konnte, sagt man zur Menge N der natiirlichen Zahlen auch sie sei ,abzahlbar
unendlich”.

Was passiert nun, wenn ich zu der Menge N der natiirlichen Zahlen noch eine
weitere Zahl, zum Beispiel die Null, ergdnze? Sind es dann (0o + 1)-viele? Zum
leichteren Vergleich schreiben wir die beiden Mengen N und Ny in eine Tabelle:

No|[O[1]|2]{3[4[5[6]|7|8] 9 |10
N|1/2/3/4|5/6|7]8]9]10]|11
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Man sieht direkt, dass auch die naturlichen Zahlen mit der Null durch die natirli-
chen Zahlen abzahlbar sind. Trotzdem scheint dies unserem gesunden Menschen-
verstand — der allerdings in unserem ganzen Leben nur mit endlichen Begeben-
heiten in Beriihrung kommt — vollstandig zu widersprechen: Die Menge Ny hat
genauso viele Elemente wie die Menge N.

Und was passiert, wenn wir nicht nur eine Zahl, sondern ebenfalls abzahlbar un-
endlich viele Zahlen hinzufiigen und damit zu den ganzen Zahlen kommen? Auch
diese schreiben wir wieder zusammen mit den natiirlichen Zahlen in eine Tabelle:

Z]0|[+1[-1[+2[-2[+3[-3[+4[-4[+5] 5
N[l 2 [3[4|5[6 7|8 91011

Wir stellen drei Dinge fest: 1) Auch die ganzen Zahlen sind abzahlbar unendlich
viele; 2) Es gibt genauso viele ganze Zahlen wie natiirliche Zahlen und 3) Unser
gesunder Menschenverstand fiihlt sich noch ein bisschen weniger gesund.

Da man innerhalb der ganzen Zahlen nur eine sehr begrenzte Anzahl von Divisionen
durchfithren kann, wurden diese zu den rationalen Zahlen erweitert. Die Frage, die
sich fiir uns nun direkt anschlielt, ist die, ob es trotz dieser Erweiterung in Q auch
wieder nur abzadhlbar unendlich viele Zahlen gibt. Nach den Erfahrungen, die wir
mit No und Z gemacht haben, ist diese Frage gleichbedeutend mit der Aufgabe
alle rationalen Zahlen so aufzuschreiben, dass wir sie direkt abzihlen konnen.
Der Hallenser Mathematiker Georg Cantor (1845-1918) entwickelte dazu 1874 das
folgende nach ihm benannte ,, Cantorsche Diagonalverfahren”. Zur Vereinfachung
betrachten wir zundchst nur die positiven rationalen Zahlen und schreiben diese
wie folgt auf:

Ol | OOk= | N= | OV = | Q= | D= [ = [ Nt | ot | et
OIN [ ©0IN [NIN [N | AN | &I | WIN [ NIN | =N
OlWw | VW [NIW [DW [ AW | BIW | WIW | NIW | =W
OlH |0IA (NP (Ol [ Alb |2 (W (N =D
OO | OO [ N[O [ OO | 1O | BT | WO | N[O | =0
OO [ 0O NS | oo |GIe | B | WO | O | |0
OIN | 0IN [ NIN [ OIN | QN | BN WIN [ NIN | =~
O[O | 000 | NI [ DO | OO | HICO | WG | NIO | =00
OO [O[O [NI© [OI© [QY | B[O [ WO [NIY | =[O

Geht man beim Zahlen diagonal vor, so erhdlt man auch hier wieder abzdhlbar
unendlich viele positive rationale Zahlen:
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Qt 112)/1/1/2/3/4/3 /211
1|1/2[3|2|1|1|2|3| 4|5
N |1[{2/3]4|5/6/7(8]9]|10|11

Wen es stort, dass hier einige Zahlen mehrfach gezshlt werden (z.B.1 = 5 = 3.)),

der kann Zahlen, die bereits gezahlt wurden auch gerne {iberspringen:

Qt|i(2|1|1)3/4]3)/2/1]1]5
1123 |1|1|2|3|4]|5 |1
N |1[{2/3]4|5/6|7|8]9|10|11

Entsprechend der Abzdhlung der ganzen Zahlen kann man nun auch noch die
negativen Briiche und die 0 ergdnzen und erhdlt damit in Q auch nur abzahlbar
unendlich viele Zahlen.

Und wie sieht es bei der ndchsten Zahlbereichserweiterung von den rationalen
zu den reellen Zahlen aus? Nach den bisher gemachten Erfahrungen mit der ab-
zahlbaren Unendlichkeit der Zahlenmengen erscheint es mehr als plausibel, dass
auch die reellen Zahlen irgendwie abgezadhlt werden kdnnten. Nehmen wir also
an, dass es abzahlbar unendlich viele reelle Zahlen gibt. Gehen wir im Folgenden
also davon aus, dass wir alle positiven reellen Zahlen in einer zahlbaren Reihenfol-
ge aufgeschrieben haben. Um unsere Betrachtungen zu vereinfachen, untersuchen
wir zundchst nur alle reellen Zahlen zwischen 0 und 1.

Wenn es eine Abzdhlung gibt, dann konnen wir also auch alle reellen Zahlen zwi-
schen 0 und 1 gemals dieser Abzahlung der Reihe nach aufschreiben:

N | Allgemeine Abzdhlung | Anfang einer moglichen Abzahlung
1 0, ajarazasasag. .. 0,136136...
2 0, bibybsbybsbg... 0,955099...
3 0, c16C3¢4C565... 0,424242. ..
4 0, didrd3d,dsds... 0,123456...
5 0, e1ere364656... 0,000110...
6 0, Lfhfsfyfsfs... 0,130267...

Dabei steht z.B. a; fiir die erste Ziffer der ersten reellen Zahl der Auflistung, bs
fir die zweiundvierzigste Ziffer zweiten reellen Zahl der Auflistung usw.

Nun konstruieren wir mit Hilfe obiger Auflistung eine reelle Zahl r = 0, nrrrrsrs. ..
folgendermalen:

Wenn a; # 1, dannseirp =1, sonstsein =2,

wenn by # 1, dannseirn =1, sonstseirn =2,

wenn ¢z # 1, dannsei s =1, sonstseirs=2,..

In unserer Beispielabzahlung wiirde dies r = 0,211121... ergeben. Nun iiberlegen
wir uns, ob die Zahl r bereits in der Auflistung aller reellen Zahlen zwischen 0 und
1 enthalten ist: An der ersten Stelle kann sie nicht stehen, weil a; # r, an der
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zweiten Stelle ebenfalls nicht, da by, # r,, an der dritten Stelle nicht, weil ¢z # r3
usw. usw. Wir haben also eine neue Zahl r konstruiert, die zwar zwischen 0 und
1 liegt, aber in unserer vollstandigen Aufzidhlung aller reellen Zahlen zwischen 0
und 1 nicht enthalten ist.

Wie ist dieser offensichtliche Widerspruch zu erklaren? Nun ganz einfach dadurch,
dass unsere Annahme, dass es zwischen 0 und 1 nur abzahlbar unendlich viele reel-
len Zahlen gdbe, falsch ist. Wenn schon die reellen Zahlen zwischen 0 und 1 mehr
als abzahlbar unendlich viele sind, dann gilt dies fiir alle reellen Zahlen R ebenfalls.
Aus dieser Erkenntnis folgt direkt, dass es verschiedene Stufen der Unendlichkeit
gibt. Die Menge der reellen Zahlen ist nichtabzahlbar oder iiberabzdhlbar. \Was
unser oben mehrfach bemiihter ,,gesunder Menschenverstand” dazu sagt, wird an
dieser Stelle offen gelassen.

Benannt ist das im Jahr 1877 veroffentlichte ,,Zweite Cantorsche Diagonalverfah-
ren” ebenfalls nach seinem Autor Georg Cantor. Das dabei verwendete Beweisver-
fahren , Beweis durch Widerspruch”, bei dem man zunidchst das Gegenteil dessen,
was man eigentlich beweisen will, annimmt und diese Annahme durch korrekte
Schlussfolgerungen zu einem Widerspruch fiihrt, ist nicht nur in der Mathematik,
sondern auch vor Gericht sehr beliebt: ,Ich werde beschuldigt um 13 Uhr in Mainz
ein Mainzelmannchen angerempelt zu haben. Um 12:45 Uhr habe ich allerdings
in Kaiserslautern nachweislich einen Zaun gestrichen (Zeuge: Tom Sawyer). Da es
unmoglich ist, in 15 Minuten von Kaiserslautern nach Mainz zu kommen, kann
ich das Mainzelmannchen nicht angerempelt haben und bin also unschuldig.”
Literatur zum Weiterlesen:

Wer die Frage der mathematischen Unendlichkeiten vertiefen mochte, dem sei zur
Lektiire der Klassiker ,Was ist Mathematik?" von Richard Courant und Herbert
Robbins empfohlen, der noch jede Menge andere grundlegende Ideen zur Mathe-
matik enthalt.

Monoidale Knobelel
von Hartwig Fuchs

(1) M M M
O O O
+ N N N _ _ _
R S T U Ersetze in (1) und in (2) verschiedene Buchstaben
durch verschiedene Ziffern, gleiche Bichstaben durch
2) O 0 O gleiche Ziffern, sodass man zwei korrekte Additionen
[ erhalt.
+ D D D
R S T U
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Wir bezeichnen die in den drei von links nach rechts nummerierten Spalten 51, 55, S3
von (1) zu bildenden Summen M + O + N mit A.
Zunachst gilt: 6 <A <24 wegen A>1+2+3und A<9+48+7 < 30.

Es sei A < 10 In S5 ist dann A = U und in S, ist A = T. Daraus folgt:
U = T — ein Widerspruch.

Es sei A > 20. Dann gilt in 53: A= U+ 20; in 55: A+2 =T + 20; in 5;:
A+2=5+20 Somitist T =S — ein Widerspruch.

Es gilt somit 10 < A < 20. Dann ist in 53 A= U + 10.

Ware nun in 5: A+ 1 = T + 10, so folgte fiir $1: A+ 1 =5 + 10 und daher
ware T =S — ein Widerspruch.

Esgilt alsoo A=U+10und A+1=T 4+ 20, sodass U+ 10+1 =T + 20 ist.
Wegen U <10 und U =T + 9 gilt somit T =0, U = 9 und folglich A = 19.
Damit folgt in $51: A+2=21; alsoist S=1und R = 2.

Somit ist RSTU = 2109.

M, O und N missen nun diese Bedingungen erfiillen: M + O + N = 19 und
M,O,N € {3,4,5,6,7,8} wegen RSTU = 2019

Waren nun M, O und N samtlich < 8, so hatte man N+ O+ M <54+6+7<
19 — ein Widerspruch.

Da O sowohl in (1) als auch in (2) vorkommt, muss O = 8 sein.

Somit sind fir M und N nur noch die Zahlen 4 und 7 sowie 5 und 6 moglich.
Daher hat man — abgesehen von Vertauschungen bei der Zuordnung von Ziffern
zu den von O verschiedenen Buchstaben — im Wesentlichen eine Losung:

1 777 2) 8 8 8
§ 8 8 6 6 6

+ 4 4 4 + 5 5 b
2 109 2 109

Das Denkerchen"
von Horst Sewerin

Endlich hat der beriihmte Maler sein neues Bild fertig gestellt. Es besteht aus
20 Kreislinien, wobei jedes Paar von Kreisen genau zwei Schnittpunkte hat, aber
niemals drei oder mehr Kreise durch einen gemeinsamen Punkt gehen. (Die Figur
zeigt das Werk, als es noch in Entstehung war.)
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Jedes Flachenstiick in dem Bild wurde von
dem Kiinstler mit einer anderen Farbe aus-
gefiillt. Es war schwer fiir ihn, den Uber-
blick zu behalten und keine Farbe doppelt
zu verwenden, denn es entstanden sehr viele
Flachenstiicke.

Wie viele Flachenstiicke enthilt das komplette Gemilde? (Die Antwort ist zu
begriinden.)

Hinweis: Eure Lésungen konnt lhr bis zum 15. Februar 2019 an die Monoip-Redaktion einsenden,
denn auch hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Eure Ergebnisse werden jeweils im iibernichsten
Heft erscheinen.

Losung der Aufgabe aus Heft 134

In Heft 134 stellten wir Euch folgende Aufgabe:

Jules Eltern haben ein sechseckiges Gartengrundstiick 2%
der abgebildeten Form gepachtet. ,Die drei quadrati-
schen Flichen mit den GréRen 18m?2, 20m? und 26m?

wollen wir mit Rasen bepflanzen, die Dreiecke werden 5
zu Obst-, Gemiise- und Blumenbeeten”, sagen die El- 20
tern.

Wie grol ist die gesamte Grundstiicksflache? (Die Losung ist zu begriinden.)

Losung

Es gibt eine kurze Losung mit dem Cosinussatz. Wir stellen jedoch eine Ldsung
vor, bei der nur der Satz des Pythagoras verwendet wird. Dazu benennen wir die
Eckpunkte wie in der Figur und zeichnen im mittleren Dreieck AGB die Hohen
auf die Seiten. Durch die Héhe von G auf AB entsteht unter anderem das recht-
winklige Dreieck AGL, das wir um A um 90° im Uhrzeigersinn drehen. Wegen der
rechten Winkel in den Quadraten geht dabei AG in AH iiber und der Bildpunkt
M von L liegt auf der Geraden DA. Weil HM senkrecht auf DA steht, ist diese
Strecke die Hohe im Dreieck ADH. Die Dreiecke AGB und ADH haben also eine
gleich lange Seite und eine gleich lange Hohe auf dieser Seite, daher sind sie fla-
chengleich. Entsprechend l3sst sich zeigen, dass auch die Dreiecke BKC und GlJ
flachengleich zu AGB sind.
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Daher muss nur noch der Inhalt einer dieser Dreiecksflachen ermittelt werden. Wir
betrachten das innere Dreieck und driicken die Hohe GL mit dem Satz des Pytha-
goras auf zwei verschiedene Arten aus: |GL|?> = |AG|>— |AL|?> = |BG|*— |BL|* =
|BG|> — (JAB| — |AL|)?. Die letzte Gleichung liefert nach Ausmultiplizieren und

! AG2+|AB]*—|BG? _ s
Auflsen nach |AL|: |AL| = | H|2\AE|3| Bel — 18;“\2/%20 = \}%. Fiir die Hohe
GL gilt dann: |GL| = /|AG]? — |AL]? = /18 — 1 = \}—%. Damit berechnen

wir Aage = 2|AB| - |GL| = $/26 - \}—% = 9. Daher betragt die Gesamtflache
Ages = 18 +20 + 26 +4 - 9 = 100.

Vollstandig richtige Lésungen haben Maximilian Hauck und Yannik Spitzley ein-
gereicht.

Hier waren die drei verschiedenen Quadratseiten gegeben. Kann man die Flache
auch dann eindeutig bestimmen, wenn man zum Beispiel die Aulenseiten der drei
duleren Dreiecke kennt? Aber das ware fast schon wieder eine neue Aufgabe.

Was uns iiber den Weg gelaufen

Ist...

...oder von gelben Zitronen und dem
Weihnachtsmann
von Hans-Jiirgen Schuh

A und B seien zwei Aussagen und C := AV B (A oder B). C ist genau dann
wahr, wenn A oder B (oder beide) wahr sind. B
Wir nehmen nun an, dass A =, Zitronen sind gelb” und A =, Zitronen sind nicht

gelb™ (nicht A) gleichzeitig wahr sind, das heifit dass AA (A) (A und nicht A) gilt.
Dann ist offensichtlich C =, Zitronen sind gelb” oder ,den Weihnachtsmann gibt
es leibhaftig® (= AV B) eine wahre Aussage, da Zitronen wirklich gelb sind.
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Wenn nun aber, wie oben gefordert, auch , Zitronen sind nicht gelb” wahr ist, wir
aber bereits wissen, dass C eine wahre Aussage ist, dann muss, da ja nun Zitronen
nicht gelb sind, notgedrungen der Weihnachtsmann leibhaftig existieren.

Bemerkung: Dieser ,Beweis” beruht natiirlich auf dem offensichtlichen Wider-
spruch , Zitronen sind gleichzeitig gelb und nicht gelb”. Damit ist demonstriert,

dass sich aus einem Widerspruch (das heift aus A A (A)) bzw. einer falschen
Aussage jede beliebige Aussage herleiten ldsst, auch wenn sie noch so unsinnig ist.

Die Aufgabe fiir den Computer-Fan

Merkwiirdige Darstellung natiirlicher Zahlen

Vor der Aufgabe ein Beispiel zur Erklarung des Titels. \/7 +4. \/§+\/7 —4.4/3=
4. eine merkwiirdige Darstellung der natiirlichen Zahl 4. Gibt es solche Summen
von Wurzelausdriicken fiir andere natiirliche Zahlen 7

Aufgabe: Fiir welche natiirlichen Zahlen N gibt es eine Darstellung der Form

\/A ++VB + \/A — +/B = N mit natiirlichen Zahlen A und B?

a) Schreibe ein Computerprogramm, welches dir alle solchen Zahlen N bis zur
Grenze Nmax = 69 berechnet !

b) Ermittle aus den Ergebnissen von (a) eine Erklarung/Formel, die alle solchen
Zahlen N und auch die verschiedenen Moglichkeiten fiir solche Darstellungen

beschreibt! (W.G.)

Hinweis: |hr konnt Eure Losungen bis zum 15. Februar 2019 einschicken; denn auch hier gibt
es Punkte zu ergattern, die bei der Vergabe des Forscherpreises eingehen. Ein eigenes Pro-
gramm solltet |hr als Textdatei und die EXE-Datei am besten , gezippt” als E-Mail-Anhang an
monoid@mathematik.uni-mainz.de einsenden.

Die Loésungen werden im iiberndchsten Heft erscheinen.

L6sung der Computer-Aufgabe
aus Monoib 134

Sind a, b € Ny, sodass a® + b? durch ab + 1 teilbar ist, dann ist f;jrblz = g eine
Quadratzahl.

a) Schreibe ein Programm, welches eine von Dir festgelegte begrenzte Anzahl von
Losungen berechnet.

b) Erstelle mit Hilfe der Losungen aus a) eine allgemeine Formel fiir die Folge
aller Losungen.

c) Zusatzpunkte, falls Du einen theoretischen Beweis der Folge der Losungen
erstellst.
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Ergebnisse

Folgende Schiiler haben sich erfolgreich mit der Aufgabe beschaftigt: Maximilian
Hauck vom Elisabeth-Langgdsser-Gymnasium, Alzey, und Yannik Spitzley vom
Kurfiirst-Balduin-Gymnasium, Miinstermaifeld.

a) Struktogramm eines PYTHON-Programmes

IMO 1988 kurz

VOR: ab+1 teilt a"2+b"*2 BEH: q=(a"2+b"2) / (ab+1) ist Quadratzahl
bmax=1234
b=1

solange b<=bmax

a=1 7a=07

solange a<b ist ?a=b?

Z=a"2+b"2; N=a'b+1

ZmodN==07%
wahr falsch

Q=Z divN
Ausgabe Lésung a, b, Q

Q ist Quadratzahl ?
wahr falsch

Ausgabe Lésung a, b, Q Ausgabe "Behaupt. falsch"

a=a+1

b=b+1

Das Python-Programm untersucht alle Moglichkeiten von (a, b) daraufhin, ob
sie eine Losung der Gleichung fiir eine ganze Zahl q darstellen. Wegen der
Symmetrie des Bruches beziiglich a und b kann man ohne Einschrankung
0 < a < b fordern und b bis zu einer Grenze b, laufen lassen; als innere
Schleife lduft dann a von 0 bis b.

Einschrankungen, ? Fragezeichen im Struktogramm

a =0, b +# 0 liefert b?> als Wert des Bruches, eine Quadratzahl. Also sind
(0, b?) unendlich viele Lésungen der einfachsten Form (und ebenso (a2,0)).
a = b liefert einen Widerspruch, sodass 0 < a < b innerhalb ,solange” geniigt.

Python Ergebnisse — Z=Zaehler N=Nenner qzﬁ = ((‘fl;bf))
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a=1 h=1 =1 n=1 b=1 =1 a=1 b=1 gq=1

a=2 b=8 g=4 a=2 b=8 g=4 a=2 =8 g=4

a=3 b=27 =9 a=3 b=27 9 a=3 b=27 q=9

a=8§ b=30 =4 a=3§ b=30 =4 a=8 b=30 g=4

a=4 b=64 g=16 a=4 b=64 =16 a=4 b= 64 q= 16
a=30 b=112 g=4 a=30 b=112 g=4 a=30 b=112 g=4

a=5 b=125 =25 a=3 b=125 =25 a=5 b=125 q=25
a=6 b=216 q=36 a=6 b=216 =36 a=6 b=216 q=36
a=27 b=240 q=9 a=27 b=240 =9 a=27 b=240 q=9

a=7 b=343 =49 a=7 b=343 =49 a=7 b=343 q=49
a=112 b=418 q=4 a=112 b=418 =4 a=112 b=418 g=4

a=8§ b=3512 q=64 a=8 b=512 =64 a=§ b=512 q=64
a=9% bh=729 g=%§1 a=9 b=729 =81 a=9 b=729 g=81
a=10 b=1000 gq=100 |a=10 b=1000 =100 a=10  b=1000 q=100
a=64 b=1020 g=16 a=64 b=1020 g=16 a=64 b=1020 q=16
a=11 b=1331 =121 |a=11 b=1331 @121 a=11 b=1331 g=121
a=418 b=1560 q=4 a=418 b=1560 g=4 a=418 b=1560 q=4

a=12 b=1728 q=144 |a=12 b=1728 144 a=12 b=1728 q=144
a=240 b=2133 q=9 a=240 b=2133 ¢=9 a=240 b=2133 q=9

a=13 b=2197 =169 |a=13 b=2197 ¢=169 a=13 b=2197 q=169
a=14 b=2744 =196 |a=I14 b=2744 =196 a=14 b=2744 =196
a=125 b=3120 =25 a=125 b=3120 g=25 a=125 b=3120 q=25
a=15 b=3375 @=225 |a=15 b=3375 ¢=225 a=15 b=3375 q=225
a=16 b=409 q=256 |a=16 b=409 =256 a=16  b=40% qg=256
a=17 b=4913 q=289 |a=17 b=4913 289 a=17 b=4913 g=289
a=1560 b=5822 q=4 a=1560 b=5822 g=4 a=1560 b=35822 gq=4

a=18%8 b=3832 q=324 |a=18 b=3832 ¢34 a=18 b=15832 q=324
b= 6666 Zeit=§1 Sek fert b=a"3 fett g=4

b) Erste Spalte: Die puren Ergebnisse bis by, = 6666; die eine noch unbekannte
Formel fir IL enthalten, welche?
Zweite Spalte: Interpretation von einzelnen Zeilen liefert fiir einige Lésungen
die Form (b = a%); andere Lésungen der Gestalt b = a" (n € N) kann man
theoretisch ausschlieRen. Es gibt allerdings auch Lésungen mit b # a3.
Dritte Spalte: Interpretation von denjenigen Zeilen, die denselben Quotienten
g haben. Der Fall g = 4 liefert die Losungen g, %, %, %, }l—%g, %. Man er-
kennt sofort, dass der Nachfolger %) der Losung % die Gestalt % hat; b’ muss
sich aus a =2, b = 8 und g = k? (hier k = 2) ergeben:
Durch Ausprobieren erhalt man b = 4.8 — 2 = 30, allgemein b’ = q- b — a.
Diese Formel trifft auch fiir die folgenden Lésungen und ihre Nachfolger zu.
Fiir die ersten vier Losungen von g = 4 gilt: ag =0, by = 2;a1 = by = 2,
b1:4-2—0:8;32:b1:8,b2:4-8—2:30;33:30,
b; =4-30—8 =112 etc.
Fiir g = 9 kann man mit den berechneten Losungen dhnliches zeigen. Vermut-
lich setzen sich die Losungen in dieser Weise fort; allgemein also

aOZOvbO:k:\/a’am—l:bnvbn—kl:q'bn_an-
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Das erklart auch die Glieder (0, k), (k, k®) der 2-ten Spalte. Mit dem Computer
kann dies nur in endlich vielen Fallen stichprobenartig bestatigt werden. Abhilfe
kann hier nur ein allgemeiner, theoretischer Beweis schaffen. (F.R.)

c) Theoretischer Beweis erscheint in MoNoiD137

Mathematische Lese-Ecke

— Lesetipps zur Mathematik —
Frank Rehm

Jainta, Paul et al.: Mathe ist noch mehr: Aufgaben und L&sungen
der Fiirther Mathematik-Olympiade 2012-2017

Heute mochte ich euch einen weiteren Mathematikwettbewerb — die ,FuMQO" und
das neue Buch zur Olympiade vorstellen. FiMO steht fiir Fiirther Mathematik-
Olympiade, denn entwickelt wurde die Initiative seit 1990 iiber mehrere Jahre in
den Gymnasien von Fiirth.

Seit 1992 konnen Schiiler der Klassen 5 bis 8 daran teilnehmen, beteiligen konnen
sich alle Schulen in Deutschland und dariiber hinaus, z.B. in Osterreich. Die Olym-
piade geht zuriick auf die Idee, Schiiler in Bayern gezielt fiir den Landeswettbewerb
zu trainieren, aber auch auf den Bundeswettbewerb und die Mathematikolympia-
de vorzubereiten, aber auch bei jiingeren Schiilern das Talent fiir Mathematik zu
wecken und zu entwickeln.

In den Aufgaben legen die Verfasser Wert auf kurze, klare Formulierungen, im
Geleitwort zum Buch fiihrt Karel Tschacher folgendes Beispiel auf, das zwar nicht
der FiiMo entstammt, aber genau die Zielrichtung der Problemstellungen demons-
triert:;, Wie viele fiinfstellige Zahlen gibt es, deren Querprodukt 20 000 betragt?”
Der Vorsitzende des Vereins FUMO e.V., Paul Jainta, hat zusammen mit finf
weiteren Autoren die Aufgaben thematisch in 15 Kapitel gegliedert, sieben fiir
5.- und 6.-Kladssler und acht fiir 7.- und 8.-Klassler. Es folgt ein Losungsteil fir
alle Olympiadeaufgaben. Hier noch ein Beispiel fiir Klassenstufe 7/8, das fiir die
Eleganz so mancher Problemstellung stehen kann:, Schéne Rechtecke: Anna nennt
Rechtecke schon, wenn die Malzahlen der Seiten natiirliche Zahlen sind und die
MaRzahlen von Umfang und Flacheninhalt Gbereinstimmen. Bestimme alle scho-
nen Rechtecke.”

Paul Jainta - Lutz Andrews
Alfred Faulhaber - Bertram Hell
Eike Rinsdorf - Christine Streib

Angaben zum Buch:

Paul Jainta et al. Mathe ist noch mehr: Aufgaben und Lésungen
der Fiirther Mathematik-Olympiade 2012-2017. Springer Spek-
trum 2018, ISBN 9783662566503, Taschenbuch 171 Seiten.
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Losungen der Mathespielereien
aus Monoib 135

Fiir die jiingeren Schiiler/innen der Klassen 5-8

I. Eine Aufgabe, wie sie der 7-jahrige Carl Friedrich GauB vielleicht
gelost hatte
Bestimme die Summe S aller Quersummen der Zahlen 0,1, 2, 3, ..., 100000. (H.F.)

Lésung:
Die Geschichte ist bekannt, wie der kleine C. F. Gaull die Summe S aller Zah-

len 1,2,3,...,100 gefunden hat. Er rechnete so, wie in der folgenden Tabelle
beschrieben und er erhielt S = 101 - 50 = 5050.

n 1 2 3 ... 50
101-n | +100 +99 +98 ... +51
‘ 101 101 101 ... 101

Ganz dhnlich 16st man die Quersumme-Aufgabe: Zuerst berechnet man die Quer-
summe der Zahlen eines jeden Paares (n,99999 — n) fir n =0, 1,2, 3, ...,49999:

n 0 1 2 3 . 49999
99999-n | 99999 99998 99997 99996 +51... 50000
Quersumme | 45 45 45 45 45

Da 1 die Quersumme von 100000 ist, ergibt sich aus der Tabelle, dass S = 50000-
45 4+ 1 = 2250001 die Summe aller Quersummen der Zahlen n, 0 < n < 100000
ist.

Il. Dreieck und Parallelogramm
Gegeben ist das rechtwinklige Dreieck ABC. Spiegele

die Seite AB an AC. Als Bild ergibt sich AB’. Spiegele
danach die Seite BA an BC, es entsteht BA'. Die
Parallele zu AB durch C schneidet die Gerade BA' in
D und AB’ in E.

AA4C INB a) Zeige, dass das Viereck ABDE ein Parallelo-
Figur 1 gramm ist!

b) Zeige, dass C in der Mitte der Seite DE liegt!
(WG)

Losung:

Allgemein gilt in ABC: o + 8 = 90°.

a) a = o’ bei Spiegelungen, av = o sind Wechselwinkel an Parallelen. Analoges
gilt fir 8 und ’. Daher ist Winkel § bei B gleich 180° — 28 = o + o/, was
beweist, dass ABDE ein Parallelogramm ist.
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b) Winkel BCD ist gleich 90° — o = § = [3'. Daher gilt BD = CD. Aus (a)
ergibt sich AE = EC und AE = BD, also EC = CD, die Behauptung, dass
C die Mitte von ED ist.
Bemerkung: Eine alternative Begriindung ganz an-
derer Art ist abbildungsgeometrisch. Die in der
Aufgabenstellung beschriebenen Spiegelungen er-
zeugen ein Viereck ABA'B’, dessen Diagonalen AA’
und BB’ senkrecht aufeinander stehen und sich
halbieren; es ist also eine Raute. Insbesondere gilt
auch, dass AE und BD parallel sind, was die Be-
hauptung in (a) ist. Desweiteren ist C der Mit-
Figur 1 telpunkt, zu dem die Raute punktsymmetrisch ist;
dies liefert sofort EC = CD, was (2) entspricht.

I1l. Sechseck und Dreieck
Ein regelmaRiges Sechseck und ein gleichseitiges Dreieck haben den gleichen Um-
fang. Bestimme (ohne den Satz von Pythagoras) das Verhiltnis der Flachen von

Sechseck und Dreieck. (H.F.)

Losung:

Die Langen der Sechseckseiten seien a. Dann hat das Sechseck den Umfang 6a,
so dass die Seiten des Dreiecks jeweils 2a sind. Man zerlege nun das Sechseck in
6 gleichseitige Dreiecke - ihre Seitenldngen sind jeweils a (vgl. Abb. 1). Weiter
zerlege man das Dreieck in 4 gleichseitige Dreiecke, deren Seitenlangen ebenfalls
die Linge a haben (vgl. Abb. 2).

Deshalb sind die Zerlegungsdreiecke von Sechseck und Dreieck kongruent. Daraus
folgt fiir die Flachen Fg des Sechsecks und F3 des Dreiecks:

F6ZF3:6Z4.
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IV. Rechnung eines Kindes — mathematisiert

Ersetze die Buchstaben so durch Ziffern, dass eine korrek-

Z W E | . . . .

te Addition entsteht. Dabei sollen gleichen (verschiedenen)
+ Z W E | . : .
L 7 W E | Buchstaben gleiche (verschiedene) Ziffern zugeordnet wer-
S ECHS den. Die erste Ziffer (von links) der Zahlen sei # 0. Bestimme

die kleinste und die groRte Lésung der Aufgabe.

(H.F.)

Losung:

Den Additionsiibertrag von der n-ten auf die (n—1)-te Spalte - diese von links nach
rechts mit n = 2,3, 4,5 gezadhlt — bezeichnen wir mit U,. Wegen 3-9 + 2 < 30
sind fir U, nur die Werte 0,1 und 2 moglich. Daher gilt S = 1 oder § = 2 in
Spalte 1.

V.

Die kleinste Lésung: Es sei S = 1 und daher U,=1. Mit S = 1 folgt aus der
Spalte 5: 3/ = 10Us + 1 so dass | = 7 und Us = 2 ist. Wegen U, = 1 gilt
(Spalte 2): 10 < 3Z + Us < 20 und daher Z > 3 sowie U; = 0, U3 = 1 oder
Us = 2.

Essei Z =3. Fiir U3 =2 ist 3Z+ U; = 11, so dass S = E im Widerspruch
zur Voraussetzung S # E. Aus Us = 1 folgt 3Z + U; = 10 und daher ist
E=0.

In Spalte 4 erhalt man dann aus 3E + Us = Us, dass H = 2 und U; = 0
ist. Mit Uy = 0 und Us = 1 gilt in Spalte 3, dass 3W = C 4+ 10 < 20 und
4 < W <6.Essei W =4 Dannist C =2also C = H, ein Widerspruch. Nun
sei W = 5. Dann ist 3W = 15 und somit C = 5 - ebenfalls ein Widerspruch.
Es sei W = 6. Aus 3W = C + 10 ergibt sich C = 8.

Daher lautet die kleinste Losung: ZWEI entspricht 3607, SECHS entspricht
10821.

Die gréBte Lésung: Es sei S = 2 und U, = 2. Wegen 3/ = 2 4+ 10Us (Spalte
5)ist =4 und Us =1. Aus S = U, = 2 folgt 20 < 3Z + U; < 30 (Spalte
2), sodass Z > 6 ist. Es sei Z =9. Mit U, = 2 folgt aus 372+ U; = E + 20,
dass 7+ U; = E ist. Somit gilt: E = 8, U3 = 1. Weiter ist 3E + Us = 25,
so dass H = 5 und U, = 2 ist. Wegen Us=1 ist 3W + U, > 10, so dass
W = 3,6,7 oder 8 ist. Fiir W > 6 ist jedoch Uz = 2. Daher gilt W = 3 und
somit C = 1.

Damit lautet die grolte Losung: ZWEI entspricht 9384, SECHS entspricht
28152.

Reihenfolge

Auf einem Campingplatz gibt es sechs verschiedene Bungalows: A, B, C, D, E und
F. Diese sind entlang eines Weges wie in der Skizze angeordnet.
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Dabei steht A links von E, B gegeniiber von F und A gegeniiber von C. AuRerdem
ist C der am weitesten von B entfernte Bungalow sowie B der am weitesten von
C entfernte.

a) Wie sind die Bungalows angeordnet?
b) Gibt es auch eine andere Losung? Nenne sie!
(Tobit Roth, Klasse 7, Gymnasium der Ursulinen Calvarienberg)

Losung:

Moglichkeit 1: Moglichkeit 2:
C D F A E B
A E B C D F

Jal Es gibt mehr als eine Losung.

VI. Lass’ dich nicht in die Irre fithren

Wieviele 10-ziffrige Primzahlen gibt es, in denen jede der Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 genau
zwei Mal vorkommt? (H.F.)
Lésung:

Es ist zur Losung der Aufgabe nicht notwendig, als Erstes alle Zahlen zu be-
stimmen, welche die vorgegebenen Bedingungen erfiillen! Ist ndmlich n eine 10-

ziffrige Zahl nur mit den erlaubten Ziffern, dann hat n die Quersumme Q(n) =
2-14+2-242-3+2-442-5=30. Nun gilt fir jede natiirliche Zahl m:

Ist die Quersumme Q(m) von m ein Vielfaches von 3, so ist auch m ein
Vielfaches von 3.

Da nun fir jeden Losungskandidaten n der Aufgabe Q(n) = 30 ist, ist n ein
Vielfaches von 3. Es gibt also keine Primzahl, welche die Voraussetzungen der
Aufgabe erfiillt.

VIl. Zahlenfolge
Betrachte die Folge

5,2,25,1,25,2,625,1, 625, ...

a) Berechne fiinf weitere Folgenglieder.
b) Wie setzt sich die Folge zusammen?
(Tobit Roth, Klasse 7, Gymnasium der Ursulinen Calvarienberg)
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Losung:

1. Weitere Folgenglieder sind:

2,380625, 1, 380625, 2

2. Wir bezeichnen das n-te Folgenglied mit a,,.

Dann sind die geraden Folgenglieder gegeben durch:

1 wenn n durch 4 teilbar ist
an, —
! 2 wenn n gerade, aber nicht durch 4 teilbar ist

Die ungeraden Folgenglieder sind gegeben durch a; =5 und

an
ant2 = a,""!

fur alle ungeraden n > 1.

Man kann sich dies auch so veranschaulichen:
52 251 25 2 625 1 625 2 380625 1 380625
52 =25 252 =625 6252 =380625

251 =25 625! =625 3806251  =380625

Neue Mathespielereien
Fiir die jiingeren Schiiler/innen der Klassen 5-8

I. Losung gesucht
Bestimme — falls das moglich ist — die Ziffer y der 7-ziffrigen Zahl 242424y so,
dass x eine positive ganzzahlige Losung der Gleichung

(%) (1926 — 3 - x)? = 242424y ist.

(H.F)

|I. Problem eines Gartners

—mmmm s (it |

Ein rechteckiger Rasen soll so angelegt werden, dass er

von einem Pfad der Breite 1m vollstindig umgeben ist,
und dass gilt:
Die Seiten des Rasens haben ganzzahlige Langen x, y und

Wie sind die Abmessungen x und y des Rasens zu wahlen?
Hinweis: Zeige zunachst, dass die kiirzere Seite des Rasens

¥ : die Flachen des Rasens und des Pfades sind gleich groR.
I kiirzer als 5m ist. (H.F.)
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I1l. Ein Schulwegproblem

Vier Kinder Anna, Bernd, Cynthia und Den-
nis — die jeweils in einem der Hauser
Ha, Hg, Hc, Hp wohnen — besuchen die Schu-
len Sa, Sg, Sc, Sp auf derselben Insel. Kann je-
des der Kinder zu seiner Schule gelangen, ohne
dass sich sein Schulweg mit dem eines anderen
Kindes kreuzt? Wenn ja, zeichne eine mdogliche
Losung ein.

(H.F.)

IV. selbstgemachte Kiirzungsregel

Hans hat im Unterricht mal wieder getrdumt, wahrend der Lehrer das Kiirzen
erklart hat. Da er aber ein pfiffiger Schiiler ist, hat er kurzerhand eine eigene
Regel aufgestellt:

19 1,16 1
Z.B..%—5Oder ﬁ[]. —4

.Nicht schlecht”, meint sein Lehrer, ,funktioniert aber leider nicht immer. Bis zur

nachsten Stunde suchst du noch zwei weitere Briiche, die man auf diese Weise
.kiirzen" kann." (Christoph Sievert)

V. Buchstabenratsel
Ersetze jeden Buchstaben durch eine Ziffer, so dass

ABCDE -4 eine korrekte Multiplikation entsteht (jedoch sei A #

EDCBA 0). Gleichen (verschiedenen) Buchstaben sind dabei
gleiche (verschiedene) Ziffern zuzuordnen.

(H.F))

V1. Weil liegt oben

Ein groRer Holzwiirfel wird von aulen weill angemalt und dann in 64 gleich groRe
Wiirfel zerlegt. Man wahlt — ohne hinzusehen — einen der kleinen Wiirfel und
wiirfelt einmal damit.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass seine oben liegende Flache weils ist?

Bemerkung: Die innenliegenden Schnittflichen sind holzfarben, also nicht weils.
(H.F.)

VIl. Eine Frage der Teilbarkeit
Keine Zahl n> +1,n = 1,2,3,... ist durch 3 oder durch 4 teilbar. Trifft das
zu? (H.F.)
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Neue Aufgaben
Klassen 9-13

Aufgabe 1225: Eine Ungleichung mit dem Logarithmus
Finde die kleinste Zahl ¢ derart, dass log(1+10%) < x + ¢ fir alle x > 0. (WJB)

Aufgabe 1226: Pizza gerecht teilen

a) Anton hat einen Austauschschiiler, Enrico aus Neapel, zu Gast. Am letzten
Tag seines Aufenthaltes backt dieser eine Pizza auf einem quadratischen Blech.
Dazu erwartet Anton 10 weitere Gaste.

Wie kann Enrico die Pizza so teilen, dass jeder Anwesende nicht nur ein gleich
groles Stiick bekommt, sondern auch gleich viel vom Rand?

b) Zeige: Fiir jedes n = 3,4, ... |asst sich ein Quadrat mit Hilfe gerader Linien in
n Teile so zerlegen, dass jedes Teil die gleiche Flache besitzt und den gleichen

Anteil des Randes des Quadrats. (WJB)
Aufgabe 1227: Pythagoras denkt auch noch nach...
‘ In einem rechtwinkligen Dreieck ist eine Kathete
| 77cm lang.

Wie lang sind die beiden anderen Seiten, wenn alle
Seitenlangen natiirliche Malzahlen haben?
» »  Hinweis: Es gibt vier Losungen.

(Christoph Sievert)

Aufgabe 1228: Kantenzahlen eines Polyeders

Ein durch ebene Vielecke begrenzter Kérper heillt ein Polyeder. Begriinde: Unter
den Seitenflachen jedes Polyeders sind zwei mit der gleichen Kantenzahl. (H.F.)

Aufgabe 1229: Wo liegt der Fehler?

Wie heilt die groBte der natiirlichen Zahlen n > 17

Da im Allgemeinen fiir jede natiirliche Zahl n das Quadrat n? groRer als n ist,
muss die grolte Zahl N unter den Zahlen n aus logischen Griinden die Eigenschaft
haben, dass ihr Quadrat N? nicht groRer als N sein kann, dass also N? < N gilt.
Diese Ungleichung trifft nur fir N =1 zu.

Mithin ist 1 die groRte natiirliche Zahl!

Wo liegt der Fehler? (H.F.)

Aufgabe 1230: Einige Eigenschaft von Primzahl-Zwillingen

Es seien p und g Primzahl-Zwillinge mit 3 < p < g. Dann gilt: 6 ist Teiler von
g+ p, 12 ist Teiler von g% — p?, 18 ist Teiler von q* + p>. Zeige dies. (H.F.)
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Aufgabe 1231: Teilbarkeitsproblem

a) Die Zahl n = 131313...131 mit 2018 Zifferpaaren 13 gefolgt von der Ziffer
1 ist nicht durch 31 teilbar. Zeige dies.
Hinweis: Die Zahl ist 2 -2018%0 + 1-ziffrig gewahlt, damit es kaum méglich ist,
die Lésung durch numerische Division n : 31 zu suchen.

b) Kénnte man die Aufgabe auch statt mit einem konkreten n auch mit einem
2k-ziffrigem n, k beliebig, stellen? (H.F.)

Geloste Aufgaben aus Monoip 135
Klassen 9-13

Aufgabe 1218: GrolBte Zahl
Welches ist die grollte ganze n-ziffrige Zahl, die eine n-te Potenz ist? (H.F.)

Losung:

Es sei z = a" die gesuchte Zahl, a eine positive ganze Zahl. Nach Voraussetzung
gilt: 1071 < 3" < 10". Danach ist a = 9 — wire namlich a > 10, so wire a" >
10". Aus 10”71 < 9" erhilt man mit einem Taschenrechner einen Anhaltspunkt
fur die Grole von n. Es ist n < 21, denn %__11 <OQgiltfirn—1=1,2,3,...,20.
Tatsachlich ist 92! ~ 1,1 -10%°, wihrend 9?2 ~ 9,8 - 10%°, so dass 9% 21-ziffrig
ist. Folglich ist z = 9% die gesuchte Zahl.

Aufgabe 1219: Nullstellen
Wenn ich Dir verrate, dass das Polynom f(x) = x* — 4x3 — x2 +8x — 2 zwei Null-
stellen xq, xo hat mit x, = )%1 kannst Du dann alle Nullstellen von f bestimmen?
(WJB)
Losung:
Ist x einer der Werte xi, xo, so gilt nicht nur f(x) = 0, sondern auch f(1) =0
und deshalb g(x) = x*f() =0, also
f(x) = x*—4x3 —x*+8x—2=0und
gx)=-2x"+8x3—x*—4x+1=0
und deshalb 2f(x) + g(x) = —3x* + 12x — 3 = 0.
Wir definieren h(x) = M = x? — 4x + 1. h(x) hat die Nullstellen x;» =
2-++/4 —1 = 2++/3. Wir bemerken, dass x;-xp = (2—|—\/§)(2—\/§) =4-3=1,

also tatsachlich x, = X—ll st x keine der Nullstellen x1, x, so diirfen wir f(x) durch
h(x) dividieren:

f

%:(x4—4x3—x2+8x—2) (X —dx+ 1) =x" -2

Dies ergibt die beiden weiteren Nullstellen x3 = /2, x4 = —/2.
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Aufgabe 1220: Eine besondere Pyramide

In einer quadratischen senkrechten Pyramide seien g, k und h die Langen der
Grundseiten, der Seitenkanten und der Hohe.

k a) Konnen in einer solchen Pyramide h, g und k (in

dieser Reihenfolge) aufeinander folgende natiirli-
h che Zahlen sein? Wenn ja, welches sind diese na-
tiirlichen Zahlen?

b) Konnen h, g und k in beliebiger Reihenfolge auf-
einander folgende ganze Zahlen sein?

(H.F.)

Lésung:

a) Mit den Bezeichnungen der Figur gilt: k2 = h? + (halbe Diagonale)?, g2 =
?-(halbe Diagonale )? = h2+%g2 — k> Wegenh=g—1lundk=g+1
olgt:

1
(g—1)2+§g2:(g+1)2 — g=8h=T7k=0

b) Man betrachte nach obigem Muster die sechs Falle:
g<h<kg<k<hh<g<kh<k<gk<h<gk<g<h.

Ergebnis: Sie ergeben nur im oben untersuchten Fall h < g < k eine Losung.

Aufgabe 1221: Ein Keil im Kreis

C
Im Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r = 1
sei der, Keil* AMBC mit den gleichlangen Seiten
AC und BC und einem Winkel von 270° beim

Punkt M gegeben. Welchen Flacheninhalt F hat
- der Keil?
A B

(H.F.)

Losung:
In die gegebene Figur zeichne man die Hilfslinien AB und MD mit MD 1 AB

emn.

(1) F=|ABC|—|ABM].
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Das Dreieck ABM hat einen 90°-Winkel beim
Punkt M. Somit ist |AB]?> = 1% + 12, also
|AB| = v/2. Nun gilt |AD|? + |DM|? = 12 und

‘. wegen |[AD| = L|AB| = 12 ist [DM|? = 1, so
dass |DM| = 21/2 ist. Folglich ist |[ABM| = 1.
AN 7 g
Weiter ist:
1 1 1 1 1
|ABC| = 5|AB] - |DM + MC| = 5¢§(§¢§+ 1) =5+ 5\6

und mithin gilt mit (1) F = /2.

Aufgabe 1222: Beim Familientreffen

Bei einem Familientreffen begriilst jeder Teilnehmer jeden anderen Teilnehmer mit
Handschlag.

Wenn man nun jemanden, der bereits ungeradzahlig vielen Personen die Hand
gegeben hat, als eine u-Person, alle anderen Teilnehmer als v-Personen bezeichnet,
dann gilt:

(%) Zu jedem Zeitpunkt ist die Anzahl der u-Personen gerade.
Trifft das zu? (H.F)

Losung:

Nach jeder Begriisung ist aus einer u-Person eine v-Person geworden und um-
gekehrt. Mit U; und |U;| seien die Menge der u-Personen und deren Anzahl zu
einem bestimmten Zeitpunkt bezeichnet. Wenn sich dann zwei weitere Personen
begriifen, dndert sich dadurch |U;] so:

Bei zwei u-Personen wird |U;| um 2 vermindert und bei zwei v-Personen um 2
vergroRert; im Fall einer u-Person und einer v-Person bleibt |U;| unverandert. Fiir
die Anzahl |U;41| von u-Personen in der neuen Menge U;.1 gilt daher

(k%) |Uis1|=|Ui| + k mit k = —2 oder k = +2 oder k = 0.

Es sei nun Uy — U; — U, — ... die Kette der Menschen aus u-Personen,
die schrittweise durch die Begriibung jeweils zweier Personen entsteht. Da die
Anzahlen der u-Personen in den Mengen U; sich nach dem invarianten Muster
aus (xx) verandern gilt:

Aus |Up| = 0 folgt mit (xx) die Behauptung (x).

Aufgabe 1223: Nur Ziffern 1 und 2
Auf wie viele Arten kann man eine natirliche Zahl n als eine Summe aus den
Zahlen 1 und/oder 2 schreiben, wenn es auf die Reihenfolge der Summanden

nicht ankommt und 1 = 1, 2 = 2 als Summendarstellung fir n = 1 und n = 2
gelten? (H.F.)
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Losung:

A(n) sei in Abhingigkeit von n die Anzahl der mdglichen additiven Zerlegungen
von n. Essei n = 2p+r mit r = 0 oder r = 1 und einer natiirlichen Zahl p. Dann
ist n — r = 2p eine gerade Zahl. Wenn man nun 2p in Summanden 1 und/oder 2
zerlegt, dann kann die Anzahl der dabei auftretenden Zahlen 2 nur 0, 1, 2, ... oder

p sein.
Daher gilt:
1
A(n):p+1:§(n—r)—|—1
mit r = 1 fiir ungerades n und r = 0 fiir gerades n. Setzt man daher r =

(1= (-1)"), so folgt:

1/2n 1—(=1)" 4 2n+3+(-1)"
A== —— —— | + - = > 1.

Aufgabe 1224: Teiler einer Fakultat

Es sei n > 1 eine ganze Zahl, die keine Primzahl ist. Dann gilt fiir jedes solche n:
Die Zahl (n — 1)! ist ohne Rest durch n teilbar. Dabei ist (n — 1)! das Produkt
1-2-3---(n—1). Stimmt diese Behauptung? (H.F.)

Losung:
Die Behauptung ist falsch, denn fiir n =4 ist (n —1)! =31 =3-2.1 = 6 nicht
durch n = 4 teilbar.

Bemerkung: Da n keine Primzahl ist, gibt es zwei ganze Zahlen g und h mit
2<g<n—1lund2<h<n—1 sodassn=g-hist.

Falls g # h ist, dann sind wegen g < n— 1 und h < n— 1 die Zahlen g und h
und damit auch n = g - h Teiler von (n — 1)!.

Falls g = hund g > 2 ist, dann gilt wegen g% > 2g fiir g > 2, dass n = g2 > 2g
ist. Daraus folgt: n—1 > 2g > g. Mithin sind g und 2g und somit auchn=g-g
Teiler von (n — 1)

Falls g = h = 2 ist, dann ist n = 4 kein Teiler von (n — 1)! =3I = 6.

Die Behauptung trifft also zu fiir jede nicht prime ganze Zahl > 6.

Die Formeln von Vieta und die

Markovgleichung
von Manfred Lehn

Zwischen den Nullstellen x; und x; einer quadratischen Gleichung x> 4+ax+b =10
und den Koeffizienten a, b bestehen die Relationen —a = x3+x, und b = x;x2, wie
man an der Identitit x* + ax + b = (x — x1)(x — x2) durch Ausmultiplizieren und
Koeffizientenvergleich sieht. Traditionell nennt man die Relationen x; +x, = —a
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und x;xo = b die Vietaschen Formeln nach dem franzdsischen Mathematiker
Francois Viéte in einer latinisierten Version seines Namens. Daraus ergibt sich
aber sofort die Folgerung, dass man zur Bestimmung der zweiten Losung einer
quadratischen Gleichung keine Wurzeln ziehen muss, wenn man schon eine Losung
x1 kennt. Man rechnet nimlich x, = —a — x; oder x, = b/x; je nachdem, was
bequemer ist. Fiir die zweite Option darf natiirlich x; nicht verschwinden. Dieses
simple Prinzip wollen wir zur Lésung der sogenannten Markovgleichung verwenden.
Bei seinen zahlentheoretischen Untersuchungen iiber Kettenbriiche und sogenann-
te quadratische Formen in zwei Unbestimmten wurde der russische Mathematiker
Andrei Andrejewitsch Markow auf die folgende Gleichung gefiihrt,

x* 4 y? 4+ 7% = 3xyz (1)
fiir die wir Losungen in positiven ganzen Zahlen suchen. Die Arbeit von Markow er-
schien 1880 auf franzdsisch in der deutschen Zeitschrift Mathematische Annalen.
Deshalb erscheint der Name des Autors oft in der frither tblichen Transkripti-
on Markoff. In der Fachliteratur schreibt man meist wie im Englischen Markov.
Seitdem taucht die Markovgleichung immer wieder in ganz unterschiedlichen ma-
thematischen Kontexten auf. Viel bekannter ist Markow aber fiir seine Arbeiten
zur Stochastik. Unter anderem sind sogenannte Markovprozesse und Markovket-
ten nach ihm benannt. Sein Sohn mit identischem Namen war ein sehr bekannter
Logiker.

Hier soll es aber nur um die Gleichung x2 4 y? + z? = 3xyz gehen. Wir schreiben
Losungen der Markovgleichung als Tripel (x, y, z). Eine Lésung springt sofort ins
Auge, namlich (1,1,1), und nach kurzem Probieren findet man auch (1,1,2).
Mit einer Losung (x,y, z) ist natirlich auch jedes Tripel, das durch beliebige
Vertauschung der Komponenten entsteht, wieder eine Losung. Wir wollen solche
Lésungen aber nicht als verschieden betrachten. Natiirliche Fragen sind: Gibt es
andere Losungen? Wenn ja, wieviele? Und wie kann man sie alle finden? Hier
kommen die Vietaschen Formeln ins Spiel.

Nehmen wir an, wir haben eine Lésung x? + yZ + z2 = 3x1y1z1. Offenbar ist x
eine Losung der quadratischen Gleichung X2 — 3y1z21X + (y2 + zZ) = 0 in der
Variablen X. Nach den Vietaschen Formeln ist x, = 3y;z; — x; eine andere Losung
der quadratischen Gleichung, und zwar wieder eine ganzzahlige! Anders gesagt: Ist
(x1, Y1, 1) eine Losung der Markovgleichung, so auch (3y1z1 —x1, y1, z1). Dasselbe
Argument funktioniert aber auch mit y; oder z; in der Rolle von x;. Demnach sind
auch (x1, 3x3z1—y1, z1) und (x4, y1, 3x1y1—21) Losungen. Startet man zum Beispiel
mit der Losung (2, 5,29) (nachrechnen!), so findet man auf diese Weise drei neue
Losungen (433,5,29), (2,169,29) und (2,5, 1). Die Operation x; — 3y121 — x1
verhdlt sich wie eine Spiegelung: Wendet man sie zweimal hintereinander an, so
kommt man zur Ausgangslosung zuriick (nachrechnen!). Wir wollen deshalb diesen
Prozel der bequemen Sprechweise halber eine Spiegelung an x; nennen.

Wir konnen jetzt systematisch vorgehen und mit der Basislosung (1,1, 1) begin-
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nend nach und nach iterativ neue Lésungen produzieren. Im folgenden Graphen
steht jede Ecke fiir eine Losung, und zwei Ecken sind durch eine Kante verbunden,
wenn die zugehorigen Losungen durch eine Spiegelung im obigen Sinne auseinan-
der hervorgehen.

(5,13, 194)

(1,13, 34)

O,

Bei der Betrachtung dieses Markovgraphen stellen sich sofort eine Reihe von Fra-

gen:

1.

Es sieht so aus, als wiirden in allen Ecken des Graphen auBer (1,1, 1) und
(1,1, 2) drei Kanten zusammenkommen. Solche Ecken nennt man trivalent.
Aber stimmt die Beobachtung? Sind alle Ecken auRer (1,1,1) und (1,1, 2)

trivalent?

Es sieht auch so aus, als konne es im Graphen keine geschlossenen Wege
geben, also Wege, bei denen man zur Ausgangsecke zuriickkommt, aber un-
terwegs keine Kante zweimal durchlduft. Zusammenhangende Graphen ohne
geschlossene Wege nennt man Bdume. Aber ist unser Markovgraph wirk-
lich ein Baum? Oder ist das nur ein falscher Eindruck, weil der gezeichnete
Ausschnitt zu klein ist?

Und ist der Graph zusammenhangend oder besteht er aus mehreren getrenn-
ten Teilgraphen? Anders gesagt: Kommt man durch fortgesetztes Spiegeln
ausgehend von einer Losung der Markovgleichung zu jeder anderen?

Die Antwort auf die dritte Frage lautet jedenfalls: jal Wir beweisen namlich den
folgenden Satz: Von jeder Losung kommt man durch wiederholtes Spiegeln in
endlich vielen Schritten zur Basislésung (1,1, 1).

Die grobe Beweisidee ist einfach: Wir geben uns eine Lésung vor, etwa (x, y, z) und
nehmen ohne Einschrankung an, dass das Tripel geordnet ist, alsox >y > z > 1.
Wir wenden dann unsere Spiegelung auf den groRten Eintrag an, also x, in der

29 Monoib 136



Hoffnung, dass die neue Losung (3yz — x, y, z) in einem zu prazisierenden Sinne
kleiner ist als die alte Losung (x, y, z). Machen wir uns an die Ausfiihrung:

Falls x = y = z, so reduziert sich die Markovgleichung auf 3x*> = 3x3 mit der
eindeutigen Losung x = y = z = 1. In allen anderen Fillen ist x > z. Daraus
folgt 3x2 = x?4+ x> +x% > x*+y?+ 2> = 3xyz. Wir kiirzen 3x und bekommen die
strengere Ungleichung x > yz. Nun sind die beiden Losungen der quadratischen
Gleichung X? + y? + z? = 3Xyz durch

3yz 4/ (Bye)? — (v2 + 22)

gegeben. Diese stimmen mit x und x’ = 3yz — x (iberein, nur dass noch unklar,
ist, welches Vorzeichen zu x bzw. zu x’ gehort. Wir wollen zeigen, dass x’ < x.
Andernfalls ist x < x’ und

— Iz Gy - (12 + 22).

Wegen x > yz fiihrt dies auf die Ungleichung

lyz > \/ y? + z2).
Wir quadrieren, multiplizieren aus und sammeln alle Terme auf einer Seite:

0> 2y%z° — y? — 22,
Die rechte Seite kann man auch in die Form y?(z? —1)+z%(y?—1) bringen. Da y

und z positive ganze Zahlen sind, ist dieser Ausdruck sicherlich > 0. Widerspruch!
Die Annahme iiber x war also falsch, und es gilt umgekehrt

= 32— Gl = (2 + 22) < Byz 4 Gy — (2 + 22) = x

Die neue Losung (X', y, z) der Markovgleichung ist in dem Sinne kleiner als die
Losung (x,y,z), dass X' +y +z < x4+ y + z. Weil x+ y + z in jedem Falle
eine positive ganze Zahl ist, kann man diesen Schritt nur endlich oft durchfihren,
bevor der Prozess abbricht, weil man auf die Basislosung gestolen ist.

lch méchte zum Schluss auf die Aufgabe fiir den Computerfan in M134 zur.[uckkommen,
die aus den Klausuraufgaben der Internationalen Mathematikolympiade 1988 stammt
und als sehr schwer galt:

Konnen Sie mit einer dhnlichen Strategie wie in unserer Behandlung der Markov-
gleichung den Beweis fiihren? Konnen Sie die obigen Fragen 1 und 2 beantworten?
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Mathematische Entdeckungen

1. Mathematische Entdeckungen am Markov-Graphen zur Gleichung
x? + y? + 722 = 3xyz
Leige:

e (1,1,1) und (1,1,2) sind die einzigen Losungen der Markovgleichung, bei
denen zwei Komponenten gleich sind.

e Es gibt keine Losung (x, y, z) der Markovgleichung, die unter einer Spiege-
lung unverdndert bleibt.

e Essei(x,y, z) eine Losung der Markovgleichung mit paarweise verschiedenen
Komponenten x, y und z. Dann sind alle Lésungen (X', y, z), (x,y’, z) und
(x,y,Z'), die durch Spiegelungen entstehen, untereinander und von (x, y, z)
verschieden.

e Es gibt keine Ecke des Markovgraphen, die unter Spiegelung in sich iibergeht,
keine univalente Ecke auRer (1,1, 1) und keine bivalente Ecke auler (1, 1, 2).

e Der Markovgraph ist ein Baum, d.h. er enthilt keine geschlossenen Wege.
(M.L.)

2. Mathematische Entdeckungen an der Gleichung x>+ y? = m(1+xy)
Erstelle den zugehohrigen Markov-Graphen. Gib hiermit (oder anders) einen Be-
weis fiir die Computerfan-Aufgabe aus MonoiD134 an.

Hinweis: Eure mathematischen Entdeckungen kénnt lhr bis zum 15. Februar 2019 an die Monoip-
Redaktion einsenden, denn auch hierbei gibt es Punkte zu ergattern. Eure Ergebnisse werden
jeweils im (iberndchsten Heft erscheinen.

Losung der Aufgabe aus Heft 134

In Heft 134 stellten wir Euch folgende Aufgabe:

Besondere Darstellung der Zahl 2018
Man kann die Zahl 2018 nur mit der Zahl 2 oder nur mit 3 oder nur mit 4, nur

mit 5,... oder nur mit 10 sowie den arithmetischen Operationszeichen +, —, -, :, T
(,hoch") und mit Klammern schreiben.
Beispiel:

2018 = (212-2)-((212-2-2):2—2) +2 mit A(2) = 10.
2018 = (3—3:3)-((3-343:3) 13+ 3-3) mit A3) = 10.

31 Monoib 136



Dabei bezeichnen A(2), A(3), ... die Anzahl der Zweien, der Dreien, ... in der Dar-
stellung von 2018.

Versuche nun Darstellungen der Zahl mit den Zahlen 2, mit 3,..., mit 10 zu finden,
wobei die Anzahlen A(2), A(3), ... moglichst klein sein sollten. (H.F.)

mit dieser Aufgabe haben sich beschaftigt:
Maximilian Gébel, Internatsschule Schloss Hansenberg, Jannik Spitzley, Kurfirst
Balduin-Gymnasium Miinstermaifeld.

Sie fanden die folgenden Anzahlen:
2 3 45 6 7 8 9 10

A(n)|8 10 8 12 13 11 11 12 10

Die zugehorigen Kombinationen:
2018 = ((2+2)®+2) —2.2).22.2 42
2018 — (((3+3)3+3-3)-3:3-3) _ 3

3
2018 = (44 4) - (44 4) + (4+4)
(5+5)5
2018 = 6 5) +5.5_5_ (5+5)
_ (((((Geﬂ) —6)-6—6— 6)66+6+6)
2018 = -
2018 = ((T7=7)7— 77) 7+7)-T+7+7)
2018 = w
(8+8)+

2018:(9+9+9—@).9.9_9+(9;9)

_ (((10+10)-10-10+10+10)-10—10—10)
2018 = =

Georg Cantor

Zum hundertsten Todestag
am 6. Januar 2018.

von Hans-Jiirgen Schuh

Die Unendlichkeit hat die Menschen schon immer fasziniert. Stets war der Wunsch
nach dem ewigen Leben vorhanden: wenn es hier auf der Erde nicht mdoglich ist,
dann nach einer Wiederauferstehung nach dem Tode.

In der Mathematik hat die Unendlichkeit lange ein Schattendasein gefiihrt. Georg
Cantor war der Erste, der die Unendlichkeit quantifizierte und uns gelehrt hat, wie
man mit Unendlichkeiten rechnet. Die von ihm geschaffene Mengenlehre ist heute
eine selbstverstindliche Grundlage der modernen Mathematik. Ohne seine Theo-
rien zur Unendlichkeit ist die Mathematik, wie wir sie heute kennen, unvorstellbar.
Georg Cantor ist einer der einflussreichsten Mathematiker des 19.Jahrhunderts.
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David Hilbert hat in einem Brief nach Cantors Tod geschrieben:

...An Originalitdt und Kiihnheit der Gedanken ist er [Georg Cantor| von keinem
Mathematiker aller Zeiten — von Euklid bis Einstein — ibertroffen worden: er schuf
etwas ganz Neues, wovon noch Nichts vorhanden war, die Mengentheorie, deren
Begriffsbildungen und Anwendungen in allen Gebieten der Mathematik schon jetzt
Gemeingut aller Mathematiker geworden ist, obwohl ich glaube, dass gerade die
tiefsten Gedanken seiner Lehre erst noch in den spateren Jahrzehnten zur vollen
Auswirkung gelangen werden.”

Georg Cantor wurde am 3.Marz 1845 in St.Petersburg geboren. Als Junge besuch-
te er mit seiner Mutter oft den Winterpalast des Zaren, wo zwei seiner Tanten
Kammerjungfern gewesen sind. Sein Urgrolvater organisierte am Hofe Tischge-
sellschaften mit bis zu 3.000 Leuten. Der Grolvater Franz Ludwig Béhm war
Kapellmeister an der kaiserlichen Oper in St.Petersburg. Er hat dem jungen Niko-
lai |. das Geigenspiel beigebracht.

Uber die Herkunft des Vaters Georg Woldemar Cantor ist nur wenig bekannt. Sei-
ne Familie stammte aus Kopenhagen. In den 1840er Jahren war er zunichst einer
der drmsten Makler, wurde dann aber zu einem der reichsten in St.Petersburg.
Woldemar Cantor hat einen Artikel iber Behandlungsmdoglichkeiten bei Tuberku-
lose in der medizinischen Zeitung St.Petersburgs auf Deutsch veroffentlicht. Es ist
nicht bekannt, wo er seine Bildung erhalten hat.

Im Jahre 1856 iibersiedelte die Familie nach Deutschland und liels sich in Frank-
furt am Main nieder. Der Vater hatte sich wegen eines Lungenleidens von seinen
Geschaften zurilickgezogen und lebte mit der Familie von seinem Vermdgen. Georg
Cantor war damals 11 Jahre alt. Er hat dann die Realschule besucht. Der Vater
wollte, dass sein Sohn Ingenieur wiirde, aber Georgs Berufswunsch war, ein Ma-
thematiker zu werden. Irgendwann hat ihm dann sein Vater erlaubt, Mathematik
zu studieren.

Im Herbst 1862 begann Georg Cantor das Studium an der Universitat Ziirich.
Dort ist er kaum mit der modernen mathematischen Forschung in Beriihrung ge-
kommen. Im Frithsommer 1863 erlag Cantors Vater seinem langjdhrigen Leiden.
Cantor unterbrach sein Studium fiir ein Semester, ging danach jedoch nicht nach
Zurich zurlick, sondern setzte seine Studien in Berlin fort, wohin seine Mutter
iibergesiedelt war. Berlin war damals das Weltzentrum der Mathematik mit den
drei Mathematikprofessoren von Weltruf: Ernst Eduard Kummer, Leopold Krone-
cker und Karl Weierstrall . Nach weiteren vier Jahren hat Georg Cantor 1867 bei
Kummer als Erstgutachter und Weierstrall als Zweitgutachter promoviert.

Er hat dann zundchst, aber nur sehr kurz, an einem Gymnasium unterrichtet. Alle
moglichen spateren beriihmten Mathematiker haben das auch getan. Er hat dann
aber eine Lehrerausbildungsinstitution verlassen, weil er eine Moglichkeit sah, sich
in Halle an der Saale zu habilitieren und ein Extraordinariat zu bekommen.

So kam der 24j3hrige Cantor im Jahre 1869 nach Halle, um dort sein wissenschaft-
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liches Leben an der Universitat Halle zu beginnen. Er blieb iiber 40 Jahre Mitglied
der Universitdt Halle. Wenn man ein Extraordinarius war, durfte man zwar den
Titel eines Professors fiihren, wurde aber nicht unbedingt bezahlt. Genau das
passierte Cantor. Er fiihlte sich deshalb zu Recht schlecht behandelt. Nach zwei
Jahren hat er seinen Riicktritt eingereicht, worauf ihm ein Gehalt bewilligt wurde.
Im Jahr 1874 hat Georg Cantor Wally Guttmann, die beste Freundin seiner Schwes-
ter Sophie, geheiratet. Im selben Jahr erschien die erste Veroffentlichung zu seiner
Mengenlehre.

Nach Cantor ist eine Menge , die Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschie-
denen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.” Bei-
spiele sind endliche Mengen wie A = {1,3,5}(={5,1,3} = {1,1,1,3,3,5}), B =
{4}(#£4),C ={} =0 (leere Menge).

Cantor hat den Begriff der unendlichen Menge in die Mengenlehre eingebracht.
Eine naheliegende unendliche Menge ist die Menge der natiirlichen Zahlen

N ={1,2,3,...}, die durch das Weiterzihlen entsteht.

Beginnt man das Zihlen mit der 0, so schreibt man Ny = {0,1,2,3, ...}.

Um Mengen miteinander vergleichen zu kénnen, hat Cantor das Konzept der Eins-
zu-Eins-Beziehung eingefiihrt. Zwei Mengen sind gleich machtig, wenn ihre Ele-
mente in eine Eins-zu-Eins-Beziehung gesetzt werden konnen.

Fiir endliche Mengen bedeutet dies, dass sie gleich viele Elemente besitzen:

Al =[{1,3,5}| = [{6,7,8}| = 3;|B| = 1, |0] = 0.

Fiir unendliche Mengen findet man stets eine echte Teilmenge, die zur urspriing-
lichen Menge gleich machtig ist. So ist zum Beispiel N eine echte Teilmenge
von Ny, aber beide Mengen sind gleich machtig, da zum Beispiel die Zuordnung
14»0,24> 1,34 2,.. usw. besteht, das heilt [N| = |[Ny| =: Ry (Alef Null).
Jede zu N gleichméachtige Menge nennt man abzahlbar. Eine weitere abzahlbare
Menge bilden die rationalen Zahlen (gemeine Briiche), was man zunichst nicht
erwartet. Cantor konnte die Briiche mit Hilfe eines geschickten Diagonalverfahrens
abzahlen.

Unendliche Mengen, die nicht abzihlbar sind, heien liberabzahlbar. Cantor zeig-
te, dass man die Elemente des Kontinuums [0, 1], das heilst alle reellen Zahlen
zwischen 0 und 1, nicht abzahlen kann, also |[0, 1]| > Ny.

Richard Dedekind war ein wichtiger Briefpartner und Freund bei Cantors ersten
Arbeiten lber die Mengenlehre. Er hat an ihn geschrieben: ,,...solange du nicht
zustimmst, kann ich nur sagen, ich sehe es, aber ich glaube es nicht.”

1879 erhielt Cantor die Stelle eines ordentlichen Professors in Halle.

Sein Traum war es, wieder nach Berlin zu gehen, was leider durch sein falsches
Taktieren, besonders aber durch Kroneckers Ablehnung seiner Arbeiten vereitelt
wurde.

In den 1880er Jahren ist Cantors Verhaltnis zu Kronecker extrem schlecht gewor-
den. Dies thematisierte er auch in einem Brief an den schwedischen Mathematiker
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Gosta Mittag-Leffler. Dieser war einer der wenigen, die eindeutig auf Cantors Seite
standen. Cantor und Mittag-Leffler kannten sich von ihrem gemeinsamen Studi-
um in Berlin, wo sie beide WeierstraR als Lehrer hatten. |hre enge Beziehung hielt
viele Jahre. Mittag-Leffler war der Begriinder und Herausgeber der sehr wichti-
gen mathematischen Fachzeitschrift ,Acta Mathematica” (ab 1882). Bereits in
seiner zweiten Ausgabe 1883 veroffentlichte er 7 Abhandlungen Cantors iiber die
Mengenlehre. Die Verdffentlichungen in der ,Acta Mathematica” halfen Cantor
wesentlich dabei, sich einen Namen zu machen.

Im Jahr 1885 legte Cantor eine Arbeit vor, die nach Meinung Mittag-Lefflers fiir ei-
ne mathematische Fachzeitschrift viel zu philosophisch war. Also entschied er sich,
diese Arbeit nicht zu veroffentlichen. Er schrieb an Cantor einen sehr freundlichen
Brief, dass er befiirchte, dass diese Arbeit von der mathematischen Gemeinschaft
herabgewiirdigt wiirde. Schliellich bemerkte er, dass diese Arbeit 100 Jahre zu
friih kime. Daran zerbrach dann ihre Freundschaft. Cantor hat daraufhin jahre-
lang nichts mehr in mathematischen Fachzeitschriften veréffentlicht.

Georg Cantors Leben wurde in den letzten Jahrzehnten durch eine psychische
Erkrankung tiberschattet. Das machte sich bereits Ende des 19. Jahrhunderts be-
merkbar, und zwar war er manisch depressiv.

Seine nachste groRe Aktivitdt war die Griindung der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung (DMV) 1890 in Bremen. Er wollte eine solche Vereinigung gegen
jedes ,Papsttum™ in der Wissenschaft griinden. Der erste Vorsitzende wurde na-
tiirlich Cantor. Die anfangliche Mitgliederzahl war 31, heute hat die DMV etwa
4500 Mitglieder. Der héchste Preis, der von der DMV vergeben wird, ist die
Cantor-Medaille. Mit ihr werden Mathematiker fiir ihr Lebenswerk geehrt.

Georg Cantor erkannte schon friih die Antinomien, die bei einem naiven Umgang
mit der Mengenlehre auftreten. So zum Beispiel, dass alle Mengen, die sich selbst
nicht als Element enthalten, nicht zu einer Menge zusammengefasst werden kdn-
nen, weil dies zu Widerspriichen fiihrt. Hierzu sei auf das Axiomensystem von
Zermelo und Fraenkel hingewiesen.

Cantors letzte Jahre waren durch seine Krankheit liberschattet, die ihn zwang, viel
Zeit in der Klinik und nicht bei seiner Familie zu verbringen. Am 6.Januar wurde
ein Kranz zu seinem 100. Todestag an seinem Grab in Halle, Friedhof Giebichen,
niedergelegt.

Sein schonstes Wort tber die Mathematik war: ,,Das Wesen der Mathematik be-
steht gerade in ihrer Freiheit.”

Literatur: Georg Cantor, Vita Matematica, Birkhduser. ISBN 3-7643-1770-1,
Film des MDR: Georg Cantor — Entdecker der Unendlichkeiten.
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Losungen zu den Aufgaben zum
neuen Jahr von Seite 3

Magische Zielscheibe

Die vier Kreisringe enthalten die 16 liickenlos aufeinander folgenden Zahlen von
497 bis 512 mit der Summe % - 2018. Die Summe der jeweils in Pfeilrichtung zu
sehenden Zahlen zusammen mit 1 ist 2019.

Eine Summe zum Jahr 2019

2019 2019
20182020 _ 20192 1™
. 1 I AP B
2019 ' 2019(20192 — 1) _ 2019‘ ' 20192 _ 1
1 2019° 2019

T 2019 20192 —1 20192 — 1
Die Gleichung ist somit korrekt.
Jahreszahl 2019

Esist N = 1000a+100b+10c+d. Durch die ausgefiihrten Rechnungen erhilt man
die Gleichung: (1000a+100b+10c+d)—(100a+10b+c)+(10a+b)—a = 2019
Es gilt also:

Ny =909a+91b+9c+ d = 2019 = a < 2, denn fir a > 2 ware N; > 2019.
Ista=1,soist N; <909+ 100-9+10-9 +9 < 20109.
Also ist a = 2. Damit erhalt man:

Ny =91b+9c+d = 2019 —2-909 = 201 = b < 2, denn fiir b > 3 ware
N, > 91b > 91 -3 > 201.
Ist b <1 so erhalt man N, <91 + 81 + 9 < 201. Also ist b = 2 und dann

Ns =9c+d=201—-91-2=190der9c+d =2-9+1, sodass ¢ = 2 und
d =1 sind.

Die gesuchte Zahl N ist daher N = 2221.
Ziffernanzahl
Esist n = (10" — 1) + (10 — 1) + (10° — 1) + ... + (10" — 1)
= 10" +10% 4+ 10° + ... + 10" — 2019
= 11...11 0—2019= 11...11 09091
S—— S——

2019 Ziffern 1 2015 Ziffern 1
Damit ergibt sich: n hat 2016 Ziffern 1.
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Teilbarkeiten
Setze 2019 = a.
Dann ist wegen a = 3-673 und wegen a(a+ 1) +1=2a’+a+ 1:
2019°%%° — 2019 = a(a®™" — 1) = a((a%)°" — 1)
— 3 — 1)@+ B 1)
=ala—1)(a® +a+ 1)@+ ... +1)
— 2019 - 2018 - (2019 - 2020 + 1)(a*°"? + ... + 1).

Die Behauptung ist also wahr.

Jahreszahlen

Ausx,,+1:x,,—|—x—1nfo|gt: XS+1:X3+2+%>X,%—|—2
Daraus folgt: '
x2>x3+2=25+2

x3>x2+2>x3+2:2

x3>x3+2=25+3-2

Vermutung: x,% >25+2-nfirn=1,2,3, ..

Fiir n = 1 gilt die Behauptung. Fiir n > 1ist x2 > x> ;+2 > 25+2-(n—1)+2,
sodass die Vermutung zutrifft.

a) X22019 > 25+ 22019 = x5919 > 63

b) x, > 2019 = x> >25+2-n> 20192 = x, > /25+2-n> 2019 = n >
2038168

Wurzelsalat

Beide Gleichungen sind richtig, wie sich aus den beiden folgenden ldentitaten
ergibt:

VX + =7 = Xy/=7 und \/X2+Xx—f1:xw/x%,x>l.

Erratum

Erratum zum Text ,Was uns iiber den Weg gelaufen ist" in Monoip 135
Unser Leser Dietrich Lissautzki (Koblenz) weist darauf hin, dass der Text in der
Rubrik ,Was uns liber den Weg gelaufen ist” 1. Zeile, nicht widergibt, was eigent-
lich gemeint war. Richtig muss es heilsen:

,Wenn man die links und rechts stehenden Ziffern spaltenweise addiert, erhalt man
die Ziffern zweier 10-stelligen Zahlen. Welche davon ist groker?”
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Rubrik der Loser und Loserinnen
Stand nach Heft 134

Alzey, Elisabeth-Langgadsser-Gymnasium (Betr. Lehrerin: Frau Liining):
Kl. 5: Michel Schultealbert 25, Oskar Su 95, Jan Christian Weber 26;

Kl. 6: Chantal Belz 6, Julia-Michelle Butter 6, Lars Schall 40;

KI. 7: Linus Kemmeter 17, Nils Koch 24, Arvin Plaumann 7, Oskar Schott 11;
Kl. 8: Lukas Born 64, Lea Daum 51, Paul Schall 18, Jonas Schneider 51, Trevor
Scholler 17;

KIl. 10: Torben Biirger 49, Maximilian Hauck 98.

Bad Diirkheim, Werner-Heisenberg-Gymnasium:
KI. 10: Marc Strufe 23.

Bad Schwalbach, Nikolaus-August-Schule:
KI. 5: Kiara Dallmeier 10, Raphael Hanold 31, Alexander Scherf 6;
KI. 6: Jannik 5, Kian 1, Benjamin Bartsch 1, Paul Daemm 6, Emilia Minor 1,5,

Laurenz Schulze 1;
KIl. 7: Chiara Peiter 21,5, Noah Peiter 21,5.

Bielefeld, Gymnasium am Waldhof: KI. 8: Roxana Mittelberg 71.

Dortmund, Leibniz-Gymnasium:
KI. 7: Oliver Bill 21.

Frankenthal, Karolinen-Gymnasium (betr. Lehrerin: Frau Schneider, Frau
Haag):

Kl. 8: Noah Bohm 10;

KI. 9: Luca Keil 14, Alina Chiara Stock 6,5.

Friedberg, Augustinerschule:
Kl. 5: Konstantin Herbst 20;
Kl. 8: Aleksandra Herbst 81,5.

Geisenheim, Internatsschule Schloss Hansenberg:
Kl. 11: Maximilian Gobel 87, Linda Theten 19.

Gilching, Christoph-Probst-Gymnasium:
KIl. 7: Raphael Schmittner 41;

Kl. 8: Jacob Zimmermann 23;

KI. 9: Marie Bauer 39.
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Hadamar, Fiirst-Johann-Ludwig-Schule
KI. 5: Marvin Traudt 11;

KIl. 6: Lena Wittayer 12;

KI. 7: Johannes Sabel 12, Alina Wick 12;

KI. 11: Melanie Schuy 24;

KIl. 12: David Storzer 67.

Kelkheim, Privatgymnasium Dr. Richter:
KI. 10: Dennis Mayle 54.

Linz, Biirgermeister-Castenholz-Grundschule:
Kl. 4: Daniel Waldek 11,5.

Linz, Martinus Gymnasium:
KI. 7: Simon Waldek 48,5.

Mainz-Gonsenheim, Otto-Schott-Gymnasium:
KI. 6: Gregor Salaru 148,5;

KI. 8: Raphael Mayer 26.
Mainz, Frauenlob-Gymnasium (Betreuender Lehrer: Herr Mattheis):

KI. 5: Sophia Blag 2,5, Victoria Vissmann 1,5, Hannah Walde 1,5;
KI. 6: Julia Koehler 18,5, Johannes Konyen 10;

KI. 7: Eugene Koch 27,5;

KI. 8: Almira Orhun 13,5, levgeniia Skrypova 20;

KIl. 10: Max Herwig 70,5;

KI. 11: Ivan Khomutovski 91,5, Florian Weinzinger 68;

KIl. 12: Marc Hoffmann 21.

Mainz, Theresianum:
Kl. 9: Clemens Zabel 43,5.

Maxdorf, Lise-Meitner-Gymnasium:
Kl. 6: Dominik Gobel 17;

KI. 9: Gergana Marinova 10;

KI. 11: Fabian von der Warth 32.

Miinstermaifeld, Kurfiirst-Balduin-Gymnasium:
KI. 10: Yannik Spitzley 69.

Neuwied, Rhein-Wied-Gymnasium (Betreuender Lehrer: Herr Gruner):

KIl. 5: Luke Saidel 6;

KI. 6: Sara Ostojic 5,5; KI. 7: Karina Razlaw 3,5; KI. 8: Tobias Ebert 10, Marie
Ecker 11, Giannis Hillenbrand 6, Maximilian Hohn 11, Kristian Kaiser 12, Emily
Kievskiy 28, Nils Miieller 24,5, Isabella Rader 13,5, Jonathan Rasbach 9,5, Noah

Schénke 12;
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KIl. 9: Dorothee Gilbert 7,5, Gloria Schrepf 9,5;
KI. 10: Duy Kha Pham 16,5;

Kl. 12: Darleen Baum 15,5:

KI. 13: Vinh-An Pham 24.

Nonnenwerth,Franziskus Gymnasium:
Kl. 5: Benedikt Klein 2, Tim Sahler 6.

Oberursel, Gymnasium (Betreuende Lehrerin: Frau Beitlich):

KI. 5: Emilie Borrmann 30, Samuel Seyser 6;

KI. 6: Jonathan Friedel 13,Miriam Herget 8, Luca Petri 14, Esther Schmedding
5;

Kl. 8: Kathrin Bormann 68, Paulina Herber 77,5;

KI. 9: Annika Borrmann 56, Hannah Schmedding 14, Sonke Schneider 102;

Kl. 11: Jonas Blumenroth 71, Lennard Freud 59, Jonas Glickmann 68, Fabian
Rasch 40;

KI. 12: Friedrich Kiefernagel 7,Namgyu Paul Kim 23, Kristin Teichert 16, Jan
Wabnig 46.

Oppenheim, St. Katharinen-Gymnasium:
KI. 12: Peter Gispert 93.

Schwedt/Oder, Carl-Friedrich-Gaus-Gymnasium:
KI. 11: Julian Scheinert 79.

Speyer, Nikolaus-von-Wies-Gymnasium:
KIl. 10: Heiko Hirschfeld 22.

Tangermiinde, Diesterweggymanisum:
KI. 6: Tu Sam Dong 69,5;
Kl. 8: Miriam Bittner 76,5.

Winnweiler, Wilhelm-Erb-Gymnasium:
KIl. 8: Raphael Gaedtke 31,5.

Wittlich, Cusanus-Gymnasium:
Kl. 7: Mareike Bihler 38.

Worms, GauB-Gymnasium:
Kl. 7: Fatima Hemood 6,5.

Worms, Rudi-Stefan-Gymnasium:
KIl. 9: Felix Lohrer 3,5.
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Die MonoiD-Preistrager 2018

Das Goldene M: Maximilian Hauck (Elisabeth-Langgdsser-Gymnasium, Alzey).
Monoip-Fuchs: Oscar Su (Elisabeth-Langgasser-Gymnasium, Alzey).

Sonderpreis: Gregor Salaru (Otto-Schott-Gymnasium, Mainz-Gonsenheim), Sén-
ke Schneider (Gymnasium Oberursel), Peter Gispert (Gymnasium St. Katharinen,
Oppenheim.

Forscherpreis: Julian Scheinert (Carl-Friedrich-GauB-Gymnasium, Schwedt/Oder).
1. Preise: Gregor Salaru, Sénke Schneider, Peter Gispert, lvan Khomutovski,
Maximilian Gobel, Aleksandra Herbst, Julian Scheinert, Paulina Herber, Miriam
Bittner.

2. Preise: Jonas Blumenroth. Roxana Mittelberg, Max Herwig, Tu Sam Dong,
Yannik Spitzley, Kathrin Borrmann, Jonas Gliickmann, Florian Weinzinger, David
Storzer, Lukas Born.
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3. Preise: Lennard Freud, Annika Borrmann, Dennis Mayle, Lea Daum, Jonas
Schneider, Torben Biirger, Simon Waldeck, Jan Wabnig, Clemens Zabel, Rapha-
el Schmittner, Fabian Rasch, Lars Schall, Marie Bauer, Mareike Biihler, Cedric
Friedrich.

Monoip-Jahresabonnements 2018: Fabian von der Warth, Raphael Gaedtke,
Raphael Hanold, Emilie Borrmann, Emily Kievskiy, Eugene Koch, Jan Christian
Weber, Michel Schultealbert, Raphael Mayer, Nils Miiller, Melanie Schuy, Vinh-
An Pham, Nils Koch, Marc Strufe, Namgyu Paul Kim, Jacob Zimmermann, Heiko
Hirschfeld, Chiara Peiter, Noah Peiter, Marc Hoffmann, Oliver Bill, Jonas Ahlfeld,
levgeniia Skrypova, Konstantin Herbst.

Die MonoiD-Redaktion gratuliert allen hier genannten Preistragern des Schuljahres
2017/2018 herzlich zu ihren Gewinnen.

Der Forscherpreis wird von Casio gestiftet. Der Preis fiir den Trager des Monoip-
Fuchs von Herrn Mattheis und dem Verein der Freunde der Mathematik an der
Johannes Gutenberg-Universitat Mainz. Der Preis fiir den Trager des Goldenen M
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wurde gestiftet vom Verein der Freunde der Mathematik an der Johannes Gutenberg-
Universitat Mainz und dem Institut fiir Mathematik der Johannes Gutenberg-
Universitdt Mainz. Die MoNoib-Redaktion dankt den Sponsoren herzlich!

Mitteilungen

e Abo-Beitrag: Bitte denkt daran, den Abo-Beitrag in Hohe von 10€ fiir
das Kalenderjahr 2019 auf das Monoib-Konto, Nummer 505 948 018 bei der
Mainzer Volksbank (BLZ 551 900 00) zu iiberweisen (Angabe des Abonnenten
nicht vergessen!).

Eine giinstige Form, den Abo-Beitrag zu iiberweisen, ist der Dauerauftrag, da
man dann die Uberweisung nicht mehr vergisst und das Abonnement ohne
Unterbrechung weiterlauft.

e Datenschutz: Wir mochten unsere Abonnenten anlasslich der in Kraft ge-
tretenen DSGVO informieren, welche Daten wir von ihnen gespeichert haben:

1. Fir den Versand fiihren wir eine Abonnentenliste mit Namen, Adresse,
wenn bekannt E-Mail-Adresse, Zahlungseingang, bestellte Heftnummern.
Bei Abbestellung werden diese Daten von uns geldscht.

2. Auf der Homepage http://monoid.mathematik.uni-mainz.de/ kann
jeder L(o)eser seinen aktuellen Punktestand einsehen.

Wer einverstanden ist, braucht Sie nichts weiter zu veranlassen.
Sonst kontaktieren Sie uns bitte unter monoid@mathematik.uni-mainz.de

Die Redaktion

Leitung: Dr. Cynthia Hog-Angeloni (V.i.S.d.P.), Marcel Gruner

Mitglieder: Angelika Beitlich, Laura Biroth, Prof. Wolfgang J. Biihler Ph. D,
Christa Elze, Prof. Dr. Steffen Frohlich, Dr. Hartwig Fuchs, Willy Gemmer, Dr.
Klaus Gornik, Jasmin Haag, Arthur Kopps, PD Dr. Margarita Kraus, Dr. Ekkehard
Kroll, Susanne Liining, Martin Mattheis, Dr. Maximilian Preisinger, Helmut Ram-
ser, Frank Rehm, Silke Schneider, Prof. Dr. Hans-Jiirgen Schuh, Prof. Dr. Duco
van Straten, Dr. Siegfried Weber

Weitere Mitarbeiter: Prof. Dr. Valentin Blomer, Dr. Volker Priebe, Dr. Stefan
Kermer

Zusammenstellung und Satz: Vera Rufs

Internet und Korrektur der eingesandten Losungen: Michelle Porth
Betreuung der Abonnements und Versand: Marcel Gruner, Katherine
Pillau
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