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Eine mathematische Zeitschrift 

für Schüler(innen) und Lehrer(innen)

1981 erstes Heft durch Martin Mettler

herausgegeben von der

Johannes Gutenberg-Universität zu Mainz

vertreten durch den Präsidenten

Herrn Prof. Dr. Georg Krausch
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❉✐❡ ♥❡✉❡♥ ❆✉❢❣❛❜❡♥ ✇❛rt❡♥ ❛✉❢ ▲ös✉♥❣❡♥✳ ◆✉r ▼✉t✱ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ ❉✉ ✐♥ ▼❛t❤❡ ❦❡✐♥❡ ✒❊✐♥s✏ ❤❛st✦
❉✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡♥ s✐♥❞ s♦ ❣❡st❛❧t❡t✱ ❞❛ss ❉✉ ③✉r ▲ös✉♥❣ ♥✐❝❤t ✉♥❜❡❞✐♥❣t ❞❡♥ ▼❛t❤❡✲❙t♦✛ ❞❡r ❙❝❤✉❧❡
❜r❛✉❝❤st✳ ❱✐❡❧♠❡❤r ✇✐rst ❉✉ ✈✐❡❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❋❛♥t❛s✐❡ ✉♥❞ s❡❧❜ststä♥❞✐❣❡s ❉❡♥❦❡♥ ❜r❛✉❝❤❡♥✱
❛❜❡r ❛✉❝❤ ❩ä❤✐❣❦❡✐t✱ ❲✐❧❧❡♥ ✉♥❞ ❆✉s❞❛✉❡r✳

❲✐❝❤t✐❣✿ ❆✉❝❤ ✇❡r ♥✉r ❡✐♥❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ♦❞❡r ❚❡✐❧❡ ❡✐♥③❡❧♥❡r ❆✉❢❣❛❜❡♥ ❧ös❡♥ ❦❛♥♥✱ s♦❧❧t❡ t❡✐❧♥❡❤✲
♠❡♥❀ ❞❡♥♥ ❛✉❝❤ ❞❛❢ür ❦❛♥♥ ❡s s❝❤♦♥ P✉♥❦t❡ ❣❡❜❡♥✱ ✇❛s ❞✐❡ ❈❤❛♥❝❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ●❡✇✐♥♥ ❡✐♥❡s
Pr❡✐s❡s ✈❡r❜❡ss❡r♥ ❦❛♥♥✳ ❉❡♥❦t ❜❡✐ ❊✉r❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ❞❛r❛♥✱ ❛✉❝❤ ❞❡♥ ▲ös✉♥❣s✇❡❣ ❛♥③✉❣❡❜❡♥✦

❋ür ❙❝❤ü❧❡r✴✐♥♥❡♥ ❞❡r ❑❧❛ss❡♥ ✺✕✽ s✐♥❞ ✐♥ ❡rst❡r ▲✐♥✐❡ ❞✐❡▼❛t❤❡s♣✐❡❧❡r❡✐❡♥ ✈♦r❣❡s❡❤❡♥❀ ❛✉❝❤
❙❝❤ü❧❡r✴✐♥♥❡♥ ❞❡r ❑❧❛ss❡ ✾ ❞ür❢❡♥ ❤✐❡r ♠✐t♠❛❝❤❡♥✱ ❛❜❡r ♥✉r ❛✉❢ ❞❡r ❇❛s✐s ❞❡r ❤❛❧❜❡♥ P✉♥❦t③❛❤❧✳
❆❧❧❡ ❙❝❤ü❧❡r✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❛❜❡r ❥❡♥❡ ❞❡r ❑❧❛ss❡♥ ✾✕✶✸✱ ❦ö♥♥❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ✭♠✐t ▲ös✉♥❣s✇❡❣✦✮
③✉ ❞❡♥ ◆❡✉❡♥ ❆✉❢❣❛❜❡♥ ❛❜❣❡❜❡♥✳ P✉♥❦t❡ ❛✉s ❞❡♥ ❘✉❜r✐❦❡♥ ❈♦♠♣✉t❡r✲❋❛♥✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡
❊♥t❞❡❝❦✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ✒❉❡♥❦❡r❝❤❡♥✏ ✇❡r❞❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❱❡r❣❛❜❡ ❞❡s ❋♦rs❝❤❡r♣r❡✐s❡s ③✉❣r✉♥❞❡ ❣❡❧❡❣t✳
✭❇❡✐trä❣❡ ③✉ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❘✉❜r✐❦❡♥ ❜✐tt❡ ❛✉❢ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❇❧ätt❡r♥✳✮

❊✐♥s❡♥❞❡✲✭❆❜❣❛❜❡✲✮❚❡r♠✐♥ ❢ür ▲ös✉♥❣❡♥ ✐st ❞❡r ✶✵✳ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✷✶✳
❩✉s❝❤r✐❢t❡♥ ❜✐tt❡ ❛♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆♥s❝❤r✐❢t✿

❏♦❤❛♥♥❡s ●✉t❡♥❜❡r❣✲❯♥✐✈❡rs✐tät
■♥st✐t✉t ❢ür ▼❛t❤❡♠❛t✐❦
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❊✲▼❛✐❧✿ ♠♦♥♦✐❞❅♠❛t❤❡♠❛t✐❦✳✉♥✐✲♠❛✐♥③✳❞❡
❲✐r ✈❡rö✛❡♥t❧✐❝❤❡♥ ✐♠ ❍❡❢t ✉♥❞ ❛✉❢ ✉♥s❡r❡r ■♥t❡r♥❡ts❡✐t❡ ✈♦♥ ❛❧❧❡♥ ▲ös❡r✐♥♥❡♥ ✉♥❞ ▲ös❡r♥ ❞✐❡
◆❛♠❡♥✱ ❙❝❤✉❧❡✱ ❑❧❛ss❡♥st✉❢❡ ✉♥❞ P✉♥❦t③❛❤❧✳ ❲✐r ❣❡❤❡♥ ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss ■❤r ❞❛♠✐t ❡✐♥✈❡rst❛♥❞❡♥
s❡✐❞✱ ✇❡♥♥ ■❤r ▲ös✉♥❣❡♥ ❡✐♥r❡✐❝❤t✳ ❙♦❧❧t❡t ■❤r ♥✐❝❤t ❡✐♥✈❡rst❛♥❞❡♥ s❡✐♥✱ ❞❛♥♥ ♥♦t✐❡rt ❞✐❡s ❜✐tt❡
❞❡✉t❧✐❝❤ ❛✉❢ ❊✉r❡♥ ❊✐♥s❡♥❞✉♥❣❡♥✳ ❙♣ät❡st❡♥s ♥❛❝❤ ❞❡♥ ▼❖◆❖■❉✲❋❡✐❡r♥ ✇❡r❞❡♥ ❊✉r❡ ❊✐♥s❡♥❞✉♥✲
❣❡♥ ✈❡r♥✐❝❤t❡t✳

❆♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❙❝❤✉❧❡♥ ❣✐❜t ❡s ❜❡tr❡✉❡♥❞❡ ▲❡❤r❡r✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ■❤r ❊✉r❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ❛❜❣❡❜❡♥ ❦ö♥♥t✿
❛♠ ❊❧✐s❛❜❡t❤✲▲❛♥❣❣äss❡r✲●②♠♥❛s✐✉♠ ❆❧③❡② ❜❡✐ ❋r❛✉ ❙✉s❛♥♥❡ ▲ü♥✐♥❣✱ ❛♠ ▲✐♥❛✲❍✐❧❣❡r✲
●②♠♥❛s✐✉♠ ❇❛❞ ❑r❡✉③♥❛❝❤ ❜❡✐ ❋r❛✉ ❏✉❧✐❛ ●✉t③❧❡r✱ ❛♠ ❑❛r♦❧✐♥❡♥✲●②♠♥❛s✐✉♠ ❋r❛♥❦❡♥✲
t❤❛❧ ❜❡✐ ❋r❛✉ ❏❛s♠✐♥ ❍❛❛❣✱ ❛♥ ❞❡r ❋✲❏✲▲✲●❡s❛♠ts❝❤✉❧❡ ❍❛❞❛♠❛r ❜❡✐ ❍❡rr♥ ▼❛tt❤✐❛s ●r❛s✲
s❡✱ ❛♠ ❋r❛✉❡♥❧♦❜✲●②♠♥❛s✐✉♠ ▼❛✐♥③ ❜❡✐ ❍❡rr♥ ▼❛rt✐♥ ▼❛tt❤❡✐s✱ ❛♠ ❏♦❤❛♥♥❛✲●❡✐ss♠❛r✲
●②♠♥❛s✐✉♠ ✐♥ ▼❛♥♥❤❡✐♠ ❜❡✐ ❍❡rr♥ ❯❧r✐❝❤ ❲✐tt❡❦✐♥❞t✱ ❛♠ ❘❤❡✐♥✲❲✐❡❞✲●②♠♥❛s✐✉♠ ◆❡✉✲
✇✐❡❞ ❜❡✐ ❍❡rr♥ ▼❛r❝❡❧ ●r✉♥❡r✱ ✉♥❞ ❛♠ ●②♠♥❛s✐✉♠ ◆♦♥♥❡♥✇❡rt❤ ✐♥ ❘❡♠❛❣❡♥ ❜❡✐ ❍❡rr♥
❍❡❧♠✉t ▼❡✐①♥❡r✳

❲✐r ❜✐tt❡♥ ❛✉❝❤ ✉♠ ♥❡✉❡ ❆✉❢❣❛❜❡♥✱ ❞✐❡ ❉✉ s❡❧❜st ❡rst❡❧❧t ❤❛st✱ ✉♠ s✐❡ ③✉ ✈❡rö✛❡♥t❧✐❝❤❡♥✳ ❉✐❡s❡
❆✉❢❣❛❜❡♥ s♦❧❧❡♥ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❛✉s ❇ü❝❤❡r♥ ♦❞❡r ❆✉❢❣❛❜❡♥s❛♠♠❧✉♥❣❡♥ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ s❡✐♥✱ s♦♥❞❡r♥
❉❡✐♥❡r ❡✐❣❡♥❡♥ ❋❛♥t❛s✐❡ ❡♥ts♣r✐♥❣❡♥✳ ❲ür❞❡ ❡s ❉✐❝❤ ♥✐❝❤t ❡✐♥♠❛❧ r❡✐③❡♥✱ ❡✐♥❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ③✉ st❡❧❧❡♥✱
❞❡r❡♥ ▲ös✉♥❣ ✈♦r❡rst ♥✉r ❉✉ ❦❡♥♥st❄

❏❡❞❡s ❏❛❤r ✜♥❞❡t ❣❡❣❡♥ ❊♥❞❡ ◆♦✈❡♠❜❡r ❜③✇✳ ❆♥❢❛♥❣ ❉❡③❡♠❜❡r ❡✐♥❡ ▼❖◆❖■❉✲❋❡✐❡r st❛tt✱ ✐♥ ❞❡r❡♥
❘❛❤♠❡♥ r✉♥❞ ❢ü♥❢③✐❣ Pr❡✐s❡ ❛♥ ❞✐❡ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤st❡♥ ❙❝❤ü❧❡r ✉♥❞ ❙❝❤ü❧❡r✐♥♥❡♥ ✈❡r❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❆❧s ❜❡s♦♥❞❡r❡ Pr❡✐s❡ ❣✐❜ ❡s s❝❤♦♥ s❡✐t ✶✾✾✷ ❞❛s ✒●♦❧❞❡♥❡ ▼✏ ✉♥❞ s❡✐t ✷✵✶✺ ❞❡♥ ✒▼❖◆❖■❉✲❋✉❝❤s✏✱
❥❡✇❡✐❧s ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❜❡❛❝❤t❧✐❝❤❡♥ ●❡❧❞❜❡tr❛❣✳

❯♥❞ ♥✉♥ ✇ü♥s❝❤❡♥ ✇✐r ❊✉❝❤ ✈✐❡❧ ❊r❢♦❧❣ ❜❡✐ ❊✉r❡r ▼✐t❛r✲
❜❡✐t✦
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◆✉❧❧st❡❧❧❡♥ ✈♦♥
▲✐tt❧❡✇♦♦❞♣♦❧②♥♦♠❡♥

✈♦♥ ▼❛♥✉❡❧ ❑r✉♠♠❡❝❦✱ ❚❛♠❛r❛ ◆✉t③ ✉♥❞ ❑✐♠ ❱♦s❡♥

❋ür ❞❛s ✒❢❡✉r✐❣❡✏ ❯♠s❝❤❧❛❣❜✐❧❞ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❣❛♥③ ❜❡s♦♥❞❡r❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✿ ❞✐❡
▲✐tt❧❡✇♦♦❞✲P♦❧②♥♦♠❡✳ ❉✐❡s❡ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❋♦r♠✿

f (x) = ±1± x ± x2 ± ...± xn.

▼❛♥ ❡r❦❡♥♥t ❤✐❡r ❜❡r❡✐ts ✐❤r❡ ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t✿ ❆❧❧❡ ❱♦r❢❛❦t♦r❡♥ ✈♦♥ x s✐♥❞ ❡♥t✇❡❞❡r
1 ♦❞❡r −1✳ ❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ♥✉♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ f (x) = 1 + x + x2✳ ❉✐❡s❡s ❤❛t
❞❡♥ ●r❛❞ ✷✱ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r ❤ö❝❤st❡♥ P♦t❡♥③ ✈♦♥ x ✳ ❉✐❡ p✲q✲❋♦r♠❡❧ ❧✐❡❢❡rt ❞✐❡
❜❡✐❞❡♥ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥ ✈♦♥ f (x)✱ ♥ä♠❧✐❝❤

x1,2 = −1
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2
.

■♥ ❞❡♥ r❡❡❧❧❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ❜❡s✐t③t f (x) ❞❡♠♥❛❝❤ ❦❡✐♥❡ ◆✉❧❧st❡❧❧❡✱ ❞❛ ✉♥t❡r ❞❡r ❲✉r③❡❧
❡✐♥❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❩❛❤❧✱ ❞✐❡ −3✱ st❡❤t✳ ❋ü❣t ♠❛♥ ③✉ ❞❡♥ r❡❡❧❧❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ❞✐❡ ✐♠❛❣✐♥är❡
❊✐♥❤❡✐t i ❤✐♥③✉✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❩❛❤❧❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❊✐♥❤❡✐t i ❤❛t ❢♦❧❣❡♥❞❡
❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t✿ i2 = −1✳ ▼✐t ❞✐❡s❡♠ ❚r✐❝❦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉s ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ❞✐❡ ❲✉r③❡❧
③✐❡❤❡♥ ✉♥❞ ✇✐r ❡r❤❛❧t❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥✿

−1

2
+

√
3

2
i ✉♥❞ − 1

2
−

√
3

2
i .

◆✉♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❡♥tst❡❤❡♥❞❡♥ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❩❛❤❧❡♥❡❜❡♥❡ ❛❜✲
tr❛❣❡♥✱ ✇♦❜❡✐ (−1

2) ✐♥ ❞❡r ❩❛❤❧❡♥❡❜❡♥❡ ✇❛❛❣❡r❡❝❤t ✉♥❞ (
√
3
2 i) s❡♥❦r❡❝❤t ❛❜❣❡tr❛✲

❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❆❜❡r ③✇❡✐ P✉♥❦t❡ ❡r❣❡❜❡♥ ♥♦❝❤ ❧❛♥❣❡ ❦❡✐♥ ❇✐❧❞✦ ❩❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❜❡r
❛❧❧❡ ✾✵ ▼✐❧❧✐♦♥❡♥ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥ ❛❧❧❡r ▲✐tt❧❡✇♦♦❞✲P♦❧②♥♦♠❡ ✈♦♠ ●r❛❞ 22✱ ❞❛s ❤❡✐ÿt
f (x) = x22 ± x21 ± ... ± 1✱ ✐♥ ❞✐❡ ❩❛❤❧❡♥❡❜❡♥❡ ❡✐♥✱ ❞❛♥♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❛♠✐t ❞❡♥
❘✐♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ s❝❤ö♥❡♥ ❞r❛❝❤❡♥❛rt✐❣❡♥ ▼✉st❡r✳ ❯♠ ❞✐❡ ❋är❜✉♥❣ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ✇✉r❞❡♥
❞✐❡ P✉♥❦t❡✱ ❞✐❡ s❡❤r ♦❢t ❛❧s ◆✉❧❧st❡❧❧❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ✈✐❡❧ ❤❡❧❧❡r ❣❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❛❧s s♦❧❝❤❡ ❞✐❡
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♥✉r s❡❧t❡♥ ❛❧s ◆✉❧❧st❡❧❧❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ✇❡✐ÿ❡ P✉♥❦t❡ ❜✐s ③✉ ✺✵✵✳✵✵✵✲❢❛❝❤
❣❡tr♦✛❡♥✱ ✇✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❡r ❤❡❧❧❡ ❘✐♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙♣✐t③❡♥ ❞❡r ▼✉st❡r ❛♠ ❘❛♥❞
❞❡r ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥♠❡♥❣❡✳

■♥t❡r❡ss❛♥t❡r✇❡✐s❡ ä❤♥❡❧♥ ❞✐❡ ❘❛♥❞♠✉st❡r st❛r❦ ❞❡♥ ❉r❛❝❤❡♥❦✉r✈❡♥✳ ❊✐♥ ❩✉s❛♠✲
♠❡♥❤❛♥❣ ✐st ✈❡r♠✉t❡t✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ❛❜❡r ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❣❛♥③ ❡r❢♦rs❝❤t✳ ❱✐❡❧❧❡✐❝❤t
❤❛t ❞✐❡s❡s ❇✐❧❞ ❊✉❡r ■♥t❡r❡ss❡ ❣❡✇❡❝❦t✱ ❞✐❡s❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♥ä❤❡r ③✉ ❡r❢♦rs❝❤❡♥❄

❋är❜t ♠❛♥ ❞✐❡ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥♠❡♥❣❡ ❞❡r ▲✐tt❧❡✇♦♦❞✲P♦❧②♥♦♠❡ ♠✐t ❞❡♥ ❋❛r❜❡♥ ❞❡s ❘❡✲
❣❡♥❜♦❣❡♥s✱ s♦ ❡♥tst❡❤t ❡✐♥ ♥❡✉❡s ❇✐❧❞✳ ❍✐❡r③✉ ✇✉r❞❡ ❥❡❞❡♠ ▲✐tt❧❡✇♦♦❞✲P♦❧②♥♦♠✱
✇✐❡ ✉♥t❡♥ ❛♥❣❡❞❡✉t❡t✱ ❡✐♥❡ ❋❛r❜❡ ❞❡s ❙♣❡❦tr❛❧❢❛r❜❜❡r❡✐❝❤s ③✉❣❡♦r❞♥❡t✳ ❉✐❡ P♦❧②✲
♥♦♠❡ ✈❡r❡r❜❡♥ ❞❛♥♥ ✐❤r❡ ❋är❜✉♥❣ ❛♥ ✐❤r❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥✳

❉❛s ✉♥t❡♥st❡❤❡♥❞❡ ❇✐❧❞ ③❡✐❣t ❡✐♥❡♥ ❆✉ss❝❤♥✐tt ❞❡s ✉♥t❡r❡♥ r❡❝❤t❡♥ ◗✉❛❞r❛♥t❡♥ ❞❡r
▲✐tt❧❡✇♦♦❞ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥♠❡♥❣❡✳ ❋ä❧❧t ❊✉❝❤ ✐♠ ❑r❡✐s✐♥♥❡r♥ ❡t✇❛s ❛✉❢❄ ❇❡♥❛❝❤❜❛rt❡
◆✉❧❧st❡❧❧❡♥ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❋❛r❜❡✳ ❉♦❝❤ ✇❛r✉♠ ✐st ❞✐❡s s♦❄ ❉✐❡s ♠ö❝❤t❡♥ ✇✐r ❛♥
❡✐♥❡♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✐❧❧✉str✐❡r❡♥✿

❇❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❞❛❢ür ❞✐❡ ❣❡❧❜❡ ❉r❛❝❤❡♥❦✉r✈❡ ✐♠ ❩❡♥tr✉♠ ❞❡s ❇✐❧❞❡s ✉♠ ❞❡♥
P✉♥❦t (0,43 | −0,48)✳ ❉✐❡s s✐♥❞ ❡✐♥✐❣❡ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ❞❡♠ ❣❡❧❜❡♥
❋❛r❜❜❡r❡✐❝❤ ③✉❣❡♦r❞♥❡t s✐♥❞✱ ❛❧s♦

f (x) = 1− x − x2 − ...− x8 + x9 − x10 ± x11 ± ...± x21 ± x22.
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❙❡t③t ♠❛♥ ❞❛s ❞❡♠ P✉♥❦t ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡
x = 0,43 − 0,48i ✐♥ ❛❧❧❡ ▲✐tt❧❡✇♦♦❞♣♦✲
❧②♥♦♠❡ ♠✐t ❞❡r ♦❜✐❣❡♥ ❋är❜✉♥❣ ❡✐♥✱ s♦
❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r ❢ür ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡rt❡ f (x)
❞✐❡ ❧✐♥❦s ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t❡ ❦❧❡✐♥❡ ❉r❛❝❤❡♥❦✉r✲
✈❡✳ ❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ✐st ❞❡r❡♥ ❣❡❧❜❡r ❚❡✐❧
♥❛❤❡③✉ ❞❡❝❦✉♥❣s❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ❡♥ts♣r❡✲
❝❤❡♥❞ ❣❡❢är❜t❡♥ ✭❣❡❧❜❡♥✮ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r
▲✐tt❧❡✇♦♦❞♥✉❧❧st❡❧❧❡♥ ✉♠ ❞❡♥ P✉♥❦t x ✐♠
♥❡❜❡♥st❡❤❡♥❞❡♥ ❇✐❧❞✳ ❱❛r✐✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡✲
s❡♥ x✲❲❡rt ❧❡✐❝❤t✱ s♦ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❉r❛✲
❝❤❡♥❦✉r✈❡ ♠✐♥✐♠❛❧✱ ✇✐❡ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❆♥♦r❞✲
♥✉♥❣ ❞❡r P✉♥❦t❡ ✐♥ ❞❡r ▲✐tt❧❡✇♦♦❞s❝❤❡♥
◆✉❧❧st❡❧❧❡♥♠❡♥❣❡✳
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✹✵ ❏❛❤r❡ ▼❖◆❖■❉

❘✉❜✐♥❣❡❜✉rtst❛❣ ✉♥s❡r❡s
▼❛t❤❡♠❛t✐❦❜❧❛tt❡s ❢ür ▼✐t❞❡♥❦❡r

✈♦♥ ▼❛r❝❡❧ ●r✉♥❡r

❊s ✐st ❞❛s ❏❛❤r ✶✾✽✶✳ ❉❡r ❑❛♥③❧❡r ❞❡r ❇✉♥❞❡sr❡♣✉❜❧✐❦ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞ ✐st ❍❡❧♠✉t
❙❝❤♠✐❞t✱ ❛✉❢ P❛♣st ❏♦❤❛♥♥❡s P❛✉❧ ■■✳ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❆tt❡♥t❛t ✈❡rü❜t✱ ❞✐❡ ❈❉ ✇✐r❞ ❡rst✲
♠❛❧s ✈♦r❣❡st❡❧❧t✱ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ❈❛r❧ ▲✉❞✇✐❣ ❙✐❡❣❡❧ st✐r❜t✱ ❞❡r ❯❙✲❙❡✉❝❤❡♥s❝❤✉t③
❜❡r✐❝❤t❡t ❡rst♠❛❧s ü❜❡r ❆■❉❙ ✕ ✉♥❞ ✐♥ ❋r❛♥❦❡♥t❤❛❧ ❡rs❝❤❡✐♥t ❛♠ ✶✳ ❏✉♥✐ ❞❛s ❡rst❡
▼❖◆❖■❉✲❍❡❢t✳
■♠ ❏❛❤r ③✉✈♦r ❢❡✐❡rt❡ ❞❛s ❞♦rt✐❣❡ ❑❛r♦❧✐♥❡♥❣②♠♥❛s✐✉♠ s❡✐♥ ✷✵✵✲❥ä❤r✐❣❡s ❏✉❜✐❧ä✲
✉♠✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ❆♥❧❛ss ✇✉r❞❡ ❛✉❝❤ ❡✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✲❲❡tt❜❡✇❡r❜ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱
♦r❣❛♥✐s✐❡rt ✈♦♥ ▼❛rt✐♥ ▼❡tt❧❡r ✉♥❞ ❞❡r ❋❛❝❤❦♦♥❢❡r❡♥③ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✳ ❉✐❡ ▲ös✉♥✲
❣❡♥ ❞❡r ❲❡tt❜❡✇❡r❜s❛✉❢❣❛❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♥✉♥ ✐♠ ❏✉♥✐ ✶✾✽✶ ✐♥ ❡✐♥❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥
❩❡✐ts❝❤r✐❢t ✈❡rö✛❡♥t❧✐❝❤t✳ ●rü♥❞❡r ✉♥❞ ❈❤❡❢r❡❞❛❦t❡✉r ✐st ▼❛rt✐♥ ▼❡tt❧❡r✶✳
❆❧s ◆❛♠❡♥ ✇ä❤❧t ❡r ▼❖◆❖■❉✱ ❡✐♥❡ r❡❝❤t ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ❙tr✉❦t✉r✳✷ ❉❛♠✐t
♠ö❝❤t❡ ▼❛rt✐♥ ▼❡tt❧❡r s✐❣♥❛❧✐s✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ✒♠❛♥ ❦❧❡✐♥ ✉♥❞ ❜❡s❝❤❡✐❞❡♥✱ s♦③✉s❛❣❡♥
♠✐t ❞❡♠ ❦❧❡✐♥❡♥ ❊✐♥♠❛❧❡✐♥s ❞❡r ❤♦❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ❜❡❣✐♥♥❡♥ ✇♦❧❧❡✏✳
❉❛s ❡rst❡ ❍❡❢t ✉♠❢❛sst ✸✷ ❙❡✐t❡♥ ✐♠ ❉■◆✲❆✹✲❋♦r♠❛t✱ ❞✐❡ s❡✐t❧✐❝❤ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❤❡❢✲
t❡t s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❙❡✐t❡♥ s✐♥❞ ♣❡r ❙❝❤r❡✐❜♠❛s❝❤✐♥❡ ✉♥❞ t❡✐❧✇❡✐s❡ s♦❣❛r ❤❛♥❞❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳
◆❡❜❡♥ ❞❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ❣✐❜t ❡s ❛✉❝❤ ✇✐❡❞❡r ✷✹ ♥❡✉❡ ❆✉❢✲
❣❛❜❡♥✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ❡✐♥ ♥❡✉❡r ❲❡tt❜❡✇❡r❜ ❣❡st❛rt❡t ✇✐r❞✳
❉❛③✉ ✇✐r❞ ✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❡✐♥❣❡❧❛❞❡♥✿ ✒◆✉r
▼✉t✱ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ ❉✉ ✐♥ ▼❛t❤❡ ❦❡✐♥❡ ❊✐♥s ❤❛st✦ ❉✐❡
❆✉❢❣❛❜❡♥ s✐♥❞ s♦ ❣❡❤❛❧t❡♥✱ ❞❛ss ❉✉ ③✉r ▲ös✉♥❣ ♥✐❝❤t
✉♥❜❡❞✐♥❣t ❞❡♥ ▼❛t❤❡✲❙t♦✛ ❞❡r ❙❝❤✉❧❡ ❜r❛✉❝❤st✳ ❱✐❡❧✲
♠❡❤r ✇✐r❞ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ♠❛♥❝❤❡r ❆✉❢❣❛❜❡♥ ♠❛t❤❡♠❛✲
t✐s❝❤❡ P❤❛♥t❛s✐❡ ✉♥❞ s❡❧❜ststä♥❞✐❣❡s ❉❡♥❦❡♥ ✈♦♥ ❉✐r
❡r❢♦r❞❡r♥✱ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❩ä❤✐❣❦❡✐t✱ ❲✐❧❧❡♥ ✉♥❞ ❆✉s❞❛✉❡r✳✏
❊✐♥❡ ❊✐♥❧❛❞✉♥❣✱ ❞✐❡ ❢❛st ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ♥♦❝❤ ❜✐s ❤❡✉t❡ ✐♥
❥❡❞❡♠ ❍❡❢t st❡❤t✳
◆❡❜❡♥ ❞❡♥ ❆✉✢ös✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ♥❡✉❡♥ ❆✉❢❣❛❜❡♥ ❣✐❜t ❡s ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❡rst❡♥ ❍❡❢t ❧❡❞✐❣❧✐❝❤
❡✐♥❡♥ ❡✐♥③✐❣❡♥ ❆rt✐❦❡❧✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ✇✐r❞ ❡✐♥ ▲ös✉♥❣s❛❧❣♦r✐t❤♠✉s ❞❡s ❩❛✉❜❡r✇ür❢❡❧s
✭❛✉❝❤ ❘✉❜✐❦s ❲ür❢❡❧ ❣❡♥❛♥♥t✮ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❞❡ss❡♥ ❇❡❧✐❡❜t❤❡✐t ③✉ ❞✐❡s❡r ❩❡✐t ❛✉❢
❞❡♠ ❍ö❤❡♣✉♥❦t ✐st✳✸

✶ ✯✷✹✳ ▼är③ ✶✾✸✻ ✐♥ ●❡rt✐❛♥♦s❝❤✱ ❘✉♠ä♥✐❡♥✱ †✶✶✳ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✺ ✐♥ ❈❛r❧s❜❡r❣✳
✷ ❊✐♥ ▼♦♥♦✐❞ ✐st ❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❱❡r❦♥ü♣❢✉♥❣✱ ❢ür ❞✐❡ ❞❛s ❆ss♦③✐❛t✐✈✐täts❣❡s❡t③ ❣✐❧t ✉♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡♠

♥❡✉tr❛❧❡♥ ❊❧❡♠❡♥t✱ ❞❛s ❜❡✐ ❱❡r❦♥ü♣❢✉♥❣ ♠✐t ❥❡❞❡♠ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ▼❡♥❣❡♥❡❧❡♠❡♥t ✇✐❡❞❡r ❞❛s ▼❡♥❣❡♥❡❧❡♠❡♥t
❡r❣✐❜t✳ ❩✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ s✐♥❞ ❞✐❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ♠✐t ❞❡r ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ ❛❧s ❱❡r❦♥ü♣❢✉♥❣ ❡✐♥ ▼♦♥♦✐❞✳ ❉❛s
♥❡✉tr❛❧❡ ❊❧❡♠❡♥t ✐st ❞✐❡ ❩❛❤❧ 1✳

✸ ❱❡r❦❛✉❢sst❛rt ❢ür ❞❡♥ ❩❛✉❜❡r✇ür❢❡❧ ✐♥ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞ ✇❛r ❛♠ ✷✳ ❏✉♥✐ ✶✾✽✵ ✕ ❛❧s♦ ❢❛st ❣❡♥❛✉ ❡✐♥ ❏❛❤r ✈♦r ❞❡♠

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ✻



❉♦❝❤ ▼❖◆❖■❉ s♦❧❧ ❦❡✐♥❡ ✒❊✐♥t❛❣s✢✐❡❣❡✏ s❡✐♥ ✉♥❞ ❜❧❡✐❜❡♥✳ ❆❧❧❡✐♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♥❡✉❡♥
❆✉❢❣❛❜❡♥ ✐♠ ❡rst❡♥ ✭✉♥❞ ❛✉❝❤ ❥❡❞❡♠ ✇❡✐t❡r❡♥ ❍❡❢t✮ ✐st ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❣❡❧❡❣t✱
❞❛ss ❡s ❛✉❝❤ ✇❡✐t❡r❡ ❍❡❢t❡ ❣❡❜❡♥ s♦❧❧ ✉♥❞ ✇✐r❞✳ ❯♥❞ s♦ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t s✐❝❤ ▼❖◆❖■❉

❜❡stä♥❞✐❣ ✇❡✐t❡r ✕ s♦✇♦❤❧ ✐♥❤❛❧t❧✐❝❤ ❛❧s ❛✉❝❤ ✐♥ s❡✐♥❡r ●❡st❛❧t✉♥❣✳ ❇❡r❡✐ts ✐♠
❞r✐tt❡♥ ❍❡❢t ✭❏✉♥✐ ✶✾✽✷✮ ✇❡r❞❡♥ ❡rst❡ ❙❡✐t❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❈♦♠♣✉t❡r ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❞♦❝❤
❜❧❡✐❜❡♥ ❙❝❤r❡✐❜♠❛s❝❤✐♥❡ ✉♥❞ ❍❛♥❞s❝❤r✐❢t ❜✐s ❍❡❢t ✷✵ ✈♦r❤❡rrs❝❤❡♥❞✱ ❜✐s ✶✾✽✽ ❞❛s
❡rst❡ ❦♦♠♣❧❡tt ♠✐t ❞❡♠ ❈♦♠♣✉t❡r ❣❡s❡t③t❡ ❍❡❢t ❡rs❝❤❡✐♥t✳ ❆✉❝❤ ❞❛s ❋♦r♠❛t ä♥❞❡rt
s✐❝❤✱ ❞❡♥♥ s❡✐t ❍❡❢t ✽ ✭▼❛✐ ✶✾✽✹✮ ❜✐s ❤❡✉t❡ ✇✐r❞ ✐♠ ❉■◆✲❆✺✲❋♦r♠❛t ❣❡❞r✉❝❦t✱ ✉♥❞
s❡✐t ✶✾✽✽ s✐♥❞ ③✉♠✐♥❞❡st ❞✐❡ ❯♠s❝❤❧ä❣❡ ❛✉❢ ❢❛r❜✐❣❡s P❛♣✐❡r ❣❡❞r✉❝❦t✳
❩✇✐s❝❤❡♥③❡✐t❧✐❝❤ ✇❡❝❤s❡❧t ▼❛rt✐♥ ▼❡tt❧❡r ❛♥ ❞❛s ❊❧✐s❛❜❡t❤✲▲❛♥❣❣äss❡r✲●②♠♥❛s✐✉♠
♥❛❝❤ ❆❧③❡②✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞❛♠❛❧s ♥♦❝❤ ●②♠♥❛s✐✉♠ ❛♥ ❞❡r ❋r❛♥❦❡♥str❛ÿ❡ ❤❡✐ÿt✳ ❉❛❞✉r❝❤
❡r✇❡✐t❡rt s✐❝❤ ❞❡r ▲❡s❡r❦r❡✐s✱ ❞❡♥♥ ♥❛tür❧✐❝❤ ♥✐♠♠t ▼❛rt✐♥ ▼❡tt❧❡r ▼❖◆❖■❉ ❛♥ s❡✐♥❡
♥❡✉❡ ❙❝❤✉❧❡ ♠✐t ✉♥❞ ♠♦t✐✈✐❡rt s❡✐♥❡ ❙❝❤ü❧❡r ❛✉❝❤ ❤✐❡r ③✉♠ ▲❡s❡♥ ✉♥❞ ▲ös❡♥✳
❆✉❢❣r✉♥❞ s❡✐♥❡r ❑♦♥t❛❦t❡ ③✉ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✇❡tt❜❡✇❡r❜❡♥ ✉♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r♥ ✐♥
❞❡r ❣❡s❛♠t❡♥ ❘❡♣✉❜❧✐❦ ♠❛❝❤t ❡r ▼❖◆❖■❉ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❞❡✉ts❝❤❧❛♥❞✇❡✐t ❜❡❦❛♥♥t ✉♥❞
s❝❤♦♥ ❢rü❤ ❣✐❜t ❡s ▲ös❡r ❛✉s ❙❝❤✇ä❜✐s❝❤ ❍❛❧❧✱ ❋r❛♥❦❢✉rt✱ ❍❛♠❜✉r❣✱ s♣ät❡r s♦❣❛r
❛✉s ❑❛✐r♦ ✉♥❞ ❆❧❡①❛♥❞r✐❛✳
❊✐♥❡ ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛❜ ✶✾✾✸✱ ❛❧s ▼❛rt✐♥ ▼❡tt❧❡r ✐♥ ❞❡♥ ❆✉s❧❛♥❞ss❝❤✉❧✲
❞✐❡♥st ♥❛❝❤ ❯♥❣❛r♥ ❣❡❤t✳ ❙♦ ❦♦♠♠t ♥❛tür❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ▼❖◆❖■❉ ❞♦rt❤✐♥ ✉♥❞ ❡s ❡r✲
s❝❤❡✐♥❡♥ ❡✐♥❡ ❩❡✐t ❧❛♥❣ ✐♥s ❯♥❣❛r✐s❝❤❡ ü❜❡rs❡t③t❡ ❆✉s③ü❣❡ ❛✉s ▼❖◆❖■❉✳
■♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❩❡✐t ❡r❤❛❧t❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❘✉❜r✐❦❡♥ ❊✐♥③✉❣ ✐♥ ❞✐❡ ❍❡❢t❡✳ ❉❡♥ ❆♥❢❛♥❣
♠❛❝❤t ✒❲✐r ❧❡r♥❡♥ ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ ❋♦r♠❡❧✏ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❍❡❢t ✷✱ s♣ät❡r ❢♦❧❣❡♥ ✒❊✐♥ ❇❧✐❝❦
❤✐♥t❡r ❞✐❡ ❑✉❧✐ss❡♥✏✱ ✒▼♦♥♦✐❞❛❧❡ ❑♥♦❜❡❧❡✐✏✱ ✒❲❛s ✉♥s ü❜❡r ❞❡♥ ❲❡❣ ❣❡❧❛✉❢❡♥ ✐st✏
✉♥❞ ✈✐❡❧❡ ❛♥❞❡r❡ ✕ ❡✐♥✐❣❡ ✈♦♥ ✐❤♥❡♥ ❣✐❜t ❡s ✐♠♠❡r ♥♦❝❤✱ ❛♥❞❡r❡ ✇✉r❞❡♥ ✈♦♥ ♥❡✉❡♥
❘✉❜r✐❦❡♥ ❛❜❣❡❧öst✳
❱♦♥ ❇❡❣✐♥♥ ❛♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤st❡♥ ❆✉❢❣❛❜❡♥❧ös❡r ❡✐♥♠❛❧ ✐♠ ❏❛❤r ❣❡❡❤rt
✉♥❞ ♠✐t Pr❡✐s❡♥ ❛✉s❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✐❡ ❡rst❡♥ Pr❡✐s❡ s✐♥❞ ❩❛✉❜❡r✇ür❢❡❧ ✉♥❞ ▼❖◆❖■❉✲
❆❜♦♥♥❡♠❡♥ts✳ ■♠ ❏❛❤r ✶✾✾✷ ❦❛♥♥ ❡✐♥❡ ❙❡❦t❦❡❧❧❡r❡✐ ❛❧s ❙♣♦♥s♦r ❢ür ❞✐❡ Pr❡✐s✈❡r❣❛❜❡
❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ s♦♠✐t ❡rst♠❛❧s ❞❛s ●♦❧❞❡♥❡ ▼ st✐❢t❡t✳ ❊rst❡r Pr❡✐strä❣❡r ✇❛r
❇❥ör♥ ❇✉t❤ ❛✉s ❖st❡rr♦❞❡✳ ▼✐tt❧❡r✇❡✐❧❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ Pr❡✐s❡ ✈♦♠ ❱❡r❡✐♥ ❞❡r ❋r❡✉♥❞❡
❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❛♥ ❞❡r ❏♦❤❛♥♥❡s ●✉t❡♥❜❡r❣✲❯♥✐✈❡rs✐tät ▼❛✐♥③ ❡✳❱✳ ❣❡s♣♦♥s❡rt✳
❆❧s ✇❡✐t❡r❡♥ ❆♥s♣♦r♥ ❣✐❜t ❡s ❢ür ❞✐❡ ❥ü♥❣❡r❡♥ ❙❝❤ü❧❡r s❡✐t ✷✵✶✺ ❞❡♥ ▼❖◆❖■❉✲❋✉❝❤s
✭❡rst❡r Pr❡✐strä❣❡r ✐st ▼❛①✐♠✐❧✐❛♥ ❍❛✉❝❦ ❛✉s ❆❧③❡②✮✳
❩✉♠ ❏❛❤r ✷✵✵✶✱ ❛❧s♦ ❞❡♠ ❏❛❤rt❛✉s❡♥❞✇❡❝❤s❡❧✱ ü❜❡r❣✐❜t ▼❛rt✐♥ ▼❡tt❧❡r ❛✉s ❣❡✲
s✉♥❞❤❡✐t❧✐❝❤❡♥ ●rü♥❞❡♥ ❞✐❡ ❍❡r❛✉s❣❡❜❡rs❝❤❛❢t ♠✐t ♠✐t ❍❡❢t ✻✺ ❛♥ ❞✐❡ ❏♦❤❛♥♥❡s
●✉t❡♥❜❡r❣ ❯♥✐✈❡rs✐tät ▼❛✐♥③✳ ◆❡✉❡r ❘❡❞❛❦t✐♦♥s❧❡✐t❡r ✇✐r❞ ❉r✳ ❊❦❦❡❤❛r❞ ❑r♦❧❧✱ ❞❡r
❜❡✐ s❡✐♥❡♠ ❊✐♥tr✐tt ✐♥ ❞❡♥ ❘✉❤❡st❛♥❞ ✷✵✵✾ ♠✐t ❍❡❢t ✶✵✵ ✇✐❡❞❡r✉♠ ✈♦♥ ❉r✳ ❈②♥t❤✐❛
❍♦❣✲❆♥❣❡❧♦♥✐ ❛❜❣❡❧öst ✇✐r❞✱ s❡✐t ✷✵✶✻ ✉♥t❡rstüt③t ✈♦♥ ▼❛r❝❡❧ ●r✉♥❡r✳
❉✐❡ ❥ä❤r❧✐❝❤❡♥ ▼❖◆❖■❉✲❋❡✐❡r♥✱ ✐♥ ❞❡r❡♠ ❘❛❤♠❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ Pr❡✐s❡ ✈❡r❣❡❜❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥✱ ✜♥❞❡♥ ✐♠ ❲❡❝❤s❡❧ ❛♥ ❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ▼❛✐♥③ ✉♥❞ ❞❡♥ ✭③✉♠ ❚❡✐❧ ♠✐tt❧❡r✇❡✐❧❡

▼❖◆❖■❉✲❱❡r❦❛✉❢sst❛rt✳

✼ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



❡❤❡♠❛❧✐❣❡♥✮ P❛rt♥❡rs❝❤✉❧❡♥ ❊❧✐s❛❜❡t❤✲▲❛♥❣❣äss❡r✲●②♠♥❛s✐✉♠ ✐♥ ❆❧③❡②✱ ❑❛r♦❧✐♥❡♥✲
●②♠♥❛s✐✉♠ ✐♥ ❋r❛♥❦❡♥t❤❛❧✱ ●②♠♥❛s✐✉♠ ❖❜❡r✉rs❡❧ ✉♥❞ ❞❡♠ ▲❡✐❜♥✐③✲●②♠♥❛s✐✉♠
✐♥ Östr✐♥❣❡♥ st❛tt✳

❉❡r ❍❡r❛✉s❣❡❜❡r✇❡❝❤s❡❧ ❡r❧❡✐❝❤t❡rt ❞❛s ●❡✇✐♥♥❡♥ ✈♦♥ ❋❡str❡❞♥❡r♥ ❢ür ❞✐❡ ❋❡✐❡r♥✱
❞❡♥♥ ♦❢t ✭❛❜❡r ♥✐❝❤t ✐♠♠❡r✮ ❦♦♠♠❡♥ ❞✐❡ ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ❘❡✐❤❡♥ ❞❡r ▼❛✐♥③❡r
▼❛t❤❡♠❛t✐❦✲Pr♦❢❡ss♦r❡♥✳ ❩✉❞❡♠ ✉♥t❡rstüt③t ❞❛s ■♥st✐t✉t ❢ür ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ▼❖◆❖■❉

✐❞❡❡❧❧ ✉♥❞ ♠❛t❡r✐❡❧❧✱ ❡t✇❛ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣st❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥ ❇ür♦✱ ❈♦♠♣✉t❡r♥✱
■♥❢r❛str✉❦t✉r✱ ✳✳✳

❙❡✐t ❞❡♠ ❍❡r❛✉s❣❡❜❡r✇❡❝❤s❡❧ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❍❡❢t❡ ♥✉♥ ♠✐t ❚❊❳ ❣❡s❡t③t✳ ❉✐❡s❡s ❚❡①t✲
s❛t③s②st❡♠ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❡✐♥❡♥ ❤♦❝❤q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♥ ❚❡①ts❛t③ ✉♥❞ ❞✐❡ ❢❡❤❧❡r❧♦s❡ ❉❛rst❡❧✲
❧✉♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡r ❋♦r♠❡❧♥✳

■♥❤❛❧t❧✐❝❤ ❜❧❡✐❜t ❞❛s ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❜❧❛tt ❢ür ▼✐t❞❡♥❦❡r✱ ✇✐❡ s❡✐t ❞❡r ◆✉♠♠❡r ✷✵ ❛✉❢
❥❡❞❡♠ ❍❡❢t ♣r❛♥❣t✹✱ ♥❛tür❧✐❝❤ ❞❡♠ ❜❡✇ä❤rt❡♥ ❑♦♥③❡♣t tr❡✉✿ ■♥t❡r❡ss❛♥t❡ ❆rt✐❦❡❧
❛✉s ❛❧❧❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✈♦♥ ❆ ✇✐❡ ❆❧❣❡❜r❛ ❜✐s ❩ ✇✐❡ ❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡
s♦✇✐❡ s♣❛♥♥❡♥❞❡ ❆✉❢❣❛❜❡♥ ✉♥❞ ❑♥♦❜❡❧❡✐❡♥✳ ❆✉❝❤ ❞❛s ◆✐✈❡❛✉ ❡♥ts♣r✐❝❤t ✇❡✐t❡r✲
❤✐♥ ❞❡r ▼❛①✐♠❡✱ ❞❛ss ❙❝❤ü❧❡r ❞❡r ❙❡❦✉♥❞❛rst✉❢❡ ❞✐❡ ❚❡①t❡ ♥❛❝❤✈♦❧❧③✐❡❤❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡
❆✉❢❣❛❜❡♥ ❧ös❡♥ ❦ö♥♥❡♥ s♦❧❧❡♥ ✕ ♠✐t ❞❡♠ ❦❧❡✐♥❡♥ ❊✐♥♠❛❧❡✐♥s ❞❡r ❤♦❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛✲
t✐❦✳ ❆❜❡r ❛✉❝❤ ▲❡❤r❡r ✉♥❞ ü❜❡r❤❛✉♣t ❛❧❧❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❜❡❣❡✐st❡rt❡ ✇❡r❞❡♥ ♥❛tür❧✐❝❤
❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥✳

❉✐❡ ❘❡❞❛❦t✐♦♥ ❜❡st❡❤t ❛✉s ❛❦t✐✈❡♥ ✉♥❞ ❡❤❡✲
♠❛❧✐❣❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❧❡❤r❦rä❢t❡♥ s♦✇✐❡ ▼❛✐♥✲
③❡r ❯♥✐✈❡rs✐täts❞♦③❡♥t❡♥ s♦✇✐❡ ❉✐♣❧♦♠♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❦❡r♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛❧❧❡s❛♠t ❡❤r❡♥❛♠t❧✐❝❤ ❢ür
▼❖◆❖■❉ ❡♥❣❛❣✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡s ♠✐t ✈♦❧❧❡r ❇❡❣❡✐s✲
t❡r✉♥❣ t✉♥✳

▼✐t ❞✐❡s❡♠ ❏✉♥✐✲❍❡❢t ❢❡✐❡r♥ ✇✐r✱ ❞❛ss ✈♦r ❣❡♥❛✉ ✹✵ ❏❛❤r❡♥ ❞❛s ❡rst❡ ▼❖◆❖■❉✲❍❡❢t
❡rs❝❤✐❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞❡♥ ✹✵✳ ▼❖◆❖■❉✲●❡❜✉rtst❛❣✳ ❆♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ❡✐♥❡♥ ❤❡r③❧✐❝❤❡♥
❉❛♥❦ ❛♥ ❛❧❧❡ ❆❜♦♥♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❯♥t❡rstüt③❡r ✈♦♥ ▼❖◆❖■❉✱ ❢ür ❊✉❡r ■♥t❡r❡ss❡ ✉♥❞
❊✉r❡ ❚r❡✉❡✳ ❲✐r ✇ü♥s❝❤❡♥ ❊✉❝❤✱ ✇❛s ♠❛♥ ③✉♠ ●❡❜✉rtst❛❣ ❛❧❧❡s ✇ü♥s❝❤t✱ ✇✐❡
●❡s✉♥❞❤❡✐t✱ ❩✉❢r✐❡❞❡♥❤❡✐t ✉♥❞ ❩✉✈❡rs✐❝❤t✱ ❛❜❡r ♥❛tür❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ❙♣❛ÿ ✉♥❞
❊r❢♦❧❣ ❜❡✐♠ ▲❡s❡♥ ✉♥❞ ❑♥♦❜❡❧♥✳ ▲❛❞❡t ❛✉❝❤ ❣❡r♥❡ ❊✉r❡ ❋r❡✉♥❞❡ ❡✐♥✱ ▼❖◆❖■❉ ③✉
❧❡s❡♥ ✉♥❞ ❜❡✐ ✉♥s❡r❡♠ ❲❡tt❜❡✇❡r❜ ♠✐t③✉♠❛❝❤❡♥✳

❊✐♥❡♥ ❤❡r③❧✐❝❤❡♥ ●❧ü❝❦✇✉♥s❝❤ ✉♥s ❛❧❧❡♥✱ ▼❖◆❖■❉✲▼❛❝❤❡r♥ ✉♥❞ ✲▲❡s❡r♥✳ ▼ö❣❡♥
♥♦❝❤ ✈✐❡❧❡ ❏✉❜✐❧ä❡♥ ❢♦❧❣❡♥✦

✹ ❩✉✈♦r ❤✐❡ÿ ❡s ✒▼❛t❤❡♠❛t✐❦❜❧❛tt ❢ür ❙❝❤ü❧❡r ✉♥❞ ▲❡❤r❡r✏

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ✽



◆✐❝❤t ✈♦rst❡❧❧❜❛r ❛❜❡r ✇❛❤r
✈♦♥ ❍❛rt✇✐❣ ❋✉❝❤s

❊✐♥ 10 ❦♠ ❧❛♥❣❡s ❙❡✐❧ ✇❡r❞❡ ✉♠ 20 ❝♠ ✈❡r❧ä♥❣❡rt✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛♥♥ ❞❛s ✈❡r❧ä♥❣❡rt❡
❙❡✐❧ ✐♥ ❞❡r ▼✐tt❡ s♦ ❛♥❤❡❜t✱ ❞❛ss ❡s str❛✛ ❣❡s♣❛♥♥t ✐st✱ ❦❛♥♥ ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ❙❝❤❧❛♥❣❡
✉♥t❡r ❞❡♠ ❙❡✐❧ ❞✉r❝❤❦r✐❡❝❤❡♥❄

▲ös✉♥❣

A B

C

✺✵✵✵✱✶♠ ✺✵✵✵✱✶♠

✺✵✵✵♠ ✺✵✵✵♠

h♠

❉✐❡ ❋✐❣✉r ✐st ❡✐♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣
❞❡r ✐♥ ❞❡r ❆✉❢❣❛❜❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❙✐t✉❛t✐✲
♦♥✳ ■♠ r❡❝❤t✇✐♥❦❧✐❣❡♥ ❉r❡✐❡❝❦ ABC ❣✐❧t ❞❛♥♥
♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙❛t③ ❞❡s P②t❤❛❣♦r❛s✿

h♠ =
√

(5000,1♠)2 − (5000♠)2♠

= 31,6♠.

❯♥t❡r ❞❡♠ ❛✉❢❣❡s♣❛♥♥t❡♥ ❙❡✐❧ ❦ö♥♥t❡ ♥✐❝❤t ♥✉r ❡✐♥❡ ❙❝❤❧❛♥❣❡ ❞r✉♥t❡r ❞✉r❝❤ ❦r✐❡✲
❝❤❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ s♦❣❛r ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❛✉❝❤ ❡✐♥ ❑✉♥st✢✉❣③❡✉❣♣✐❧♦t ♠✐t s❡✐♥❡r ▼❛s❝❤✐♥❡
❞r✉♥t❡r❤❡r ✢✐❡❣❡♥✳

❇❡✇❡✐s ♦❤♥❡ ❲♦rt❡
✈♦♥ ❍❛rt✇✐❣ ❋✉❝❤s

(1 + 2 + 3 + ... + 2020) + (1 + 2 + 3 + ... + 2021) = 20212

❉✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❛✉s ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉ss❛❣❡ ❢ür n = 2021✿
❊s s❡✐ dn = 1+ 2+ 3+ ... + n ❢ür n > 1 ✉♥❞ d1 = 1✳ ❉❛♥♥ ❣✐❧t✿ dn−1 + dn = n2✳

❇❡✇❡✐s ♦❤♥❡ ❲♦rt❡

...

▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❆✉ss❛❣❡ ❛✉❝❤ ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤ ❜❡✇❡✐s❡♥✿
❋ür n = 2 ❣✐❧t ❞✐❡ ❆✉ss❛❣❡✱ ❞❡♥♥ d1+ d2 = 1+3 = 22. ❲❡❣❡♥ dm = 1

2m(m+1)✱
❢ür m = 1, 2, 3, ...✱ ❣✐❧t ♠✐t m = n − 1 ✉♥❞ ♠✐t m = n✱ ❞❛ss dn−1 = 1

2(n
2 − n)

✉♥❞ dn =
1
2(n

2 + n) s✐♥❞ ✉♥❞ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ dn−1 + dn = n2✳

✾ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



❲❛s ✉♥s ü❜❡r ❞❡♥ ❲❡❣ ❣❡❧❛✉❢❡♥ ✐st
❊✐♥❡ ♥❡✉❡ ❘❡❝❤❡♥r❡❣❡❧

✈♦♥ ❍❛rt✇✐❣ ❋✉❝❤s

▼❛♥ r❡❝❤♥❡t ❧❡✐❝❤t ♥❛❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆❞❞✐t✐♦♥❡♥ ❦♦rr❡❦t s✐♥❞✿
1

1
+

1

3
=

4

3
,

1

3
+

1

5
=

8

15
,

1

5
+

1

7
=

12

35
,

1

7
+

1

9
=

16

63
, ... ✉s✇✳

❊r❦❡♥♥st ❉✉ ❞✐❡ ❞❛s ❇✐❧❞✉♥❣s❣❡s❡t③ ❢ür ❞✐❡s❡ ❋♦❧❣❡ ✉♥❞ ✇✐❡s♦ ✐st s✐❡ ❣ü❧t✐❣❄

❉❡s ❘äts❡❧s ▲ös✉♥❣

❉✐❡ ❩ä❤❧❡r ❞❡r ❩❛❤❧❡♥ r❡❝❤ts ✈♦♠ ●❧❡✐❝❤❤❡✐ts③❡✐❝❤❡♥ s✐♥❞ ✈❡r♠✉t❧✐❝❤ 4n ♠✐t n =
1, 2, 3, ... ✉♥❞ ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ◆❡♥♥❡r ❧✐♥❦s ✈♦♠ ●❧❡✐❝❤❤❡✐ts③❡✐❝❤❡♥ s✐♥❞ ✈❡r♠✉t❧✐❝❤
❞❛♥♥ 2n − 1 ✉♥❞ 2n + 1✳ ❋❡r♥❡r ❞❛r❢ ♠❛♥ ✈❡r♠✉t❡♥✿ ❉❡r ◆❡♥♥❡r ❞❡r ❩❛❤❧ r❡❝❤ts
✈♦♠ ●❧❡✐❝❤❤❡✐ts③❡✐❝❤❡♥ ✐st (2n − 1)(2n + 1)✳

❱❡r♠✉t❡t❡ ❘❡❣❡❧✿ 1
2n−1 +

1
2n+1 =

4n
(2n−1)(2n+1) ✳

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ♠✐t (2n − 1)(2n + 1) ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt✱ ❞❛♥♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤
(2n+1)+(2n−1) = 4n ♠✐t n = 1, 2, 3, ...✳ ❉❛❤❡r ❣✐❧t ❞✐❡ ❘❡❣❡❧ ❢ür ❥❡❞❡s n ≥ 1✳

▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❊♥t❞❡❝❦✉♥❣❡♥

❲ür❢❡❧ ❛♥♦r❞♥❡♥

❲✐r ♥❡❤♠❡♥ n = 2, 3, 4, ... s❡❝❤ss❡✐t✐❣❡ ❲ür❢❡❧ ✉♥❞ ❧❡❣❡♥ s✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ❘❡✐❤❡ ✈♦♥
❧✐♥❦s ♥❛❝❤ r❡❝❤ts s♦ ♥❡❜❡♥❡✐♥❛♥❞❡r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲✉r❢❡❧✢ä❝❤❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥st♦ÿ❡♥✳ ❉❛♥♥
❦❧❡❜❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❲ür❢❡❧✱ s♦ ✇✐❡ s✐❡ ❧✐❡❣❡♥✱ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥❞ ❧❡❣❡♥ ❞❛s ●❛♥③❡ ✐♥ ❡✐♥❡♥
❇❡✉t❡❧✳

❲✐❡ ✈✐❡❧❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ s♦❧❝❤❡ ❲ür❢❡❧r❡✐❤❡♥ ♠✐t n ❲ür❢❡❧♥ ❦ö♥♥❡♥ ✇✐r s♦ ❤❡r✲
st❡❧❧❡♥❄

▼❛♥ ❜❡❛❝❤t❡✱ ❞❛ss ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❘❡✐❤❡✱ ❜❡✐ ❞❡r ❥❡❞❡r ❲ür❢❡❧ ♠✐t ❞❡r ❙❡❝❤s
♥❛❝❤ r❡❝❤ts ❧✐❡❣t ✉♥❞ ♠✐t ❞❡r ❱✐❡r ♥❛❝❤ ♦❜❡♥✱ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❢❛❝❤❡s ❉r❡❤❡♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r
❧❛♥❣❡♥ ❆❝❤s❡ ✐♥ ❞✐❡ ❘❡✐❤❡ ✈❡r✇❛♥❞❡❧t ✇✐r❞✱ ❜❡✐ ❞❡r ❞✐❡ ❙❡❝❤s r❡❝❤ts ❧✐❡❣t ✉♥❞ ❞✐❡
❋ü♥❢ ♦❜❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❉r❡❤❡♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❡✐♥❡r ❞❡r ❦✉r③❡♥ ❆❝❤s❡♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❘❡✐❤❡✱
✇♦ ❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡ ❊✐♥s r❡❝❤ts ❧✐❡❣t ✉♥❞ ❞✐❡ ❱✐❡r ♦❜❡♥✱ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ✭❜❡✐ ❉r❡❤✉♥❣
✉♠ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡ ❦✉r③❡ ❆❝❤s❡✮ ❞✐❡ ❘❡✐❤❡✱ ❜❡✐ ❞❡r ❞✐❡ ❊✐♥s r❡❝❤ts ❧✐❡❣t ✉♥❞ ❞✐❡ ❉r❡✐
♦❜❡♥✳ ❆❧❧❡ ❞✐❡s❡ ❘❡✐❤❡♥ s✐♥❞ ❛❧s♦ ❣❧❡✐❝❤✱ s♦❜❛❧❞ s✐❡ ✐♠ ❇❡✉t❡❧ ❧✐❡❣❡♥✳

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ✶✵



❇❡st✐♠♠❡ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❲ür❢❡❧r❡✐❤❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥

❛✮ n = 2 s♦✇✐❡

❜✮ n ✉♥❣❡r❛❞❡✳

❉❡r ❋❛❧❧ n ≥ 4 ❣❡r❛❞❡ ✇✐r❞ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❣❡s♦♥❞❡rt❡♥ ❆rt✐❦❡❧ ✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❍❡❢t ❜❡✲
s♣r♦❝❤❡♥✳ ✭❆❝❑✮

❍✐♥✇❡✐s✿ ❊✉r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❊♥t❞❡❝❦✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥t ■❤r ❜✐s ③✉♠ ✶✵✳ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✷✶ ❛♥ ❞✐❡

▼❖◆❖■❉✲❘❡❞❛❦t✐♦♥ ❡✐♥s❡♥❞❡♥✱ ❞❡♥♥ ❛✉❝❤ ❤✐❡r❜❡✐ ❣✐❜t ❡s P✉♥❦t❡ ③✉ ❡r❣❛tt❡r♥✳ ❊✉r❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡

✇❡r❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ✐♠ ü❜❡r♥ä❝❤st❡♥ ❍❡❢t ❡rs❝❤❡✐♥❡♥✳

▲ös✉♥❣ ❞❡r ❆✉❢❣❛❜❡ ❛✉s ❍❡❢t ✶✹✹

■♥ ❍❡❢t ✶✹✹ st❡❧❧t❡♥ ✇✐r ❊✉❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆✉❢❣❛❜❡✿

▼❡❤r ❉♦♠✐♥♦räts❡❧

❙❝❤❛✉ ❉✐r ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ❞✐❡ ◆❡✉❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ✶✷✼✵ ✭▼❖◆❖■❉✲❍❡❢t ✶✹✷✱ ❙❡✐t❡ ✷✸❀ ❆✉❢✲
❧ös✉♥❣ ✐♥ ❍❡❢t ✶✹✸ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✷✻ ❢✳✮ ❛♥✳ ▼✐t ❡✐♥❡♠ ä❤♥❧✐❝❤❡♥ ❆r❣✉♠❡♥t ❦❛♥♥st ❉✉
❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ P✉③③❧❡✲❆✉❢❣❛❜❡♥ ❧ös❡♥✿ ❲❡❧❝❤❡ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❋✐❣✉r❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤
♠✐t 3 × 1✲❙t❡✐♥❡♥ ❛✉s❧❡❣❡♥❄ ●✐❜ ❥❡ ❡✐♥❡ ❇❡❧❡❣✉♥❣ ♦❞❡r ❡✐♥❡ ❇❡❣rü♥❞✉♥❣ ❞❛❢ür✱
❞❛ss ❡s ❦❡✐♥❡ ❇❡❧❡❣✉♥❣ ❣✐❜t✱ ❛♥✳

❆✉❢ ❞❡♠ ❧❡t③t❡♥ ❇✐❧❞ s♦❧❧ ❞❛s ❞✉r❝❤❣❡str✐❝❤❡♥❡ ❋❡❧❞ ❢r❡✐ ❜❧❡✐❜❡♥✳ ✭▲❇✮

✶✶ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



❊r❣❡❜♥✐ss❡

▼✐t ❞✐❡s❡r ❆✉❢❣❛❜❡ ❤❛❜❡♥ s✐❝❤ ❖s❝❛r ❙✉✱ ❈❧❡♠❡♥s ❩❛❜❡❧✱ P❤✐❧✐♣♣ ▲ör❝❦s✱ ❏♦♥❛t❤❛♥
❘❡✉t❤♥❡r✱ ❏♦s❡✜♥❡ ❑❛ÿ♥❡r✱ ❙ö♥❦❡ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ✉♥❞ ▲✉❝❛ ❙✐♥❞❡❧ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t✳

❉✐❡ ❧❡t③t❡♥ ❞r❡✐ P✉③③❧❡✲❆✉❢❣❛❜❡♥ s✐♥❞ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❧ös❜❛r✿

❉✐❡ ❡rst❡ ❋✐❣✉r ❧ässt s✐❝❤ ❞❛❣❡❣❡♥ ♥✐❝❤t ♠✐t ✸×✶✲❙t❡✐♥❡♥ ❛✉s❧❡❣❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡s ❡✐♥✲
③✉s❡❤❡♥✱ ❢är❜❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❋❡❧❞❡r ❞❡r ❋✐❣✉r ✇✐❡ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❤❡❧❧❜❧❛✉✱ ❣rü♥ ✉♥❞
r♦t ❡✐♥✳ ❲❡♥♥ ❡s ❡✐♥❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❇❡❧❡❣✉♥❣ ♠✐t ✸×✶✲❙t❡✐♥❡♥ ❣ä❜❡✱ ❞❛♥♥ ✇ür❞❡
❥❡❞❡r ❞✐❡s❡r ❙t❡✐♥❡ ❣❡♥❛✉ ❡✐♥ ❤❡❧❧❜❧❛✉❡s✱ ❡✐♥ ❣rü♥❡s ✉♥❞ ❡✐♥ r♦t❡s ❋❡❧❞ ❛❜❞❡❝❦❡♥
✉♥❞ ❞❡s❤❛❧❜ ♠üsst❡♥ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧❡♥ ❞❡r ❤❡❧❧❜❧❛✉❡♥✱ ❣rü♥❡♥ ✉♥❞ r♦t❡♥ ❋❡❧❞❡r ✐♥ ❞❡r
❋✐❣✉r ❣❧❡✐❝❤ s❡✐♥✳ ❚❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❛❜❡r ❣✐❜t ❡s ✷✵ ❣rü♥❡✱ ✷✶ ❤❡❧❧❜❧❛✉❡ ✉♥❞ ✷✷ r♦t❡
❋❡❧❞❡r✱ ✇♦♠✐t ❣❡③❡✐❣t ✐st✱ ❞❛ss ❦❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❇❡❧❡❣✉♥❣ ❡①✐st✐❡rt✳

❊✐♥ 3 × 1✲❙t❡✐♥ ♣❛sst ❞❡♠♥❛❝❤ ♥✐❝❤t ✐♥ ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ▲ü❝❦❡ ✉♥❞ ♠✉ss ♠✐♥❞❡st❡♥s
❡✐♥ ❣❡❢är❜t❡s ❋❡❧❞ ❜❡❞❡❝❦❡♥✳ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❋❡❧❞❡r ❞❡s
❙t❡✐♥s ❞✐❡ ▲ü❝❦❡ ♥✐❝❤t ü❜❡rq✉❡r❡♥✱ s♦❞❛ss ❥❡❞❡r ❙t❡✐♥ ❣❡♥❛✉ ❡✐♥ ❣❡❢är❜t❡s ❋❡❧❞
❜❡❞❡❝❦t✳ ❊s s✐♥❞ ✷✷ ❋❡❧❞❡r ❣❡❢är❜t✱ ❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❜rä✉❝❤t❡ ♠❛♥ ✷✷ ❙t❡✐♥❡✱ ✉♠
s✐❡ ❛❧❧❡ ③✉ ❜❡❞❡❝❦❡♥✳ ❊s s✐♥❞ ❥❡❞♦❝❤ ✐♥s❣❡s❛♠t ♥✉r 8 ·8−1 = 63 ❋❡❧❞❡r ✈♦r❤❛♥❞❡♥✱
❛✉❢ ❞✐❡s❡ ♣❛ss❡♥ ♥✉r 63

3 = 21 ❙t❡✐♥❡✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❛❧s♦ ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ ❣❡❢är❜t❡♥ ❋❡❧❞❡r
❜❡❞❡❝❦❡♥❀ ❞❛❤❡r ✐st ❞✐❡s❡ P✉③③❧❡✲❆✉❢❣❛❜❡ ♥✐❝❤t ❧ös❜❛r✳

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ✶✷



P✉③③❧❡❛✉❢❣❛❜❡♥
✈♦♥ ▲❛✉r❛ ❇✐r♦t❤

■♠ ✈♦r❧❡t③t❡♥ ❍❡❢t ❤❛tt❡♥ ✇✐r ❣❡❢r❛❣t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ✈✐❡r ❋✐❣✉r❡♥ s✐❝❤ ♠✐t
3× 1✲❙♣✐❡❧st❡✐♥❡♥ ❛✉s❧❡❣❡♥ ❧❛ss❡♥ ✉♥❞ ✇❡❧❝❤❡ ♥✐❝❤t✿

■♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❚❡✐❧ ❞✐❡s❡s ❆rt✐❦❡❧s ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ✉♥s ♠✐t ③✇❡✐ ✇❡✐t❡r❡♥ ❋r❛❣❡♥ ❜❡s❝❤ä❢✲
t✐❣❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♠✐t ❣❛♥③ ä❤♥❧✐❝❤❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❜❡❛♥t✇♦rt❡♥ ❧❛ss❡♥✿

✶✳ ▲ö❝❤❡r ❛✉❢ ❞❡♠ ❙❝❤❛❝❤❜r❡tt

❲✐r ❤❛❜❡♥ ❣❡s❡❤❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥ ❙❝❤❛❝❤❜r❡tt ♠✐t ❡✐♥❡r ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❊❝❦❡ ♥✐❝❤t ♠✐t
3× 1✲❙♣✐❡❧st❡✐♥❡♥ ❜❡❞❡❝❦❡♥ ❦❛♥♥✱ ❛❜❡r ❞❛ss ❞✐❡s ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ ✇❡♥♥ ❞❛s ❤❡r❛✉s❣❡✲
s❝❤♥✐tt❡♥❡ ❋❡❧❞ ❛✉❢ ❞❡r ❉✐❛❣♦♥❛❧❡ ③✇❡✐ ❋❡❧❞❡r ✈♦♥ ❞❡r ❊❝❦❡ ❡♥t❢❡r♥t ❧✐❡❣t✳ ❲❡❧❝❤❡
❋❡❧❞❡r ❦ö♥♥❡♥ ✇✐r ♥♦❝❤ ❡♥t❢❡r♥❡♥✱ s♦❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡ ❋✐❣✉r ♠✐t s♦❧❝❤❡♥
❙♣✐❡❧st❡✐♥❡♥ ❛❜❞❡❝❦❡♥ ❦❛♥♥❄
❯♠ ✉♥s ❞✐❡s❡r ❋r❛❣❡ ③✉ ♥ä❤❡r♥✱ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ❞❛s ❞r❡✐❢❛r❜✐❣❡ ▼✉st❡r
✈♦♥ ♦❜❡♥✱ ❛❜❡r ❞✐❡s♠❛❧ ❛✉❢ ❞❛s ❣❡s❛♠t❡ ❙❝❤❛❝❤❜r❡tt ❢♦rt❣❡s❡t③t✱ ✉♥❞ ③✉sät③❧✐❝❤
❞❛s ✉♠ ✾✵➦ ❣❡❞r❡❤t❡ ▼✉st❡r✿

■♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ❤❛❜❡♥ ✇✐r

1 + 4 + 7 + 6 + 3 = 21 ❣r❛✉❡ ❋❡❧❞❡r

2 + 5 + 8 + 5 + 2 = 22 ✇❡✐ÿ❡ ❋❡❧❞❡r

3 + 6 + 7 + 4 + 1 = 21 s❝❤✇❛r③❡ ❋❡❧❞❡r

✶✸ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



❊s ❣✐❜t ❛❧s♦ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥ ✇❡✐ÿ❡s ❋❡❧❞ ✏③✉ ✈✐❡❧✑✱ ❞❛s ✉♥❜❡❞❡❝❦t ❜❧❡✐❜❡♥ ♠✉ss✳ ❲✐r
❦ö♥♥❡♥ ❛❧s♦ ❤ö❝❤st❡♥s ❞❛♥♥ ❡✐♥ ❧ös❜❛r❡s P✉③③❧❡ ❜❡❦♦♠♠❡♥✱ ✇❡♥♥ ✇✐r ❡✐♥ ❋❡❧❞
❡♥t❢❡r♥❡♥✱ ❞❛s ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋är❜✉♥❣❡♥ ✇❡✐ÿ ✐st✳ ■♥ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❩❡✐❝❤♥✉♥❣ s✐♥❞ ❞✐❡
✇❡✐ÿ❡♥ ❉✐❛❣♦♥❛❧❡♥ ❜❡✐❞❡r ❋är❜✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❙tr✐❝❤❡ ♠❛r❦✐❡rt✳

▼❛♥ s✐❡❤t ❧❡✐❝❤t✱ ❞❛ss ❡s ♥✉r ✈✐❡r ❋❡❧❞❡r ✭❣r❛✉ ❣❡❢ü❧❧t✮ ❣✐❜t✱ ❞✐❡ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋är❜✉♥✲
❣❡♥ ✇❡✐ÿ s✐♥❞✳ ◆✉r ❞✐❡s❡ ❞❛r❢ ♠❛♥ ✇❡❣❧❛ss❡♥✳ ❉✐❡ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡♥ P✉③③❧❡s s✐♥❞ ❜✐s
❛✉❢ ❉r❡❤✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤ ✉♥❞ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❧ös❜❛r✱ ✇✐❡ ❞✉ ❛✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❩❡✐❝❤♥✉♥❣ ❣❛♥③
♦❜❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆rt✐❦❡❧ s✐❡❤st✦

✷✳ ❇❛❞❡③✐♠♠❡r✢✐❡s❡♥

▼❛r❦✉s ♠ö❝❤t❡ ❞❡♥ ❇♦❞❡♥ s❡✐♥❡s ❇❛❞❡③✐♠♠❡rs ♥❡✉ ✢✐❡s❡♥✳ ❉✐❡ ❣❡♥❛✉❡ ❋♦r♠ ❞❡s
❩✐♠♠❡rs ✐st ♥✐❝❤t ❜❡❦❛♥♥t✱ ❛❜❡r ❜✐s❤❡r ❧❛❣❡♥ ❞♦rt ❦❧❡✐♥❡ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ❋❧✐❡s❡♥✱ ❞✐❡
❞❡♥ ❇♦❞❡♥ ❣❡♥❛✉ ❜❡❞❡❝❦❡♥✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss ♠❛♥ s✐❡ ✐r❣❡♥❞✇♦ ③✉r❡❝❤ts❝❤♥❡✐❞❡♥ ♠✉sst❡✳
❉✐❡ ♥❡✉❡♥ ❋❧✐❡s❡♥ s✐♥❞ ❣röÿ❡r ✉♥❞ ❡s ❣✐❜t ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❙♦rt❡♥✿ ▲❛♥❣❡ ❋❧✐❡s❡♥✱
❞✐❡ s♦ ❜r❡✐t s✐♥❞ ✇✐❡ ❡✐♥❡ ❞❡r ❦❧❡✐♥❡♥ ❛❧t❡♥ ❋❧✐❡s❡♥✱ ❛❜❡r ✈✐❡r♠❛❧ s♦ ❧❛♥❣✱ ✉♥❞
q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ❋❧✐❡s❡♥✱ ❞✐❡ ❥❡ ❞♦♣♣❡❧t s♦ ❧❛♥❣ ✉♥❞ s♦ ❜r❡✐t s✐♥❞ ✇✐❡ ❞✐❡ ❛❧t❡♥ ❋❧✐❡s❡♥✳

▼❛r❦✉s ❤❛t ❡✐♥✐❣❡ P❛❦❡t❡ ❋❧✐❡s❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ●röÿ❡♥ ❣❡❦❛✉❢t ✉♥❞ ❞✐❡s❡ ♣r♦❜❡✲
❤❛❧❜❡r ✐♥ s❡✐♥❡♠ ❇❛❞❡③✐♠♠❡r ❛✉s❣❡❧❡❣t✳ ❆♠ ❊♥❞❡ ❜❧❡✐❜t ❣❡♥❛✉ ❡✐♥❡ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡
❋❧✐❡s❡ ü❜r✐❣ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ▲ü❝❦❡✱ ✐♥ ❞✐❡ ❡✐♥❡ s❝❤♠❛❧❡ ❧❛♥❣❡ ❋❧✐❡s❡ ♣❛ss❡♥ ✇ür❞❡✳

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ✶✹



❍❛t ▼❛r❦✉s ❡✐♥❡ ❈❤❛♥❝❡ ❞✉r❝❤ ❣❡s❝❤✐❝❦t❡s ❯♠s♦rt✐❡r❡♥ ❞❡r ❋❧✐❡s❡♥ s❡✐♥ ❇❛❞❡③✐♠✲
♠❡r ❞♦❝❤ ♥♦❝❤ ❛✉s③✉❧❡❣❡♥ ♦❞❡r ♠✉ss ❡r ♥♦❝❤♠❛❧ ✐♥ ❞❡♥ ❇❛✉♠❛r❦t ❢❛❤r❡♥❄

❆✉❝❤ ❞✐❡s❡ ❋r❛❣❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❝❧❡✈❡r❡s ❊✐♥❢är❜❡♥ ❞❡s ③✉❣r✉♥❞❡❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❘❛s✲
t❡rs ✭❤✐❡r ❞❡s ❛❧t❡♥ ❋❧✐❡s❡♥❜♦❞❡♥s✮ ❜❡❛♥t✇♦rt❡♥✳ ❉❛③✉ ❢är❜❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❛❧t❡♥ ❋❧✐❡s❡♥
♥❛❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❙❝❤❡♠❛ ❡✐♥✿

❲✐r ❦ö♥♥❡♥ ❞❛♠✐t ❛♥ ❡✐♥❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❙t❡❧❧❡ ❞❡s ❇❛❞❡③✐♠♠❡rs ❜❡❣✐♥♥❡♥ ✉♥❞ ❞❛s
▼✉st❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣ ✇❡✐t ❢♦rts❡t③❡♥✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ❛♠ ❘❛♥❞ ❚❡✐❧❡ ❞❡s ▼✉st❡rs ❛❜❣❡✲
s❝❤♥✐tt❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ♠❛❝❤t ❞❛s ❣❛r♥✐❝❤ts✳

✶✺ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



❉✐❡s❡s ▼✉st❡r ❤❛t ③✇❡✐ ❢ür ✉♥s s❡❤r ❤✐❧❢r❡✐❝❤❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✿

✶✳ ❊❣❛❧ ✇♦❤✐♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ 2× 2✲❋❧✐❡s❡ ❧❡❣t✱ s✐❡ ❜❡❞❡❝❦t ✐♠♠❡r ❡♥t✲
✇❡❞❡r ③✇❡✐ s❝❤✇❛r③❡ ✉♥❞ ③✇❡✐ ✇❡✐ÿ❡ ♦❞❡r ✈✐❡r s❝❤✇❛r③❡ ◗✉❛❞r❛t❡✳

✷✳ ❊❣❛❧ ✇♦❤✐♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❧❛♥❣❡ 4 × 1✲❋❧✐❡s❡ ❧❡❣t✱ ✉♥❞ ❡❣❛❧ ✇✐❡ ♠❛♥ s✐❡ ❞r❡❤t✱
s✐❡ ❜❡❞❡❝❦t ✐♠♠❡r ❡♥t✇❡❞❡r ❡✐♥ s❝❤✇❛r③❡s ✉♥❞ ❞r❡✐ ✇❡✐ÿ❡ ♦❞❡r ❞r❡✐ s❝❤✇❛r③❡
✉♥❞ ❡✐♥ ✇❡✐ÿ❡s ◗✉❛❞r❛t✳

Ü❜❡r♣rü❢❡ ❞✐❡s✦

❉❛ ❥❡❞❡ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ❋❧✐❡s❡ ✉♥❞ ❥❡ ③✇❡✐ ❧❛♥❣❡ ❋❧✐❡s❡♥ ❣❡♠❡✐♥s❛♠ ❡✐♥❡ ❣❡r❛❞❡
❆♥③❛❤❧ s❝❤✇❛r③❡r ❋❡❧❞❡r ❜❡❞❡❝❦❡♥✱ ❣✐❧t✿

❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❜❡❞❡❝❦t❡r s❝❤✇❛r③❡r ❋❧✐❡s❡♥ ✐st ❣❡♥❛✉ ❞❛♥♥ ❣❡r❛❞❡ ❜③✇✳ ✉♥❣❡r❛❞❡✱
✇❡♥♥ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❞❛③✉ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❧❛♥❣❡♥ ❋❧✐❡s❡♥ ❣❡r❛❞❡ ❜③✇✳ ✉♥❣❡r❛❞❡
✐st✳

◆❡❤♠❡♥ ✇✐r ❛❧s♦ ❛♥✱ ▼❛r❦✉s ❤❛❜❡ m q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ✉♥❞ n ❧❛♥❣❡ ❋❧✐❡s❡♥ ❣❡❦❛✉❢t✳
❇❡✐ s❡✐♥❡♠ ❡rst❡♥ ❱❡rs✉❝❤ ❤❛t ❡r ❢❡st❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛ss s✐❝❤ s❡✐♥ ❇❛❞❡③✐♠♠❡r ♠✐t m−1
q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ n+ 1 ❧❛♥❣❡♥ ❋❧✐❡s❡♥ ❛✉s❧❡❣❡♥ ❧✐❡ÿ❡✳ ❏❡ ♥❛❝❤❞❡♠✱ ♦❜ n+ 1 ❣❡✲
r❛❞❡ ♦❞❡r ✉♥❣❡r❛❞❡ ✐st✱ ♠✉ss ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❧❛♥❣❡♥ ❋❧✐❡s❡♥ ✐♥ ❥❡❞❡r ❛♥❞❡r❡♥
♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❋❧✐❡s✉♥❣ ❞❡s ❇❛❞❡③✐♠♠❡rs ❣❡r❛❞❡ ❜③✇✳ ✉♥❣❡r❛❞❡ s❡✐♥✳ ❆✉❢ ❦❡✐♥❡♥ ❋❛❧❧
✐st ❞✐❡s ♠✐t n ❧❛♥❣❡♥ ❋❧✐❡s❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤✦

✾✾✾ ❲✐❞❡rs♣rü❝❤❡
✈♦♥ ❍❛rt✇✐❣ ❋✉❝❤s

■♥ ❡✐♥❡r ❛❜❣❡❧❡❣❡♥❡♥ ●❡❣❡♥❞ ❧✐❡❣t ❡✐♥ ❉♦r❢✱ ❞❡ss❡♥ ✶✵✵✵ ❊✐♥✇♦❤♥❡r E1✱ E2✱ ✳✳✳✱
E1000 s✐❝❤ str✐❦t ❛♥ ❞✐❡ ❘❡❣❡❧ ❤❛❧t❡♥✿ ❊✐♥ ❉ör✢❡r s❛❣t ✐♠♠❡r ♥✉r ❞✐❡ ❲❛❤r❤❡✐t
♦❞❡r ❛❜❡r ✐♠♠❡r ♥✉r ▲ü❣❡♥✳
❆❧s ❡s Pr♦❢❡ss♦r ◗✉❛♦❛r ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❊①❦✉rs✐♦♥ ✐♥ ❞✐❡s❡s ❉♦r❢ ✈❡rs❝❤❧ä❣t✱ ❡rr❡❣t ❞❛s
s❡✐♥❡ ◆❡✉❣✐❡r ✉♥❞ ❡r ❜❡❢r❛❣t ❥❡❞❡♥ ❊✐♥✇♦❤♥❡r✿ ✒❲✐❡ ✈✐❡❧❡ ▲ü❣♥❡r ❣✐❜t ❡s ❤✐❡r❄✏
❊r ❡r❤ä❧t ❞✐❡ ❆♥t✇♦rt❡♥✿
E1 : ✒❊s ❣✐❜t ❣❡♥❛✉ ✶ ▲ü❣♥❡r✳✏
E2 : ✒❊s ❣✐❜t ❣❡♥❛✉ ✷ ▲ü❣♥❡r✳✏
...
E1000 : ✒❊s ❣✐❜t ❣❡♥❛✉ ✶✵✵✵ ▲ü❣♥❡r✳✏
Pr♦❢✳ ◗✉❛♦❛r s❛❣t ✒❉❛♠✐t ❧ässt s✐❝❤ ❡t✇❛s ❛♥❢❛♥❣❡♥✏✱ ✉♥❞ ❡r ü❜❡r❧❡❣t✿

✭∗✮ E1000 ✐st ❡✐♥ ▲ü❣♥❡r✿

❲❡♥♥ E1000 ❞✐❡ ❲❛❤r❤❡✐t s❛❣t❡✱ ❞❛♥♥ ❣ä❜❡ ❡s ✶✵✵✵ ▲ü❣♥❡r ✕ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✇är❡
❞❛♥♥ E1000 s❡❧❜st ❡✐♥ ▲ü❣♥❡r ✕ ❡✐♥ ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤✱ ❞❡♥♥ ❡r s❛❣t❡ ❥❛ ❞✐❡ ❲❛❤r❤❡✐t✳

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ✶✻



❆✉s ❆✉ss❛❣❡ ✭∗✮ ❢♦❧❣t✿ ❊s ❣✐❜t ♠✐♥❞❡st❡♥s ❡✐♥❡♥ ◆✐❝❤t✲▲ü❣♥❡r✳

❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✐st E1 ❡✐♥ ▲ü❣♥❡r✳ ✕ ❆♥♥❛❤♠❡✿ E1 s❛❣t ❞✐❡ ❲❛❤r❤❡✐t✳ ▼✐t ❆✉ss❛❣❡ ✭∗✮
❢♦❧❣t ❞❛♥♥✿ E2✱ E3✱ ✳ ✳ ✳E999 s❛❣❡♥ ❞✐❡ ❲❛❤r❤❡✐t ✕ ✉♥❞ ❞❛s ✇✐❞❡rs♣r✐❝❤t ❞❡r ❆✉ss❛❣❡
✈♦♥ E1✳

●❛♥③ ❡❜❡♥s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r ❘❡✐❤❡ ♥❛❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ✾✾✼ ❆♥♥❛❤♠❡♥✱ ❞❛ss E2 ❜❡③✐❡✲
❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞❛ss E3✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞❛ss E998 ❞✐❡ ❲❛❤r❤❡✐t s❛❣t✱ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥
❲✐❞❡rs♣r✉❝❤✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♥ ✾✾✼ ❲✐❞❡rs♣rü❝❤❡♥ ❢♦❧❣t s♦♠✐t

✭✹✮ E2,E3, ... ,E998 s✐♥❞ ❛❧❧❡ ▲ü❣♥❡r✳

◆✉♥ ③✉ E999✿ ❉❛ E1✱ E2✱ ✳ ✳ ✳ ✱ E998 ✉♥❞ E1000 ▲ü❣♥❡r s✐♥❞ ✕ ✉♥❞ ❞❛s s✐♥❞ ✾✾✾
▲ü❣♥❡r ✕ ✐st ❞✐❡ ❆✉ss❛❣❡ ✈♦♥ E999 ✇❛❤r✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ✐st E999 ❞❡r ❡✐♥③✐❣❡ ◆✐❝❤t✲▲ü❣♥❡r✳

Pr♦❢✳ ◗✉❛♦❛r t❡✐❧t ❞❡♥ ❉ör✢❡r♥ ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s s❡✐♥❡r Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ♠✐t✿ ✒■❤r s❡✐❞ ❛❧❧❡
▲ü❣♥❡r ♠✐t ❆✉s♥❛❤♠❡ ❡✉r❡s ▼✐t❜ür❣❡rs E999✳✏ ✕ ✇❛s ✐❤♠ ❞✐❡ ❉ör✢❡r ✈❡r✇✉♥❞❡rt
❜❡stät✐❣❡♥✳

❉❛♥❛❝❤ ❢r❡✉♥❞❧✐❝❤ ❣rüÿ❡♥❞ s❡✐♥❡♥ ❍✉t s❝❤✇❡♥❦❡♥❞ ✇❛♥❞❡rt ❡r ❞❛✈♦♥✳

❇❡♠❡r❦✉♥❣

❩✇❡✐ ❛✉❢♠❡r❦s❛♠❡ ▼❖◆❖■❉❛♥❡r ❤❛❜❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❜❡✇❡✐s ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞❡r
✐♥ ✈✐❡r ❩❡✐❧❡♥ ♣❛sst ✉♥❞ ❞❡♥ ✇✐r ❊✉❝❤ ♥❛tür❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ✈♦r❡♥t❤❛❧t❡♥ ♠ö❝❤t❡♥✿
❱♦♥ ❞❡♥ ❆✉ss❛❣❡♥ E1✱ ✳ ✳ ✳E1000 ❦❛♥♥ ❤ö❝❤st❡♥s ❡✐♥❡ r✐❝❤t✐❣ s❡✐♥✱ ✇❡✐❧ s✐❝❤ ❞✐❡ ❆✉s✲
s❛❣❡♥ ♣❛❛r✇❡✐s❡ ✇✐❞❡rs♣r❡❝❤❡♥✳ ❆❧s♦ ❣✐❜t ❡s ✾✾✾ ♦❞❡r ✶✵✵✵ ▲ü❣♥❡r✳ ❲är❡♥ ❡s ✶✵✵✵
▲ü❣♥❡r✱ s♦ ✇är❡♥ E1✱ ✳ ✳ ✳E1000 ❢❛❧s❝❤ ✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❣ä❜❡ ❡s ❦❡✐♥❡♥ ▲ü❣♥❡r ✕ ❲✐❞❡r✲
s♣r✉❝❤✳ ❆❧s♦ s✐♥❞ ❡s ✾✾✾ ▲ü❣♥❡r✳ ✭❘❛❤❡❧ ✉♥❞ ❆❝❤✐♠ ❑❧❡♥❦❡✮

� � � � �

✒❉✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ♠✉ss ♠❛♥ s❝❤♦♥ ❞❡s❤❛❧❜ st✉❞✐❡r❡♥✱
✇❡✐❧ s✐❡ ❞✐❡ ●❡❞❛♥❦❡♥ ♦r❞♥❡t✳✏

▼✐❝❤❛✐❧ ❲❛ss✐❧❥❡✇✐ts❝❤ ▲♦♠♦♥♦ss♦✇

✯✶✾✳✶✶✳✶✼✶✶✱ †✶✺✳✵✹✳✶✼✻✺❀
r✉ss✐s❝❤❡r ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧❡r✱ ❉✐❝❤t❡r

✶✼ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



▲ös✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼❛t❤❡s♣✐❡❧❡r❡✐❡♥
❛✉s ▼❖◆❖■❉ ✶✹✺

❋ür ❞✐❡ ❥ü♥❣❡r❡♥ ❙❝❤ü❧❡r✴✐♥♥❡♥ ❞❡r ❑❧❛ss❡♥ ✺✕✽

■✳ ❆✉❣✉st✉s ❞❡ ▼♦r❣❛♥

❉❡r ❜r✐t✐s❝❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ❆✉❣✉st✉s ❞❡ ▼♦r❣❛♥ ✇✉r❞❡ n ❏❛❤r❡ ❛❧t ✐♠ ❏❛❤r n2✳
❊r st❛r❜ ❛♠ ✶✽✳ ▼är③ ✶✽✼✶ ✐♥ ▲♦♥❞♦♥✳

❲❛♥♥ ✇✉r❞❡ ❡r ❣❡❜♦r❡♥❄

❍✐♥✇❡✐s✿ ❉✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ✐st ♥❛tür❧✐❝❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ③✉ ❧ös❡♥✳ ◆❛❝❤s❝❤❛✉❡♥ ✐♥ ▲❡①✐❦❛ ♦❞❡r ❊♥③②✲

❦❧♦♣ä❞✐❡♥ ✇✐r❞ ♥✐❝❤t ❛❧s ▲ös✉♥❣ ❛❦③❡♣t✐❡rt✳ ✭▼●✮

▲ös✉♥❣✿

❉✐❡ ❣röÿt❡ ◗✉❛❞r❛t③❛❤❧✱ ❞✐❡ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s 1871 ✐st✱ ✐st 1849 = 432✳ ❉❛ ❡r ✐♥ ❞✐❡s❡♠
❏❛❤r 43 ❏❛❤r❡ ❛❧t ✇✉r❞❡✱ ♠✉ss ❡r 1849− 43 = 1806 ❣❡❜♦r❡♥ s❡✐♥✳

❚❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✇✉r❞❡ ❡r ❛♠ ✷✼✳ ❏✉♥✐ ✶✽✵✻ ✐♥ ▼❛❞✉r❛✐✱ ■♥❞✐❡♥✱ ❣❡❜♦r❡♥✳

❇❡♠❡r❦✉♥❣✿ ❉❛ss ❞❡ ▼♦r❣❛♥ ✐♠ ❏❛❤r 422 = 1764 s❡✐♥❡♥ ✹✷✳ ●❡❜✉rtst❛❣ ❣❡❢❡✐❡rt ❤ätt❡✱ ❧ässt

s✐❝❤ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❡♥✱ ❞❛ ❡r ❞❛♥♥ ♠✐t ✶✹✾ ❏❛❤r❡♥ ❣❡st♦r❜❡♥ ✇är❡✳

■■✳ ❩❛❤❧❡♥ s❝❤r❡✐❜❡♥

❉✐❡ s❡❝❤s❥ä❤r✐❣❡ ❑❛❧❡❛ ❣❡❤t ③✇❛r ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ③✉r ❙❝❤✉❧❡✱ ❦❛♥♥ ❛❜❡r s❝❤♦♥ ❣❛♥③
t♦❧❧ ❩❛❤❧❡♥ s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉✐❡s ③❡✐❣t s✐❡ ❤❡✉t❡ ✐❤r❡♠ ❖♥❦❡❧✱ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❧❡❤r❡r ✐st✳
❯♥❞ s♦ s❝❤r❡✐❜t s✐❡ ♥❛❝❤❡✐♥❛♥❞❡r ❢❡❤❧❡r❧♦s ❞✐❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥ ❇❧❛tt✱
♦❤♥❡ ❞❛❜❡✐ ▲ü❝❦❡♥ ♦❞❡r ❚r❡♥♥③❡✐❝❤❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞✐❡ ❩❛❤❧❡♥ ③✉ ♠❛❝❤❡♥✳ ❉✐❡ ❩❛❤✲
❧❡♥❦♦❧♦♥♥❡ ❜❡❣✐♥♥t ❛❧s♦ ♠✐t 1234...✱ s♣ät❡r ❢♦❧❣t ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ...891011... ✉♥❞ s♦
✇❡✐t❡r✳

❛✮ ❆❧s ❑❛❧❡❛ ❛✉❢❤ört✱ ❤❛t s✐❡ ✻✾✼✼ ❩✐✛❡r♥ ♥♦t✐❡rt✳ ❲✐❡ ❧❛✉t❡♥ ❞✐❡ ❧❡t③t❡♥ ✈✐❡r
❩✐✛❡r♥ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❑♦❧♦♥♥❡❄

❜✮ ❙t❡❤t ❞✐❡s❡ ❩✐✛❡r♥❢♦❧❣❡ ❛✉❝❤ s❝❤♦♥ ❢rü❤❡r ✐♥ ❞❡r ❩❛❤❧❡♥❦♦❧♦♥♥❡❄ ❊r❧ä✉t❡r❡
❉❡✐♥❡ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣✳

❝✮ ❆♥ ✇❡❧❝❤❡r ❙t❡❧❧❡ ✐♥ ❞❡r ❩❛❤❧❡♥❦♦❧♦♥♥❡ st❡❤t ❞✐❡ ❩❛❤❧ 145 ✭♦❞❡r ✇ür❞❡ st❡❤❡♥✱
❢❛❧❧s ❑❛❧❡❛ ✈♦r❤❡r ❛✉❢❣❡❤ört ❤❛t ③✉ s❝❤r❡✐❜❡♥✮❄ ✭▼●✮

▲ös✉♥❣✿

❛✮ ❋ür ❞✐❡ ❩❛❤❧❡♥ 1 ❜✐s 9 ✇❡r❞❡♥ ♥❡✉♥ ❩✐✛❡r♥ ❜❡♥öt✐❣t✳ ❋ür ❞✐❡ ❩❛❤❧❡♥ 10 ❜✐s
99 ❜❡♥öt✐❣t ❑❛❧❡❛ 90 · 2 = 180 ❩✐✛❡r♥✱ ♥❛❝❤ ❞❡r ❩❛❤❧ 99 ❤❛t ❞✐❡ ❑♦❧♦♥♥❡
❛❧s♦ s❝❤♦♥ 189 ❩✐✛❡r♥✳❋ür ❞✐❡ ❞r❡✐st❡❧❧✐❣❡♥ ❩❛❤❧❡♥ 100 ❜✐s 999 ♥♦t✐❡rt ❑❛❧❡❛
✇❡✐t❡r❡ 900 · 3 = 2700 ❩✐✛❡r♥✱ ✐♥s❣❡s❛♠t s✐♥❞ ❡s ❛❧s♦ 2889 ❩✐✛❡r♥✳

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ✶✽



❉❛♥❛❝❤ ❢♦❧❣❡♥ ♥♦❝❤ 6977 − 2889 = 4088 ❩✐✛❡r♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ♥ä❝❤st❡♥ ❩❛❤❧❡♥
❥❡✇❡✐❧s ✈✐❡r③✐✛r✐❣ s✐♥❞✱ ❦❛♥♥ s✐❡ ❞❛♠✐t 4088 : 4 = 1022 ❩❛❤❧❡♥ ♥♦t✐❡r❡♥✱ ❞❛s
s✐♥❞ ❞✐❡ ❩❛❤❧❡♥ 1000 ❜✐s 2021✳
❉✐❡ ❧❡t③t❡♥ ✈✐❡r ❩✐✛❡r♥✱ ❞✐❡ ❑❛❧❡❛ ♥♦t✐❡rt✱ s✐♥❞ ❛❧s♦ ❞✐❡ ✈✐❡r ❩✐✛❡r♥ ❞❡r ❩❛❤❧ 2021✳

❜✮ ❏❛✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❛❧s ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡r ❩❛❤❧❡♥ 20 ✉♥❞ 21✳ ❉✐❡s s✐♥❞ ❞✐❡ ❙t❡❧❧❡♥ 30
❜✐s 33✳

❝✮ ❉✐❡ ❡rst❡♥ 189 s✐♥❞ ✈♦♥ ❞❡♥ ❡✐♥✲ ✉♥❞ ③✇❡✐st❡❧❧✐❣❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ❜❡s❡t③t✳ ❋ür ❞✐❡
45 ❩❛❤❧❡♥ 100 ❜✐s 144 ❜❡♥öt✐❣t ❑❛❧❡❛ ✇❡✐t❡r❡ 45 · 3 = 135 ❩✐✛❡r♥✳ ❉❛♥♥ ❤❛t
s✐❡ ✐♥s❣❡s❛♠t 189 + 135 = 324 ❩✐✛❡r♥ ♥♦t✐❡rt✳ ❉❛♥❛❝❤ ❢♦❧❣t ❞✐❡ ❩❛❤❧ 145✳
❉✐❡ ❩❛❤❧ 145 st❡❤t ❛❧s♦ ❛♥ ❞❡♥ ❙t❡❧❧❡♥ 325 ❜✐s 327✳
❇❡♠❡r❦✉♥❣✿ ❉✐❡ ❩✐✛❡r♥❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ 145 st❡❤t ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ❢rü❤❡r ✐♥ ❞❡r ❑♦❧♦♥♥❡✳ ❯♥t❡r ❞❡♥

❡✐♥st❡❧❧✐❣❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♥✐❝❤t st❡❤❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡♥ ③✇❡✐st❡❧❧✐❣❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ✇ür❞❡

❛✉❢ 14 ❞✐❡ 15 ❢♦❧❣❡♥ ✭❛❧s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ 141✮ ❜③✇✳ ✈♦r 45 ❞✐❡ 44 st❡❤❡♥ ✭❛❧s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ 445✮✳

❯♥❞ ✉♥t❡r ❞❡♥ ❞r❡✐st❡❧❧✐❣❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ❡rs❝❤❡✐♥t ❞✐❡ ❩❛❤❧❡♥❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❛s ❡rst❡ ▼❛❧✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡

❦❧❡✐♥st❡ ❩✐✛❡r ❛♥ ❞❡r ❍✉♥❞❡rt❡rst❡❧❧❡ ❞❡r ❩❛❤❧ st❡❤t✱ ❛❧s♦ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❜❡✐ 145✳

■■■✳ ❊✐♥❡ ❜❡s♦♥❞❡r❡ ❉✐✛❡r❡♥③

❙t❡❧❧❡ ❞✐❡ ❏❛❤r❡s③❛❤❧ 2021 ❛❧s ❉✐✛❡r❡♥③ ③✇❡✐❡r ◗✉❛❞r❛t③❛❤❧❡♥ ❞❛r✱ ❛❧s♦ ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠

2021 = a2 − b2.

●✐❜ ❛❧❧❡ s♦❧❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ❛♥ ✉♥❞ ❜❡❣rü♥❞❡✱ ❞❛ss ❡s ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ❉❛rst❡❧❧✉♥✲
❣❡♥ ❣✐❜t✳ ✭▼●✮

▲ös✉♥❣✿

❲❡❣❡♥ a2 − b2 = (a − b)(a + b) ❦ö♥♥❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❛✉❝❤ ✉♠❢♦r♠✉❧✐❡r❡♥✿
●✐❜ ❛❧❧❡ Pr♦❞✉❦t❡ (a − b)(a + b) = 2021 ♠✐t ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ❩❛❤❧❡♥ a ✉♥❞ b ❛♥✳
❉✐❡ ❏❛❤r❡s③❛❤❧ ❤❛t ❞✐❡ Pr✐♠❢❛❦t♦r③❡r❧❡❣✉♥❣ 2021 = 47·43✳ ❙❡t③❡♥ ✇✐r a = 47+43

2 =

45 ✉♥❞ b = 47−43
2 = 2✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ (45 + 2)(45− 2) = 2021✳

❊s ✐st ❛❜❡r ❛✉❝❤ 2021 = 2021 · 1✱ ✇❛s ♠✐t a = 2021+1
2 = 1011 ✉♥❞ b = 2021−1

2 =
1010 ③✉♠ Pr♦❞✉❦t (1011 + 1010)(1011− 1010) = 2021 ❢ü❤rt✳

■❱✳ ❲✐♥❦❡❧s✉♠♠❡♥

●❡❣❡❜❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❋✐❣✉r❡♥✱ ❡✐♥ ❉r❡✐❡❝❦ ✉♥❞ ❡✐♥ ❚r❛♣❡③ ✭❜❡✐❞❡
s✐♥❞ ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t ♠❛ÿst❛❜s❣❡r❡❝❤t✮✿

✶✾ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



❛✮ ❇❡st✐♠♠❡ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ♠❛r❦✐❡rt❡♥ ❲✐♥❦❡❧ β′ ✉♥❞ γ′✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❲✐♥✲
❦❡❧ α = 40◦ ❣r♦ÿ ✐st✳

❜✮ ■♠ ❚r❛♣❡③ ❣✐❧t AB ‖ CD✳ ❇❡st✐♠♠❡ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ♠❛r❦✐❡rt❡♥ ❲✐♥✲
❦❡❧ α′ ✉♥❞ δ′✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ α = 40◦ ❣r♦ÿ ✐st✳

✭▼●✮

▲ös✉♥❣✿

❛✮ ❋ür ❞✐❡ ■♥♥❡♥✇✐♥❦❡❧s✉♠♠❡ ❞❡s ❉r❡✐❡❝❦s ❣✐❧t α + β + γ = 180◦✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t
β + γ = 180◦ − α.
❋ür ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ♠❛r❦✐❡rt❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ❣✐❧t

β′ + γ′ = (180◦ − α) + (180◦ − β) = 2 · 180◦ − α− β

= 2 · 180◦ − (α + β) = 2 · 180◦ − (180◦ − α) = 180◦ + α

= 180◦ + 40◦

= 220◦

❜✮ ❉❛ ❞✐❡ ❚r❛♣❡③s❡✐t❡♥ AB ✉♥❞ CD ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r s✐♥❞✱ ✐st ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ δ′ ❡✐♥
❙t✉❢❡♥✇✐♥❦❡❧ ✭❋✲❲✐♥❦❡❧✮ ③✉ ❲✐♥❦❡❧ α✳
❉❛❤❡r ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ♠❛r❦✐❡rt❡♥ ❲✐♥❦❡❧

α′ + δ′ = α′ + α = 180◦.

❉✐❡ ❙✉♠♠❡ ✐st ❛❧s♦ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ●röÿ❡ ❞❡s ❲✐♥❦❡❧s α✳

❱✳ ❍❛✉s❛✉❢❣❛❜❡♥ ✈❡r❣❡ss❡♥

❆♥ ❥❡❞❡♠ ❞❡r ❯♥t❡rr✐❝❤tst❛❣❡ ✈♦♠ ✶✹✳ ❜✐s ✷✶✳ ▼är③ ✭✐♥ ❞✐❡s❡♥ ❚❛❣❡♥ ❣❛❜ ❡s ❦❡✐♥❡♥
❋❡✐❡rt❛❣✮ ❤❛tt❡♥ ✐♥ ❞❡r ❑❧❛ss❡ ✺❝ ❥❡❞❡♥ ❚❛❣ ❣❡♥❛✉ ❞r❡✐ ❙❝❤ü❧❡r ❦❡✐♥❡ ❍❛✉s❛✉❢❣❛✲
❜❡♥✳ ▼♦♥❛ ❤❛tt❡ ❛♥ ③✇❡✐ ❚❛❣❡♥✱ ■❞♦ ❛♥ ❞r❡✐ ❚❛❣❡♥ ✉♥❞ ▼❛t❤❡♦ ❛♥ ❣❡♥❛✉ ❢ü♥❢
❚❛❣❡♥ ❦❡✐♥❡ ❍❛✉s❛✉❢❣❛❜❡♥✳ ❉✐❡ ü❜r✐❣❡♥ ✈❡r❣❡ss❡♥❡♥ ❍❛✉s❛✉❢❣❛❜❡♥ ❤❛t ●❡r♦♠❡
③✉ ✈❡rs❝❤✉❧❞❡♥✳
❆♥ ✇✐❡ ✈✐❡❧❡♥ ❚❛❣❡♥ ❤❛tt❡ ●❡r♦♠❡ ❦❡✐♥❡ ❍❛✉s❛✉❢❣❛❜❡♥❄ ✭▼●✮

▲ös✉♥❣✿

❉❡r ❩❡✐tr❛✉♠ ✉♠❢❛sst s✐❡❜❡♥ ❚❛❣❡✱ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❞❛♥♥ ❛❜❡r ③✇❡✐ ❚❛❣❡ ❲♦❝❤❡♥❡♥❞❡
s❡✐♥ ♠üss❡♥✳ ❊s ❜❧❡✐❜❡♥ ❛❧s♦ ❢ü♥❢ ❯♥t❡rr✐❝❤tst❛❣❡✱ ❞❛ ❡s ❦❡✐♥❡ ❋❡✐❡rt❛❣❡ ❣❛❜✳
❉❛ ❥❡❞❡♥ ❚❛❣ ❞r❡✐ ❙❝❤ü❧❡r ❦❡✐♥❡ ❍❛✉s❛✉❢❣❛❜❡♥ ❣❡♠❛❝❤t ❤❛❜❡♥✱ s✐♥❞ ✶✺ ❍❛✉s❛✉❢✲
❣❛❜❡♥ ♥✐❝❤t ❣❡♠❛❝❤t ✇♦r❞❡♥✳
❉❛❤❡r ❤❛t ●❡r♦♠❡ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛♥ 15 − 2 − 3 − 5 = 5 ❚❛❣❡♥ ❦❡✐♥❡ ❍❛✉s❛✉❢❣❛❜❡♥
❣❡♠❛❝❤t✳

❱■✳ ❲❡tt❦❛♠♣❢❣r✉♣♣❡♥

❉✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✲❆● ❞❡s ▼❛rt✐♥✲▼❡tt❧❡r✲●②♠♥❛s✐✉♠s ❜❡s✉❝❤❡♥ ✶✻ ❙❝❤ü❧❡r✐♥♥❡♥
✉♥❞ ❙❝❤ü❧❡r✳ ❍❡✉t❡ ✇✐r❞ ❞♦rt ❡✐♥ ❑♦♣❢r❡❝❤❡♥✇❡tt❜❡✇❡r❜ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ❜❡✐ ❞❡♠
✐♠♠❡r ❩✇❡✐❡r❣r✉♣♣❡♥ ❣❡❣❡♥❡✐♥❛♥❞❡r ❛♥tr❡t❡♥✳

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ✷✵



●❡♥❛✉ 2
3 ❛❧❧❡r ▼ä❞❝❤❡♥ tr❡t❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❏✉♥❣❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥ ✐♠ ❲❡tt❦❛♠♣❢ ❛♥✱

✇ä❤r❡♥❞ ❣❡♥❛✉ 2
5 ❛❧❧❡r ❏✉♥❣❡♥ ❣❡♠❡✐♥s❛♠ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▼ä❞❝❤❡♥ ❛♥tr❡t❡♥✳

❛✮ ❲✐❡ ✈✐❡❧❡ ▼ä❞❝❤❡♥ ✉♥❞ ✇✐❡✈✐❡❧❡ ❏✉♥❣❡♥ ❜❡s✉❝❤❡♥ ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✲❆●❄

❜✮ ●✐❜t ❡s ♠❡❤r ❣❡♠✐s❝❤t✲❣❡s❝❤❧❡❝❤t❧✐❝❤❡ ❩✇❡✐❡r❣r✉♣♣❡♥ ♦❞❡r ♠❡❤r ❣❧❡✐❝❤ ❣❡✲
s❝❤❧❡❝❤t❧✐❝❤❡ ●r✉♣♣❡♥❄

✭▼●✮

▲ös✉♥❣✿

❛✮ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▼ä❞❝❤❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ✇✐r ♠✐t M ✱ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❏✉♥❣❡♥ ♠✐t J ✳
❉❛ ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✲❆● ✐♥s❣❡s❛♠t ✶✻ ▼✐t❣❧✐❡❞❡r ❤❛t✱ ❣✐❧t M + J = 16 ❜③✇✳
J = 16−M ✳
❊s tr❡t❡♥ 2

3 ❞❡r ▼ä❞❝❤❡♥ ✐♥ ❣❡♠✐s❝❤t✲❣❡s❝❤❧❡❝❤t❧✐❝❤❡♥ ●r✉♣♣❡♥ ❛♥✱ ❛❧s♦ 2
3M ✳

❊♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ s✐♥❞ ❡s 2
5J ❏✉♥❣❡♥✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❆♥③❛❤❧❡♥ ♠üss❡♥ ❣❧❡✐❝❤ s❡✐♥✱ ❛❧s♦

❣✐❧t 2
3M = 2

5J = 2
5(16−M)✳

❉✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❧ös❡♥ ✇✐r ✉♥❞ ❡r❤❛❧t❡♥
2
3M = 2

5(16−M)

⇐⇒ 10M = 6 · (16−M)

⇐⇒ 10M = 96− 6M

⇐⇒ 16M = 96

⇐⇒ M = 6

❆❧s♦ ❜❡s✉❝❤❡♥ s❡❝❤s ▼ä❞❝❤❡♥ ✉♥❞ 16− 6 = 10 ❏✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✲❆●✳

❜✮ ■♥s❣❡s❛♠t ❣✐❜t ❡s ❛❝❤t ❩✇❡✐❡r❣r✉♣♣❡♥✳
■♥ ❣❡♠✐s❝❤t✲❣❡s❝❤❧❡❝❤t❧✐❝❤❡♥ ●r✉♣♣❡♥ tr❡t❡♥ 2

5 ❞❡r ❏✉♥❣❡♥✱ ❛❧s♦ ✈✐❡r ❏✉♥❣❡♥
❛♥✳ ❊s ❣✐❜t ❛❧s♦ ✈✐❡r ❣❡♠✐s❝❤t✲❣❡s❝❤❧❡❝❤t❧✐❝❤❡ ●r✉♣♣❡♥✳
❆❧s♦ ❣✐❜t ❡s ❣❧❡✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ❣❡♠✐s❝❤t✲❣❡s❝❤❧❡❝❤t❧✐❝❤❡ ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤❣❡s❝❤❧❡❝❤t❧✐❝❤❡
❩✇❡✐❡r❣r✉♣♣❡♥✳

❱■■✳ ❩❛❤❧❡♥✲❑♥♦❜❡❧❡✐
❊rs❡t③❡ ❞✐❡ ❇✉❝❤st❛❜❡♥ A✱ B ✱ C ✉♥❞
D ❞✉r❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❩✐✛❡r♥✱ A 6= 0
s♦✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❦♦rr❡❦t❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥
③✇❡✐❡r ✈✐❡rst❡❧❧✐❣❡r ❩❛❤❧❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠
❛❝❤tst❡❧❧✐❣❡♥ ❊r❣❡❜♥✐s ❡♥tst❡❤t✳ ✭❍✳❋✳✮

A B C D · A B C D

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

▲ös✉♥❣✿

❆✉s ABCD · C = 0 ❢♦❧❣t C = 0✳
❲❡✐❧ ABCD · A ❡✐♥❡ ✈✐❡rst❡❧❧✐❣❡ ❩❛❤❧ ✐st✱ ❣✐❧t A ≤ 3✳
❆♥♥❛❤♠❡ A ≤ 2✿ ❉❛♥♥ ✐st ABCD · ABCD < 29092 < 9000000. ◆❛❝❤ ❱♦r❛✉s✲
s❡t③✉♥❣ ✐st ❥❡❞♦❝❤ (ABCD)2 ❡✐♥❡ ❛❝❤tst❡❧❧✐❣❡ ❩❛❤❧ ✕ ❡✐♥ ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤✳ ❆❧s♦ ✐st
A = 3✳

✷✶ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



❉❛ ❛✉❝❤ ABCD · B = 3BCD · B ✉♥❞ ABCD · D = 3BCD · D ❥❡✇❡✐❧s ✈✐❡rst❡❧❧✐❣❡
❩❛❤❧❡♥ ❡r❣❡❜❡♥✱ ♠üss❡♥ ♥✉♥ B ≤ 2 ✉♥❞ D ≤ 2 s❡✐♥✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ❦ö♥♥❡♥ ❜❡✐❞❡
♥✐❝❤t 0 s❡✐♥✳

❲❡❣❡♥ B 6= 0 ✐st ♥✉♥ B = 2 ♦❞❡r B = 1✳ ❲är❡ B = 1✱ ❞❛♥♥ ✇är❡ (310D)2

✇❡❣❡♥ (310D)2 ≤ 31092 < 107 ❡✐♥❡ s✐❡❜❡♥st❡❧❧✐❣❡ ❩❛❤❧✳ ❆❧s♦ ✐st B 6= 1 ✉♥❞ ❞❛❤❡r
B = 2✳

❋ür D ❜❧❡✐❜t ❞❛♥♥ ✇❡❣❡♥ D ≤ 2 ♥✉r ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t D = 1✳ ❉❛s ❣❡s✉❝❤t❡ Pr♦❞✉❦t
❧❛✉t❡t s♦♠✐t✿ 3201 · 3201 = 10246401✳

◆❡✉❡ ▼❛t❤❡s♣✐❡❧❡r❡✐❡♥
❋ür ❞✐❡ ❥ü♥❣❡r❡♥ ❙❝❤ü❧❡r✴✐♥♥❡♥ ❞❡r ❑❧❛ss❡♥ ✺✕✽

• ❇✐tt❡ ✐♠♠❡r ❡✐♥❡♥ ▲ös✉♥❣s✇❡❣✴❡✐♥❡ ❇❡❣rü♥❞✉♥❣ ❛♥❣❡❜❡♥✳

• ❙❝❤ü❧❡r✐♥♥❡♥ ✉♥❞ ❙❝❤ü❧❡r ❞❡r ❑❧❛ss❡♥st✉❢❡ ✾ ❞ür❢❡♥ ❞✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❧ös❡♥✱ ❡r❤❛❧t❡♥
❛❜❡r ♥✉r ❤❛❧❜❡ P✉♥❦t③❛❤❧✳ ❆❜ ❑❧❛ss❡♥st✉❢❡ ✶✵ ❣✐❜t ❡s ❦❡✐♥❡ P✉♥❦t❡ ♠❡❤r✳

• ❊✐♥s❡♥❞❡s❝❤❧✉ss✿ ✶✵✳ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✷✶✳

• ❲❡✐t❡r❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✷✳

■✳ ❩✉♠ ✹✵✲❥ä❤r✐❣❡♥ ❏✉❜✐❧ä✉♠

❉❛s ❡rst❡ ▼❖◆❖■❉✲❍❡❢t ❡rs❝❤✐❡♥ ✈♦r ✹✵ ❏❛❤r❡♥✱ ❛❧s♦ ✐♠ ❏❛❤r ✶✾✽✶✳

❇❡r❡❝❤♥❡ ❞✐❡ ◗✉❡rs✉♠♠❡ ❞❡r ❩❛❤❧

102021 − 1981. (MG )

■■✳ ❏✉❜✐❧ä✉♠s✲❇❛♥♥❡r

❆✉❢ ❡✐♥❡♠ ❇❛♥♥❡r st❡❤t ❛♥❧äss❧✐❝❤ ❞❡s ▼❖◆❖■❉✲❏✉❜✐❧ä✉♠s

✶✾✽✶✹✵✷✵✷✶ ✳

❉♦r♦ ③❡rs❝❤♥❡✐❞❡t ❞❛s ❇❛♥♥❡r s♦ ✐♥ ❞r❡✐ ❙tü❝❦❡✱ ❞❛ss ❞❛❜❡✐ ❞r❡✐ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❩❛❤❧❡♥
❛✉❢ ❞❡♥ ❞r❡✐ ❙tü❝❦❡♥ st❡❤❡♥✳

❲✐❡ ♠✉ss ❉♦r♦ s❝❤♥❡✐❞❡♥✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❞r❡✐ ❩❛❤❧❡♥ ✳✳✳

❛✮ ♠ö❣❧✐❝❤st ❦❧❡✐♥ ✇✐r❞✱ ✇❡♥♥ ❢ü❤r❡♥❞❡ ❩✐✛❡r♥ 0 ✈❡r❜♦t❡♥ s✐♥❞❄

❜✮ ♠ö❣❧✐❝❤st ❦❧❡✐♥ ✇✐r❞✱ ✇❡♥♥ ❢ü❤r❡♥❞❡ ❩✐✛❡r♥ 0 ❡r❧❛✉❜t s✐♥❞❄

❝✮ ♠ö❣❧✐❝❤st ❣r♦ÿ ✇✐r❞❄ ✭▼●✮

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ✷✷



■■■✳ ❲❛❤r ♦❞❡r ❢❛❧s❝❤❄

❊s s❡✐❡♥ m ✉♥❞ n ♣♦s✐t✐✈❡ ❣❛♥③❡ ❩❛❤❧❡♥✳
❲❡❧❝❤❡ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉ss❛❣❡♥ s✐♥❞ ✇❛❤r✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐♥❞ ❢❛❧s❝❤❄ ❇❡❣rü♥❞❡ ❉❡✐♥❡
❆♥t✇♦rt❡♥✳

❛✮ ❋ür ❛❧❧❡ m ✉♥❞ n ❣✐❧t✿ m + n > n ✉♥❞ m · n > n✳

❜✮ ❊s ❣✐❜t ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ❩❛❤❧❡♥ m ✉♥❞ n s♦✱ ❞❛ss m
n
< 1 ✉♥❞ n

m
> 1 s✐♥❞✳

❝✮ ❋ür ❛❧❧❡ m ✉♥❞ n ❣❡❧t❡♥ m2 ≥ m ✉♥❞ n2 ≥ n ✉♥❞ ❞❛❤❡r m2 + n2 ≥ m + n✳

❞✮ ❊s ❣✐❜t ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ❩❛❤❧❡♥ m ✉♥❞ n✱ ❢ür ❞✐❡ m− n < 0 ✉♥❞ (m− n)2 > 0
s✐♥❞✳

❡✮ ❋ür ❛❧❧❡ m ✉♥❞ n ❢♦❧❣t ❛✉s m < n✱ ❞❛ss mn < nm ✐st✳ ✭❍✳❋✳✮

■❱✳ ❉❛t✉♠

❇❡✐♠ ❇❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞❡♥ ❑❛❧❡♥❞❡r st❡❧❧t ❑❛r✐♥ ❢❡st✿ ✒❉❛s
❤❡✉t✐❣❡ ❉❛t✉♠✱ ❞❡r ✶✾✳✵✻✳✷✵✷✶✱ ❡♥t❤ä❧t s♦✇♦❤❧ ❣❡✲
r❛❞❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ✉♥❣❡r❛❞❡ ❩✐✛❡r♥✳ ❆❜❡r ❡s ❣✐❜t ❞♦❝❤
❜❡st✐♠♠t ❛✉❝❤ ❉❛t❡♥ ♥✉r ♠✐t ❣❡r❛❞❡♥ s♦✇✐❡ ♥✉r ♠✐t
✉♥❣❡r❛❞❡♥ ❩✐✛❡r♥✳✏

❛✮ ❲❛♥♥ ✇❛r ❞❛s ❧❡t③t❡ ❉❛t✉♠ ✉♥❞ ✇❛♥♥ ✇✐r❞ ❞❛s ♥ä❝❤st❡ ❉❛t✉♠ ♥✉r ♠✐t ❣❡r❛❞❡♥
❩✐✛❡r♥ s❡✐♥❄

❜✮ ❲❛♥♥ ✇❛r ❞❛s ❧❡t③t❡ ❉❛t✉♠ ✉♥❞ ✇❛♥♥ ✇✐r❞ ❞❛s ♥ä❝❤st❡ ❉❛t✉♠ ♥✉r ♠✐t ✉♥❣❡✲
r❛❞❡♥ ❩✐✛❡r♥ s❡✐♥❄

❇❡♠❡r❦✉♥❣✿ ❉❛s ❉❛t✉♠ s♦❧❧ ✐♥ ❞❡r ♦❜✐❣❡♥ ❋♦r♠ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❛❧s♦ ❚❛❣
✉♥❞ ▼♦♥❛t ❥❡✇❡✐❧s ③✇❡✐st❡❧❧✐❣ ✭❛❧s♦ ❣❣❢✳ ♠✐t ❢ü❤r❡♥❞❡r ✵✮✱ ❞❛s ❏❛❤r ✈✐❡rst❡❧❧✐❣✳
❊s ❣❡♥ü❣t✱ ❤✐❡r ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❛♥③✉❣❡❜❡♥✱ ❡✐♥❡ ❇❡❣ü♥❞✉♥❣ ✇✐r❞ ❛✉s♥❛❤♠s✇❡✐s❡ ♥✐❝❤t
✈❡r❧❛♥❣t✳ ✭▼●✮

❱✳ ❙✉♠♠❡ ✈♦♥ ✹✵ ❋❛❦✉❧tät❡♥

❇❡st✐♠♠❡ ❞✐❡ ❧❡t③t❡ ❩✐✛❡r ✈♦♥

1! + 2! + 3! + ... + 40!.

❍✐♥✇❡✐s✿ ❉✐❡ ❋❛❦✉❧tät ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ❜✐s ③✉ ❞✐❡s❡r ❩❛❤❧
♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❛❧s♦ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ 4! = 1 · 2 · 3 · 4 = 24✳ ✭▼●✮

✷✸ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



❱■✳ P②r❛♠✐❞❡ ❛✉s ❍♦❧③✇ür❢❡❧♥

❙❛r❛❤ ❤❛t ✷✵✷✶ ❦❧❡✐♥❡ ❍♦❧③✇ür❢❡❧ ❞❡r ❑❛♥t❡♥❧ä♥❣❡ 1 cm✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♥ ❜❛✉t s✐❡ ❡✐♥❡
P②r❛♠✐❞❡✳ ❉✐❡ ♦❜❡rst❡ ❙❝❤✐❝❤t ❜❡st❡❤t ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❍♦❧③✇ür❢❡❧✱ ❞✐❡ ❞❛r✉♥t❡r ❛✉s
2 · 2 = 4 ❍♦❧③✇ür❢❡❧♥✱ ❞✐❡ q✉❛❞r❛t✐s❝❤ ❛♥❣❡♦r❞♥❡t s✐♥❞✳ ❉✐❡ ♥ä❝❤st❡ ❙❝❤✐❝❤t
❞❛r✉♥t❡r ❜❡st❡❤t ❞❛♥♥ ❛✉s 3 ·3 = 9 q✉❛❞r❛t✐s❝❤ ❛♥❣❡♦r❞♥❡t❡♥ ❍♦❧③✇ür❢❡❧♥ ✉♥❞ s♦
✇❡✐t❡r✳ ✭❙✐❡ ❜❛✉t ♥❛tür❧✐❝❤ ✈♦♥ ✉♥t❡♥✱ ❛❜❡r ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡ ❧ässt s✐❝❤ ❞❡r ❆✉❢❜❛✉
❧❡✐❝❤t❡r ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳✮

❛✮ ❲✐❡ ✈✐❡❧❡ ❍♦❧③✇ür❢❡❧ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ♦❜❡rst❡♥ s❡❝❤s ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ✐♥s❣❡s❛♠t❄

❜✮ ❲✐❡ ✈✐❡❧❡ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ❤❛t ❞✐❡ ❣röÿt♠ö❣❧✐❝❤❡ P②r❛♠✐❞❡✱ ❞✐❡ s✐❡ ❛✉s ❞❡♥ ✷✵✷✶ ❍♦❧③✲
✇ür❢❡❧♥ ❜❛✉❡♥ ❦❛♥♥❄

❝✮ ❲✐❡ ✈✐❡❧❡ ❍♦❧③✇ür❢❡❧ s✐♥❞ ✐♥ ❞❡♥ ✉♥t❡rst❡♥ s❡❝❤s ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ❞✐❡s❡r ❣röÿt♠ö❣❧✐✲
❝❤❡♥ P②r❛♠✐❞❡❄

❞✮ ❩❡✐❣❡✿ ❲❡♥♥ ❙❛r❛❤ ✉♥t❡♥ ♠✐t ❞❡r ❙❝❤✐❝❤t ❜❡❣✐♥♥t✱ ✐♥ ❞❡r 18 · 18 ❍♦❧③✇ür❢❡❧
s✐♥❞✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ s✐❡ ♥♦❝❤ ❞✐❡ 7 · 7❡r ❙❝❤✐❝❤t ❦♦♠♣❧❡tt ❜❛✉❡♥✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ♠❡❤r
❞✐❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ 6 · 6❡r ❙❝❤✐❝❤t✳ ✭▼●✮

❱■■✳ ❉♦♠✐♥♦

❑❛r✐♥ ❤❛t ③✉♠ ●❡❜✉rtst❛❣ ❡✐♥ ❉♦♠✐♥♦✲❙♣✐❡❧ ❣❡s❝❤❡♥❦t ❜❡❦♦♠♠❡♥✳ ❆✉❢ ❞✐❡ ❘ü❝❦✲
s❡✐t❡♥ ❞❡r ❉♦♠✐♥♦st❡✐♥❡ ✐st ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥ ❇✉❝❤st❛❜❡ ❞❡s ❲♦rt❡s ❉❖▼■◆❖ ✭✐♥ ●r♦ÿ✲
❜✉❝❤st❛❜❡♥✮ ❣❡❞r✉❝❦t✳ ❑❛r✐♥ s✉❝❤t ♥✉♥ s❡❝❤s ❙t❡✐♥❡ s♦ ❤❡r❛✉s✱ ❞❛ss s✐❡ ♠✐t ❞✐❡s❡♥
❞❛s ❲♦rt ❉♦♠✐♥♦ ❧❡❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡♥ ❙t❡✐♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❉✱ ❡✐♥❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❖✱
❡✐♥❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▼✱ ❡✐♥❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ■✱ ❡✐♥❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ◆ ✉♥❞ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡♥ ✇❡✐t❡r❡♥
♠✐t ❡✐♥❡♠ ❖✳ ❉✐❡ ü❜r✐❣❡♥ ❙t❡✐♥❡ rä✉♠t s✐❡ ③✉rü❝❦ ✐♥ ❞✐❡ P❛❝❦✉♥❣✳

◆✉♥ ♠✐s❝❤t s✐❡ ❞✐❡s❡ s❡❝❤s ❙t❡✐♥❡ ✉♥❞ ❧❡❣t s✐❡ ✐♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ♥❡❜❡♥✲
❡✐♥❛♥❞❡r✳ ❙♦ ❡♥tst❡❤❡♥ ♥❡✉❡ ❲ört❡r✱ ✇❡♥♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ♠❡✐st❡♥ ❦❡✐♥❡♥ ❙✐♥♥ ❡r❣❡❜❡♥✱
✇✐❡ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❲ört❡r ❉❖■▼◆❖ ♦❞❡r ❖◆■▼❖❉✳

❛✮ ❲✐❡ ✈✐❡❧❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ✭❛✉❝❤ s✐♥♥❧♦s❡✮ ❲ört❡r ❦❛♥♥ ❑❛r✐♥ ♠✐t ❞❡♥ ❇✉❝❤st❛❜❡♥
❜✐❧❞❡♥❄

❜✮ ❑❛r✐♥ s❝❤r❡✐❜t ❛❧❧❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❲ört❡r ✐♥ ❛❧♣❤❛❜❡t✐s❝❤❡r ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ❛✉❢✱ ✐♥
❞❡r ♥❛tür❧✐❝❤ ❥❡❞❡s ❲♦rt ♥✉r ❡✐♥♠❛❧ st❡❤t✳ ❆♥ ✇❡❧❝❤❡r ❙t❡❧❧❡ st❡❤t ❞❛s ❲♦rt
❉❖▼■◆❖ ✐♥ ❞✐❡s❡r ▲✐st❡❄

❝✮ ❲❡❧❝❤❡s ❲♦rt st❡❤t ❛♥ ❞❡r ✶✼✹✳ ❙t❡❧❧❡ ❞✐❡s❡r ▲✐st❡❄ ✭▼●✮

❱■■■✳ ❲✐❡ ✈✐❡❧❡❄

❲✐❡ ✈✐❡❧❡ 6✲st❡❧❧✐❣❡ ❩❛❤❧❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ 60 t❡✐❧❜❛r s✐♥❞✱ ❣✐❜t ❡s❄ ✭▼❛rt✐♥ ▼❡tt❧❡r †✮

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ✷✹



❙♦♥❞❡rs❡✐t❡♥
③✉♠ ▼❛✐♥③❡r ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢ts♠❛r❦t ✷✵✷✶

▼❡♥s❝❤ ✉♥❞ ●❡s✉♥❞❤❡✐t
▼❛❝❤t ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❣❡s✉♥❞❄

✈♦♥ ❆❧❛♥ ❘❡♥❞❛❧❧

❲❛s ❤❛t ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ♠✐t ●❡s✉♥❞❤❡✐t ③✉ t✉♥❄ ❊✐♥❡ ❆♥t✇♦rt ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❋r❛❣❡ ✜♥❞❡t
♠❛♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❲❡r ▼❖◆❖■❉ ❧✐❡st✱
✇❡✐ÿ s❝❤♦♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❛♥ ✉♥❞ ❢ür s✐❝❤ ❡✐♥❡ s❝❤ö♥❡ ❙❛❝❤❡ ✐st✳ ❊s ✐st
❛❜❡r ✈✐❡❧❡♥ ▼❡♥s❝❤❡♥ ♥✐❝❤t ❜❡✇✉sst ✉♥❞ ✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ❛✉❝❤ ♠❛♥❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡s❡♥ ❚❡①t
❧❡s❡♥✱ ♥✐❝❤t✱ ✇✐❡ ✇✐❝❤t✐❣ ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ✉♥s❡r❡♠ ▲❡❜❡♥ s✐♥❞✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❞❡♥❦t✱ ❞❛♥♥ ③✉❡rst ❛♥ ❞✐❡ P❤②s✐❦
✭❞✐❡ P❤②s✐❦❡r s♣✐❡❧❡♥ ❜❡❦❛♥♥t❧✐❝❤ ❣❡r♥❡ ♠✐t ❋♦r♠❡❧♥✮ ♦❞❡r ❛♥ ❞✐❡ ■♥❢♦r♠❛t✐❦✳ ❉✐❡
▼❛t❤❡♠❛t✐❦ s♣✐❡❧t ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❘♦❧❧❡ ✐♥ ❞❡r ❈❤❡♠✐❡✱ ❞❡r ❇✐♦❧♦❣✐❡ ✉♥❞
❞❡r ▼❡❞✐③✐♥✱ ✇♦♠✐t ✇✐r ❜❡✐ ❞❡r ●❡s✉♥❞❤❡✐t ❛♥❣❡❦♦♠♠❡♥ s✐♥❞✳

❊s ❣✐❜t ❡✐♥ s❝❤ö♥❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡r ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ▼❡❞✐③✐♥
✈♦♥ ✈♦r ✹✵✵ ❏❛❤r❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❣❡❤t ❡s ❦❡✐♥❡s✇❡❣s ✉♠ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✕ ✇✐r
❜r❛✉❝❤❡♥ ♥✐❝❤ts ♠❡❤r ❛❧s ❡✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥✳ ❉✐❡s❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss
♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡♥ ❋♦rts❝❤r✐tt ✐♥ ❞❡r ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t ❜r✐♥❣❡♥ ❦ö♥✲
♥❡♥✱ ❞❡♥ ❡s ♦❤♥❡ ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ♥✐❝❤t ❣❡❣❡❜❡♥ ❤ätt❡ ✭♦❞❡r ③✉♠✐♥❞❡st ♥✐❝❤t s♦
s❝❤♥❡❧❧✮✳ ❍❡✉t③✉t❛❣❡ ✇✐ss❡♥ ❛❧❧❡✱ ❞❛ss ❡s ✐♥ ✉♥s❡r❡♠ ❑ör♣❡r ❡✐♥❡♥ ❇❧✉t❦r❡✐s❧❛✉❢
❣✐❜t✳ ❉❛s ❇❧✉t ❦♦♠♠t ✐♠♠❡r ✇✐❡❞❡r ③✉♠ ❍❡r③❡♥ ③✉rü❝❦✳ ❉❛❣❡❣❡♥ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡
▼❡♥s❝❤❡♥ s❡❤r ❧❛♥❣❡ ❣❡❣❧❛✉❜t ✭❡t✇❛ ✶✹✵✵ ❏❛❤r❡ ❧❛♥❣✮✱ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ➘r③t❡✱ ❞❛ss ❞❡r
❲❡❣ ❞❡s ❇❧✉t❡s ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❑ör♣❡r ❡✐♥❡ ❊✐♥❜❛❤♥str❛ÿ❡ ✐st✱ ✇♦ ❞❛s ❇❧✉t ✐♥ ❞❡r ▲❡❜❡r
♣r♦❞✉③✐❡rt ✇✐r❞ ✉♥❞ ❛♥❞❡rs✇♦ ✇✐❡❞❡r ✈❡r❜r❛✉❝❤t✳ ❉❡r ▼❛♥♥✱ ❞❡r ❞✐❡ ❲❡❧t ✈♦♠
❇❧✉t❦r❡✐s❧❛✉❢ ü❜❡r③❡✉❣t ❤❛t✱ ✇❛r ❲✐❧❧✐❛♠ ❍❛r✈❡②✳ ❊r ❤❛t ✉♠ ✶✻✵✵ ✐♥ P❛❞✉❛ st✉✲
❞✐❡rt✱ ③✉ ❡✐♥❡r ❩❡✐t✱ ❛❧s ●❛❧✐❧❡♦ ●❛❧✐❧❡✐ ❛♥ ❞❡r ❞♦rt✐❣❡♥ ❯♥✐✈❡rs✐tät Pr♦❢❡ss♦r ❞❡r
▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✇❛r✳ ●❛❧✐❧❡✐ ✇❛r ü❜r✐❣❡♥s ❞❡r❥❡♥✐❣❡✱ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ q✉❛♥t✐✲
t❛t✐✈❡r ▼❡t❤♦❞❡♥ ✭▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❛❧s♦✮ ❞✐❡ ♠♦❞❡r♥❡ P❤②s✐❦ ♠✐t❜❡❣rü♥❞❡t ❤❛t✳ ❲❡♥♥
♠❛♥ ✶✹✵✵ ❏❛❤r❡ ✈♦♥ ❡t✇❛s ü❜❡r③❡✉❣t ❣❡✇❡s❡♥ ✐st ✉♥❞ ❛✉❝❤ t❡✐❧✇❡✐s❡ ❣✉t❡s ●❡❧❞
❞❛♠✐t ✈❡r❞✐❡♥t✱ ❞❛♥♥ ❧ässt ♠❛♥ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ❧❡✐❝❤t ü❜❡r③❡✉❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲❛❤r❤❡✐t
❡✐♥❡ ❣❛♥③ ❛♥❞❡r❡ ✐st✳ ❲✐❡ ❤❛t ❍❛r✈❡② ❡s ❣❡s❝❤❛✛t✱ ❞✐❡ ♠❡❞✐③✐♥✐s❝❤❡ ❲❡❧t ✈♦♥
s❡✐♥❡r ❚❤❡♦r✐❡ ③✉ ü❜❡r③❡✉❣❡♥❄ ❊r ❤❛t ❡s ❞❛❞✉r❝❤ ❣❡s❝❤❛✛t✱ ❞❛ss ❡r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
▼❡t❤♦❞❡♥ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ❤❛t✱ ✉♠ ❡✐♥ s❝❤❧❛❣❡♥❞❡s ❆r❣✉♠❡♥t ③✉ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥✳

❍❛r✈❡② ❤❛t ❞❛♠✐t ❛♥❣❡❢❛♥❣❡♥✱ ❞❛ss ❡r ❡✐♥❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❋r❛❣❡ ❣❡st❡❧❧t ❤❛t✳ ❲❡♥♥
❞✐❡ ❛❧t❡ ❚❤❡♦r✐❡ st✐♠♠t✱ ✇✐❡ ✈✐❡❧ ❇❧✉t ♠✉ss ❡✐♥ ♠❡♥s❝❤❧✐❝❤❡r ❑ör♣❡r ✐♥ ❡✐♥❡r ❙t✉♥✲
❞❡ ♣r♦❞✉③✐❡r❡♥❄ ❉✐❡s ✇är❡ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ▼❡♥❣❡ ❇❧✉t✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ❙t✉♥❞❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s

■ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



❍❡r③ ✢✐❡ÿt✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❧❡✐❝❤t ❢❡stst❡❧❧❡♥ ✭❞✉r❝❤ ❞❡♥ P✉❧s✮ ✇✐❡ ♦❢t ❞❛s ❍❡r③ ✐♥ ❡✐♥❡r
❙t✉♥❞❡ s❝❤❧ä❣t✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥♦❝❤ ✇üsst❡✱ ✇✐❡ ✈✐❡❧ ❇❧✉t ❜❡✐ ❥❡❞❡♠ ❍❡r③s❝❤❧❛❣ ❞❛s
❍❡r③ ♣❛ss✐❡rt✱ ❞❛♥♥ ❤ätt❡ ♠❛♥ ✭❞✉r❝❤ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥✮ ❞✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡ ❋r❛❣❡ ❜❡✲
❛♥t✇♦rt❡t✳ ❍❛r✈❡② ♠✉sst❡ ❛❧s♦ ♥♦❝❤ ♠❡ss❡♥✱ ✇✐❡ ✈✐❡❧ ❇❧✉t ♠✐t ❥❡❞❡♠ ❍❡r③s❝❤❧❛❣
❞✉r❝❤ ❞❛s ❍❡r③ ✢✐❡ÿt✳ ❉❛ ❡✐♥ s♦❧❝❤❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥ ❡✐♥❡♠ ▼❡♥s❝❤❡♥ ❜❡❞❡♥❦❧✐❝❤
✇är❡✱ ❤❛t ❍❛r✈❡② ❡✐♥❡♥ ❍✉♥❞ ❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ▼✐t ❞❡r ❆♥t✇♦rt ❢ür ❡✐♥❡♥ ❍✉♥❞ ❦❛♥♥
♠❛♥ ❞✐❡ ❢ür ❡✐♥❡♥ ▼❡♥s❝❤❡♥ ❞✉r❝❤ ❆♥❛❧♦❣✐❡ ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❉✐❡ ❆♥t✇♦rt ❧❛✉t❡t❡✿ ✐♥ ❡✐♥❡r
❙t✉♥❞❡ ♠üsst❡ ❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡ ❇❧✉t ♠✐t ❞❡♠ ❉r❡✐❢❛❝❤❡♥ ❞❡s ❑ör♣❡r❣❡✇✐❝❤ts ♣r♦❞✉✲
③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❖❤♥❡ ✈✐❡❧ ü❜❡r ▼❡❞✐③✐♥ ③✉ ✇✐ss❡♥✱ s✐❡❤t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❛❧t❡ ❚❤❡♦r✐❡ ③✉
❡✐♥❡♠ ❛❜s✉r❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐s ❢ü❤rt✳ ▼✐t ❡✐♥❡♠ ❇❧✉t❦r❡✐s❧❛✉❢ ❣✐❜t ❡s ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ ♥✐❝❤t✳
❍❛r✈❡② ❤❛tt❡ ❣r♦ÿ❡ ▼ü❤❡✱ s❡✐♥❡ ❑♦❧❧❡❣❡♥ ✈♦♥ s❡✐♥❡r ❚❤❡♦r✐❡ ③✉ ü❜❡r③❡✉❣❡♥✱ ❛❜❡r
❡r ❤❛t ❡s ❣❡s❝❤❛✛t ✉♥❞ s❡✐♥ stär❦st❡s ❆r❣✉♠❡♥t ✇❛r s❡✐♥❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❆♥❛❧②s❡✳
❍✐❡r ❣❡❤t ❡s ♥✐❝❤t ♥✉r ✉♠ ❡✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡✳ ❊s ❣❡❤t ♦❢t ✉♠ ❞❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥
❡✐♥❡r ❢❛❧s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡r r✐❝❤t✐❣❡♥ ❚❤❡r❛♣✐❡✱ ③✇✐s❝❤❡♥ ▲❡❜❡♥ ✉♥❞ ❚♦❞✳

❊✐♥ ♠♦❞❡r♥❡s ❇❡✐s♣✐❡❧✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❞✐❡ ▼❡❞✐③✐♥ ✇❡✐t❡r ❣❡❜r❛❝❤t ❤❛t✱
❜❡tr✐✛t ❞✐❡ ❑r❛♥❦❤❡✐t ❆■❉❙✳ ❉✐❡s❡ ❑r❛♥❦❤❡✐t ❦❛♠ ✐♥ ❞❡♥ ✶✾✽✵❡r ❏❛❤r❡♥ ❛✉❢✳ ❉✐❡
❉✐❛❣♥♦s❡ ✇❛r ❡✐♥ ❚♦❞❡s✉rt❡✐❧✱ ✇❡✐❧ ❡s ❦❡✐♥❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❣❛❜✳ ❱✐❡❧❡ ▼❡♥✲
s❝❤❡♥ ❤❛tt❡♥ ❆♥❣st ✈♦r ❞✐❡s❡r ❑r❛♥❦❤❡✐t✳ ❉❛s ❇❧❛tt ❤❛t s✐❝❤ ▼✐tt❡ ❞❡r ✶✾✾✵❡r ❏❛❤r❡
❣❡✇❡♥❞❡t✳ ▼✐t ♥❡✉❡♥ ▼❡❞✐❦❛♠❡♥t❡♥ ✭❍❆❆❘❚✮ ❦♦♥♥t❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ❑r❛♥❦❤❡✐t ③✇❛r
♥✐❝❤t ❤❡✐❧❡♥✱ ❛❜❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣ ❧❛♥❣❡ ✉♥t❡r❞rü❝❦❡♥✱ s♦❞❛ss ❞❛s ❚♦❞❡s✉rt❡✐❧ ❛✉❢❣❡❤♦✲
❜❡♥ ✇✉r❞❡✳ ❆♥ ❞❡♥ ③✇❡✐ ❆r❜❡✐t❡♥✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡s❡r ❋♦rts❝❤r✐tt ❛♥❣❡❦ü♥❞✐❣t ✇✉r❞❡✱
✇❛r❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ❜❡t❡✐❧✐❣t✳ ❲❛s ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❊r❢♦❧❣ ❜❡✐✲
❣❡tr❛❣❡♥❄ ◆❛❝❤ ❡✐♥❡r ■♥❢❡❦t✐♦♥ ♠✐t ❞❡♠ ❱✐r✉s ❍■❱ ❞❛✉❡rt ❡s ✐♠ ❙❝❤♥✐tt ✶✵ ❏❛❤r❡✱
❜✐s ❆■❉❙ ✐♠ P❛t✐❡♥t❡♥ ❛✉s❜r✐❝❤t✳ ❲❛s ♣❛ss✐❡rt ✐♥ ❞✐❡s❡r ❣❛♥③❡♥ ❩❡✐t❄ ❉✐❡ ❣ä♥❣✐✲
❣❡ ▼❡✐♥✉♥❣ ✇❛r✱ ❞❛s ❱✐r✉s ✇ür❞❡ ❛✉s ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡♥ ●rü♥❞❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ♥✐❝❤ts t✉♥✳
❉❛ss ❞✐❡s❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣ ❢❛❧s❝❤ ✇❛r✱ ✐st ❞✉r❝❤ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❡♥t❞❡❝❦t
✇♦r❞❡♥✳

▼❛♥ ❦♦♥♥t❡ ❞❛♠❛❧s ♠❡ss❡♥✱ ✇✐❡ ✈✐❡❧❡ ❱✐r✉st❡✐❧❝❤❡♥ ✐♠ ❇❧✉t ✇❛r❡♥✱ ❛❜❡r ♠❛♥
❤❛t ❡s s❡❧t❡♥ ❣❡♠❛❝❤t ✭♥✐❝❤t ♠❡❤r ❛❧s ❡✐♥♠❛❧ ✐♠ ▼♦♥❛t✮✳ ❲♦③✉ ❞❡♥♥ ❛✉❝❤❄ ❉✐❡
♥❡✉❡ ■❞❡❡ ✇❛r✱ ♥❛❝❤ ❞❡r ●❛❜❡ ❡✐♥❡s ▼❡❞✐❦❛♠❡♥ts ❞✐❡ ❱✐r✉s❧❛st ✐♥ ❆❜stä♥❞❡♥ ✈♦♥
❡✐♥✐❣❡♥ ❙t✉♥❞❡♥ ③✉ ♠❡ss❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❤❛t ♠❛♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ vi ✳ ❏❡t③t ❦❛♥♥ ♠❛♥
❡✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢st❡❧❧❡♥✱ ❞❛s ✉♥t❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❆♥♥❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡
❩❛❤❧❡♥ vi ✈♦r❤❡rs❛❣t✳ ❉❛s ▼♦❞❡❧❧ ❡♥t❤ä❧t ❜❡st✐♠♠t❡ P❛r❛♠❡t❡r✱ ❛❧s♦ ❩❛❤❧❡♥ ✇✐❡
❞✐❡ ❘❛t❡✱ ♠✐t ❞❡r ❱✐r✉st❡✐❧❝❤❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❇❧✉t ❡♥t❢❡r♥t ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❥❡❞❡ ❲❛❤❧
❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❲❡rt❡ ❢ür ❞✐❡ vi ✈♦r❤❡rs❛❣❡♥✳ ■♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❲❡rt❡
❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ✇ä❤❧t✱ ❢ür ❞✐❡ ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❉❛t❡♥ ❛♠ ❜❡st❡♥ r❡♣r♦❞✉③✐❡rt
✇❡r❞❡♥✱ ❤❛t ♠❛♥ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❣❡♠❡ss❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❤❛t✱ ✇❡✐ÿ
♠❛♥✱ ✇✐❡ ✈✐❡❧❡ ❱✐r✉st❡✐❧❝❤❡♥ ❡✐♥ P❛t✐❡♥t ❥❡❞❡♥ ❚❛❣ ♣r♦❞✉③✐❡rt✳ ❉✐❡ ❆♥t✇♦rt ❧❛✉t❡t
1010✳ ❉✐❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣✱ ❞❛s ❱✐r✉s ✇är❡ ✐♥❛❦t✐✈✱ ✐st ❛❧s♦ ✈ö❧❧✐❣ ❢❛❧s❝❤✳ ▼✐t ❞✐❡s❡r ❩❛❤❧
✭✉♥❞ ❡✐♥ ❜✐ss❝❤❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tst❤❡♦r✐❡✮ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ✇✐❡ s❝❤♥❡❧❧
❡✐♥ P❛t✐❡♥t ❡✐♥❡ ❘❡s✐st❡♥③ ❣❡❣❡♥ ❡✐♥ ▼❡❞✐❦❛♠❡♥t ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ✇✐r❞✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤
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❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ✇✐❡ ❡s ❛✉ss✐❡❤t✱ ✇❡♥♥ ❡s ③✇❡✐ ♦❞❡r ❞r❡✐ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ▼❡❞✐❦❛♠❡♥t❡ s✐♥❞✳
❋ür ❡✐♥ ▼❡❞✐❦❛♠❡♥t ♦❞❡r ③✇❡✐ s✐♥❞ ❡s ❡✐♥ ♣❛❛r ▼♦♥❛t❡✱ ❢ür ❞r❡✐ ▼❡❞✐❦❛♠❡♥t❡ ✐st ❡s
❡✐♥ ▼❡♥s❝❤❡♥❧❡❜❡♥✳ ❉❛♠✐t ❤❛tt❡ ♠❛♥ ❞❡♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ P✉♥❦t ❣❡❢✉♥❞❡♥✿ ❍❆❆❘❚
❦♦♠❜✐♥✐❡rt ❞r❡✐ ▼❡❞✐❦❛♠❡♥t❡✳
❱♦♥ ✇❡❧❝❤❡r ❆rt ✐st ❞❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧✱ ❞❛s ③✉ ❞✐❡s❡♥ ❙❝❤❧üss❡♥ ❢ü❤rt❄
▼❛♥ ❤❛t ❞r❡✐ ●röÿ❡♥ (x , y , v)✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❞❡s ❙②st❡♠s ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ✉♥❞
❡✐♥❡ ❘❡❣❡❧✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣sr❛t❡♥ (ẋ , ẏ , v̇) ❞✐❡s❡r ●röÿ❡♥ ✈♦♥ ✐❤r❡♥
♠♦♠❡♥t❛♥❡♥ ❲❡rt❡♥ ❛❜❤ä♥❣❡♥✳ ❊✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❱♦rs❝❤r✐❢t ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❡✐♥ ❙②st❡♠ ✈♦♥
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❧❛✉t❡t ❡s

ẋ = λ− dx − βxv ,

ẏ = βxv − ay ,

v̇ = ky − uv .

❉❛❜❡✐ s✐♥❞ a✱ d ✱ k ✱ u✱ β✱ λ ❩❛❤❧❡♥✱ ❞✐❡ ♦❜❡♥ ❡r✇ä❤♥t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r✳ ❉✐❡ vi s✐♥❞
❞✐❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ v ③✉ ❞❡♥ ❩❡✐t♣✉♥❦t❡♥✱ ✇♦ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇✐r❞✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
s✐♥❞ ✐♥ ❞❡r P❤②s✐❦ ❡♥tst❛♥❞❡♥✱ ✐♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✈♦♥ ■s❛❛❝ ◆❡✇t♦♥✳
❊s s✐♥❞ ü❜r✐❣❡♥s s❡❤r ä❤♥❧✐❝❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❤❡✉t③✉t❛❣❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱
✉♠ ✈♦r❤❡r③✉s❛❣❡♥✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ■♥③✐❞❡♥③ ✈♦♥ ❈❖❱■❉✲✶✾ s✐❝❤ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ✇✐r❞✳ ❇❡✐♠
▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❍■❱ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❞✐❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❞❡r ■♥❢❡❦t✐♦♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ P❛t✐❡♥t❡♥✱
✇ä❤r❡♥❞ ♠❛♥ ❜❡✐ ❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❢ür ❈❖❱■❉✲✶✾ ❞✐❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❞❡r ■♥❢❡❦t✐♦♥ ✐♥ ❞❡r
❇❡✈ö❧❦❡r✉♥❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✳ ❲ä❤r❡♥❞ ✐♠ ❡rst❡♥ ❋❛❧❧ ❞✐❡ ●röÿ❡♥ x ✉♥❞ y ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧
✈♦♥ ♥✐❝❤t✐♥✜③✐❡rt❡♥ ✉♥❞ ✐♥✜③✐❡rt❡♥ ❩❡❧❧❡♥ s✐♥❞✱ s✐♥❞ ❡s ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥
♥✐❝❤t✐♥✜③✐❡rt❡♥ ✉♥❞ ✐♥✜③✐❡rt❡♥ ▼❡♥s❝❤❡♥✳

❩✉♠ ▼✐t♠❛❝❤❡♥
❊✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ♠✐t P❛♣✐❡r

✈♦♥ ▼❛r❝❡❧ ●r✉♥❡r

❋ür ❞✐❡s❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❜r❛✉❝❤st ❉✉ ❡✐♥ ❉■◆✲❆✹✲❇❧❛tt P❛♣✐❡r✱ ❑❧❡❜❡r✱ ❡✐♥❡♥ ❙t✐❢t
✉♥❞ ❡✐♥❡ ❙❝❤❡r❡✳ ❯♥❞ s❝❤♦♥ ❦❛♥♥ ❡s ❧♦s❣❡❤❡♥✦

❙❝❤♥❡✐❞❡ ✈♦♠ ❉■◆✲❆✹✲❇❧❛tt P❛♣✐❡r ❞❡r ▲ä♥❣❡ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♥
❝❛✳ 4 ❝♠ ❧❛♥❣❡♥ P❛♣✐❡rstr❡✐❢❡♥ ❛❜✳ ◆✐♠♠ ❞✐❡s❡♥ ❙tr❡✐❢❡♥✱
❞r❡❤❡ ❡✐♥ ❊♥❞❡ ❡✐♥♠❛❧ ✉♠ ✭❛❧s♦ ✉♠ 180◦✮ ✉♥❞ ❦❧❡❜❡ ❞✐❡
❊♥❞❡♥ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇❛♥❞ ③✉s❛♠♠❡♥✳

✶✳ ◆✐♠♠ ❞❛♥♥ ❡✐♥❡♥ ❙t✐❢t ✉♥❞ ③❡✐❝❤♥❡ ❞❡r ▲ä♥❣❡ ♥❛❝❤ ✐♥ ❞❡r ▼✐tt❡ ❡✐♥❡ ❞✉r❝❤✲
❣❡❤❡♥❞❡ ▲✐♥✐❡ ❛✉❢ ❞❛s ❇❛♥❞✳ ❲❛s st❡❧❧st ❉✉ ❢❡st❄

✷✳ ◆✐♠♠ ♥✉♥ ❡✐♥❡ ❙❝❤❡r❡ ✉♥❞ s❝❤♥❡✐❞❡ ❞❛s ❇❛♥❞ ❣❡♥❛✉ ✐♥ ❞❡r ▼✐tt❡ ❞❡r ▲ä♥❣❡
♥❛❝❤ ❛✉s❡✐♥❛♥❞❡r✳ ❊✈❡♥t✉❡❧❧ ❦❛♥♥st ❉✉ ❉✐❝❤ ❛✉❝❤ ❛♥ ❞❡r ▲✐♥✐❡ ♦r✐❡♥t✐❡r❡♥✳ ❲❛s
st❡❧❧st ❉✉ ❢❡st❄

■■■ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



❉❛s ▼ö❜✐✉s❜❛♥❞

❉❛s ❇❛♥❞✱ ✇❡❧❝❤❡s ❉✉ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❞r❡❤❡♥ ✉♥❞ ③✉s❛♠♠❡♥❦❧❡❜❡♥ ❡r❤❛❧t❡♥ ❤❛st✱ ❤❡✐ÿt
▼ö❜✐✉s❜❛♥❞∗✳

❆❧s ❉✉ ❞✐❡ ▲✐♥✐❡ ❣❡③❡✐❝❤♥❡t ❤❛st✱ ✇✐rst ❉✉ ❜❡♠❡r❦t ❤❛❜❡♥✱ ❞❛ss ❉✉ ❜✐s ③✉r ❘ü❝❦✲
❦❡❤r ③✉♠ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ③✇❡✐♠❛❧ ❞❛s ❇❛♥❞ ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥ ❤❛st ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞
ü❜❡r❛❧❧ ❡✐♥❡ ▼✐tt❡❧❧✐♥✐❡ ❡✐♥❣❡③❡✐❝❤♥❡t ✐st✳ ❉❛s ❤❛t ❉✐❝❤ ✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ü❜❡rr❛s❝❤t✳ ❇❡✐
❡✐♥❡♠ ✒♥♦r♠❛❧❡♥✏ P❛♣✐❡rr✐♥❣✱ ❞❡♥ ❉✉ ❛❧s♦ ♦❤♥❡ ❉r❡❤❡♥ ✈♦r ❞❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❦❧❡❜❡♥
❡r❤ä❧tst✱ ✐st ❞❛s ❛♥❞❡rs✳ ❍✐❡r ❤ätt❡st ❉✉ ♥✉r ❛✉❢ ❞❡r ■♥♥❡♥✲ ♦❞❡r ❆✉ÿ❡♥s❡✐t❡ ❞❡s
❘✐♥❣s ❡✐♥❡ ▲✐♥✐❡✳

❉❛s ▼ö❜✐✉s❜❛♥❞ ❤❛t ♥✉r ❡✐♥❡ ❑❛♥t❡ ✉♥❞ ♥✉r ❡✐♥❡ ❙❡✐t❡ ❤❛t✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ♥❡♥♥❡♥
❡✐♥❡ ❋❧ä❝❤❡ ♠✐t ❞✐❡s❡r ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ♥✐❝❤t ♦r✐❡♥t✐❡r❜❛r✱ ✇❡✐❧ ♥✐❝❤t ③✇✐s❝❤❡♥ ✉♥t❡♥ ✉♥❞
♦❜❡♥ ♦❞❡r ③✇✐s❝❤❡♥ ✐♥♥❡♥ ✉♥❞ ❛✉ÿ❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡s ❦❛♥♥st ❉✉
❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ♥❛❝❤✈♦❧❧③✐❡❤❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❉✉ ✈❡rs✉❝❤st ❡✐♥❡ ❞❡r s❝❤❡✐♥❜❛r ③✇❡✐
❙❡✐t❡♥ ❡✐♥③✉❢är❜❡♥✳

❆✉❝❤ ❜❡✐♠ ❙❝❤♥❡✐❞❡♥ ✇✐rst ❉✉ s✐❝❤❡r ❡✐♥❡ Ü❜❡rr❛s❝❤✉♥❣ ❡r❧❡❜t ❤❛❜❡♥✳ ❱✐❡❧❧❡✐❝❤t
❤❛st ❉✉ ❡r✇❛rt❡t✱ ❞❛ss ❉✉ ❤✐♥t❡r❤❡r ③✇❡✐ ❘✐♥❣❡ ✐♥ ❞❡♥ ❍ä♥❞❡♥ ❤ä❧tst✳ ❉♦❝❤ ❡s ✇❛r
♥✉r ❡✐♥ ❘✐♥❣✱ ❞❡r ❛❜❡r ③✇❡✐♠❛❧ ✈❡r❞r✐❧❧t✳ ❆✉❝❤ ❞❛s ✐st ❡✐♥❡ ❜❡s♦♥❞❡r❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t
❞❡s ▼ö❜✐✉s❜❛♥❞❡s✳

❲❡✐t❡r❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡

• ❲❛s ♣❛ss✐❡rt✱ ✇❡♥♥ ❉✉ ❞❡♥ ③✇❡✐♠❛❧ ✈❡r❞r✐❧❧t❡♥ ❘✐♥❣ ✐♥ ❞❡r ▼✐tt❡ ❡♥t❧❛♥❣ s❝❤♥❡✐✲
❞❡st❄

• ❲❛s ♣❛ss✐❡rt✱ ✇❡♥♥ ❉✉ ❞❛s ▼ö❜✐✉s❜❛♥❞ ❜❡✐♠ ❙❝❤♥❡✐❞❡♥ ❞r✐tt❡❧st❄

• ✳✳✳ ♦❞❡r ✈✐❡rt❡❧st✱ ❢ü♥❢t❡❧st✱ ✳✳✳❄

❉❛s ▼ö❜✐✉s❜❛♥❞ ✐♥ ■♥❞✉str✐❡ ✉♥❞ ❑✉❧t✉r

❉❛s ▼ö❜✐✉s❜❛♥❞ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❛❧s ❇❛♥❞ ❡✐♥❡s ❘✐❡♠❡♥❣❡tr✐❡❜❡s ❡✐♥✲
❣❡s❡t③t ✉♥❞ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t s♦ ❡✐♥ ❡r❧❡✐❝❤t❡rt❡s ❆✉❢✲ ✉♥❞ ❆❜③✐❡❤❡♥✳ ❆✉❝❤ ❛❧s ❚r❛♥s♣♦rt✲
✉♥❞ ❆✉❢♥❛❤♠❡❜ä♥❞❡r ❦ö♥♥❡♥ ▼ö❜✐✉s❜ä♥❞❡r ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❣❡✲
s❛♠t❡ ❋❧ä❝❤❡ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ♥✉r ❡✐♥❡ ❙❡✐t❡ ❣❡♥✉t③t ✇✐r❞✱ ✈❡rr✐♥❣❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❆❜♥✉t③✉♥❣
✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❑❛♣❛③✐tät ✈❡r❞♦♣♣❡❧t ✇✐r❞✳

❉❡r ♥✐❡❞❡r❧ä♥❞✐s❝❤❡ ❑ü♥st❧❡r ▼✳ ❈✳ ❊s❝❤❡r ❢❡rt✐❣t❡ ✈✐❡❧❡ s❝❤ö♥❡ ❇✐❧❞❡r ♠✐t ▼ö❜✐✉s✲
❜ä♥❞❡r♥ ❛♥✳

❉❛s ▲♦❣♦ ❞❡r ❉❡✉ts❝❤❡♥ ❊❯✲❘❛ts♣räs✐❞❡♥ts❝❤❛❢t ✷✵✷✵ ③❡✐❣t ❡✐♥ ▼ö❜✐✉s❜❛♥❞ ✕ ✉♥❞
♥✐❝❤t ✇❡♥✐❣ ü❜❡rr❛s❝❤❡♥❞ ❛✉❝❤ ❞❛s ▲♦❣♦ ❞❡r ❉❡✉ts❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✲❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣
✭❉▼❱✮✳

∗ ❆✉❣✉st ❋❡r❞✐♥❛♥❞ ▼ö❜✐✉s✱ ✯ ✶✼✳ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✼✾✵ ✐♥ P❢♦rt❛✱ † ✷✻✳ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✽✻✽ ✐♥ ▲❡✐♣③✐❣❀ ❞❡✉ts❝❤❡r
▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ✉♥❞ ❆str♦♥♦♠❀ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆r❜❡✐t❣❡❜✐❡t❡✿ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡✳

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ■❱



◆❡✉❡ ❆✉❢❣❛❜❡♥
❑❧❛ss❡♥ ✾✕✶✸

• ❇✐tt❡ ✐♠♠❡r ❡✐♥❡♥ ▲ös✉♥❣s✇❡❣✴❡✐♥❡ ❇❡❣rü♥❞✉♥❣ ❛♥❣❡❜❡♥✳

• ❆✉❝❤ ❥ü♥❣❡r❡ ❙❝❤ü❧❡r✐♥♥❡♥ ✉♥❞ ❙❝❤ü❧❡r ❞ür❢❡♥ t❡✐❧♥❡❤♠❡♥ ✉♥❞ ❡r❤❛❧t❡♥ P✉♥❦t❡✳

• ❊✐♥s❡♥❞❡s❝❤❧✉ss✿ ✶✵✳ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✷✶✳

• ❲❡✐t❡r❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✷✳

❆✉❢❣❛❜❡ ✶✷✻✼✿ ●❡❜✉rtst❛❣s❦✉❝❤❡♥

❩✉r ▼❖◆❖■❉✲❘❡❞❛❦t✐♦♥ss✐t③✉♥❣ ❤❛t ❞✐❡ ❘❡❞❛❦t✐♦♥s❧❡✐t❡r✐♥ ❋r❛✉ ❉r✳ ❍♦❣✲❆♥❣❡❧♦♥✐
❡✐♥❡♥ r❡❝❤t❡❝❦✐❣❡♥ ❇❧❡❝❤❦✉❝❤❡♥ ♠✐t❣❡❜r❛❝❤t✳ ❩✉♠ ✹✵✲❥ä❤r✐❣❡♥ ❏✉❜✐❧ä✉♠ ♠ö❝❤t❡
s✐❡ ❞❡♥ ❑✉❝❤❡♥ ♠✐t ❣❡♥❛✉ ✹✵ ❙❝❤♥✐tt❡♥ ③❡rt❡✐❧❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❣❡❤t ❡✐♥ ❙❝❤♥✐tt ❥❡✇❡✐❧s
♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉♠ ❘❛♥❞ ❞❡s ❑✉❝❤❡♥s ✉♥❞ ❥❡✇❡✐❧s ❦♦♠♣❧❡tt ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❘❛♥❞ ③✉♠ ❣❡✲
❣❡♥ü❜❡r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❘❛♥❞✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❡♥tst❡❤❡♥ r❡❝❤t❡❝❦✐❣❡ ❑✉❝❤❡♥stü❝❦❡✳ ❯♠ ❞✐❡
❘❡❞❛❦t✐♦♥ s❛tt ③✉ ❜❡❦♦♠♠❡♥✱ ♠ö❝❤t❡ s✐❡ ♥❛tür❧✐❝❤ ♠ö❣❧✐❝❤st ✈✐❡❧❡ ❙tü❝❦❡ ❛✉s
❞❡♠ ❑✉❝❤❡♥ s❝❤♥❡✐❞❡♥✳
❲✐❡ ✈✐❡❧❡ ❑✉❝❤❡♥stü❝❦❡ ❦❛♥♥ ❋r❛✉ ❉r✳ ❍♦❣✲❆♥❣❡❧♦♥✐ ❜❡✐ ❞✐❡s❡r ❱♦r❣❛❜❡ ♠❛①✐♠❛❧
❡r❤❛❧t❡♥✳ ✭▼●✮

❆✉❢❣❛❜❡ ✶✷✻✽✿ ✹✵ ❏❛❤r❡ ▼❖◆❖■❉

▼❛r❝❡❧ ❤❛t ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❩❡tt❡❧ ❣❛♥③ ♦❢t ✒✹✵ ❏❛❤r❡ ▼❖◆❖■❉✏ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✿

✹ ✵ ❏ ❆ ❍ ❘ ❊ ▼
✵ ❏ ❆ ❍ ❘ ❊ ▼ ❖
❏ ❆ ❍ ❘ ❊ ▼ ❖ ◆
❆ ❍ ❘ ❊ ▼ ❖ ◆ ❖
❍ ❘ ❊ ▼ ❖ ◆ ❖ ■
❘ ❊ ▼ ❖ ◆ ❖ ■ ❉

❊r st❡❧❧t ❢❡st✱ ❞❛ss ❡r ♥✉♥ ❛✉❢ ❣❛♥③ ✈✐❡❧❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❲❡✐s❡♥ ✒✹✵ ❏❛❤r❡ ▼❖◆❖■❉✏
❧❡s❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡♥♥ ❡r ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❇✉❝❤st❛❜❡♥ ③✉♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ♥✉r ❡♥t✇❡❞❡r ✉♠
❡✐♥s ♥❛❝❤ r❡❝❤ts ♦❞❡r ✉♠ ❡✐♥s ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥ ③✉♠ ❥❡✇❡✐❧s ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡♥ ❇✉❝❤st❛❜❡♥
✇❡✐t❡r❧✐❡st✳
❆✉❢ ✇✐❡ ✈✐❡❧❡ ❲❡✐s❡♥ ❦❛♥♥ ❡r s♦ ✒✹✵ ❏❛❤r❡ ▼❖◆❖■❉✏ ❧❡s❡♥❄ ✭▼●✮
❍✐♥✇❡✐s✿ ❊r st❛rt❡t ❛✉❢ ❥❡❞❡♥ ❋❛❧❧ ❜❡✐ ❞❡r ✹ ♦❜❡♥ ❧✐♥❦s ✉♥❞ ❡♥❞❡t ❜❡✐♠ ❉ ✉♥t❡♥ r❡❝❤ts✳

❆✉❢❣❛❜❡ ✶✷✻✾✿ ❊✐♥❡ ❢❛r❜✐❣❡ ❆♥❣❡❧❡❣❡♥❤❡✐t

❆❧❧❡ P✉♥❦t❡ ❡✐♥❡r ❑r❡✐s❧✐♥✐❡ s✐♥❞ ❡♥t✇❡❞❡r r♦t ♦❞❡r ❜❧❛✉ ❣❡❢är❜t✳
❩❡✐❣❡✿ ❊s ❣✐❜t ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ❣❧❡✐❝❤s❝❤❡♥❦❧✐❣❡ ❉r❡✐❡❝❦❡✱ ❞❡r❡♥ ❊❝❦♣✉♥❦t❡ ❛✉❢ ❞❡r
❑r❡✐s❧✐♥✐❡ ❧✐❡❣❡♥ ✉♥❞ ✈♦♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ❋❛r❜❡ s✐♥❞✳ ✭❍✳❋✳✮

✷✺ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



❆✉❢❣❛❜❡ ✶✷✼✵✿ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ♠✐t ✶✾✽✶ ③✉♠ ❏✉❜✐❧ä✉♠

▼❖◆❖■❉ ❡rs❝❤✐❡♥ ❡rst♠❛❧s ✐♠ ❏❛❤r ✶✾✽✶✳ ▲ös❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠✳

−3x1 + 1x2 + 4x3 − 1x4 = 1

1x1 + 1x2 + 2x3 + 3x4 = 9

−1x1 − 2x2 + 3x3 + 4x4 = 8

2x1 − 3x2 − 5x3 + 7x4 = 1

✭▼●✮

❆✉❢❣❛❜❡ ✶✷✼✶✿ ❩✇❡✐ ❆✉❢❣❛❜❡♥ ♠✐t ③✇❡✐ ❜❡s♦♥❞❡r❡♥ ❩❛❤❧❡♥

●❡❣❡❜❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ϕ = 1+
√
5

2 ✉♥❞ ψ = −1+
√
5

2 ✳

❛✮ ❇❡st✐♠♠❡ ❞✐❡ ✭♥♦r♠✐❡rt❡∗✮ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ x2 + px + q = 0 ♠✐t ❞❡♥
▲ös✉♥❣❡♥ ϕ = 1+

√
5

2 ✉♥❞ −ψ = 1−
√
5

2 ✳

❜✮ ❇❡r❡❝❤♥❡ ♦❤♥❡ ❚❛s❝❤❡♥r❡❝❤♥❡r
(

1 +
√
5

2

)1981

·
(

−1 +
√
5

2

)1981

.

✭▼●✮

❆✉❢❣❛❜❡ ✶✷✼✷✿ ❩❛❤❧❡♥ s❝❤r❡✐❜❡♥ ■■

◆❛❝❤❞❡♠ ❑❛❧❡❛ ✐❤r❡♠ ❖♥❦❡❧ ❣❡③❡✐❣t ❤❛t✱ ✇✐❡ ❣✉t s✐❡ s❝❤♦♥ ❩❛❤❧❡♥ s❝❤r❡✐❜❡♥ ❦❛♥♥
✭s✐❡❤❡ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✺✱ ▼❛t❤❡s♣✐❡❧❡r❡✐ ■■ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✷✷✮✱ ♠ö❝❤t❡ ✐❤r❡ ❦❧❡✐♥❡ ❙❝❤✇❡st❡r
❙♦♣❤✐❡ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✐❤r❡ ❑ü♥st❡ ✉♥t❡r ❇❡✇❡✐s st❡❧❧❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❤❛t s✐❡ s✐❝❤ ❡t✇❛s ❜❡✲
s♦♥❞❡r❡s ü❜❡r❧❡❣t✿ ❙✐❡ ♥♦t✐❡rt ❡✐♥♠❛❧ ❞✐❡ ❩❛❤❧ 1✱ ③✇❡✐♠❛❧ ❞✐❡ ❩❛❤❧ 2✱ ❞r❡✐♠❛❧ ❞✐❡
❩❛❤❧ 3 ✉♥❞ s♦ ✇❡✐t❡r✳ ❉❛❜❡✐ tr❡♥♥t s✐❡ ❞✐❡ ❩❛❤❧❡♥ ❛✉❝❤ ❥❡✇❡✐❧s✳ ❊s ❡♥tst❡❤t ❛❧s♦
❞✐❡ ❋♦❧❣❡

1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 5, 5, ...

❛✮ ❆♥ ✇❡❧❝❤❡♥ ❙t❡❧❧❡♥ ❞❡r ❋♦❧❣❡ st❡❤t ❞✐❡ ❩❛❤❧ 1981❄

❜✮ ❲❡❧❝❤❡ ❩❛❤❧ st❡❤t ❛♥ ❞❡r 2021✳ ❙t❡❧❧❡ ❞❡r ❋♦❧❣❡❄ ✭▼●✮

❆✉❢❣❛❜❡ ✶✷✼✸✿ ❙✉♠♠❡♥ ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r❢♦❧❣❡♥❞❡r ❩❛❤❧❡♥

❏♦❛♥❛ ❤❛t ❡✐♥ ✇❡♥✐❣ ♠✐t ❩❛❤❧❡♥ ✒❡①♣❡r✐♠❡♥t✐❡rt✏ ✉♥❞ ❢❡st❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ♠❛♥❝❤❡
❩❛❤❧❡♥ ❛✉❢ ✈✐❡❧❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❲❡✐s❡♥ ❛❧s ❙✉♠♠❡♥ ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r❢♦❧❣❡♥❞❡r ♥❛tür❧✐❝❤❡r
❩❛❤❧❡♥ ❞❛rst❡❧❧❡♥ ❧❛ss❡♥✱ ❛♥❞❡r❡ ♥✉r ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❲❡✐s❡ ✉♥❞ ♠❛♥❝❤❡ ❣❛r ♥✐❝❤t✳ ❉❛❜❡✐
❜❡st❡❤❡♥ ♠❛♥❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ❛✉s ♥✉r ③✇❡✐ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥✱ ❛♥❞❡r❡ ❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥✳
❉✐❡ ❩❛❤❧ 2020 ❧ässt s✐❝❤ ✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠ ❛❧s ❙✉♠♠❡ ✈♦♥ ❢ü♥❢ ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r❢♦❧❣❡♥❞❡♥
❩❛❤❧❡♥ 402 + 403 + 404 + 405 + 406 = 2020 ♦❞❡r ✹✵ ❛✉❢ ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r❢♦❧❣❡♥❞❡♥
❩❛❤❧❡♥ 31 + 32 + ... + 70 = 2020 ❞❛rst❡❧❧❡♥✳

∗ ◆♦r♠✐❡rt ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞❡r ▲❡✐t❦♦❡✣③✐❡♥t 1 ✐st✱ ❤✐❡r ❛❧s♦ ❞❛s q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ●❧✐❡❞ 1x2 ✐st✳

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ✷✻



◆✉♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t ❏♦❛♥❛✱ ❛✉❢ ✇✐❡ ✈✐❡❧❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❲❡✐s❡♥ s✐❝❤

❛✮ ❞❛s ▼❖◆❖■❉✲❊rst❡rs❝❤❡✐♥✉♥❣s❥❛❤r ✶✾✽✶✱

❜✮ ❞❛s ❛❦t✉❡❧❧❡ ❏✉❜✐❧ä✉♠s❥❛❤r ✷✵✷✶ s♦✇✐❡

❝✮ ❞❛s ▼❖◆❖■❉✲❆❧t❡r ✹✵

❛❧s ❙✉♠♠❡♥ ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r❢♦❧❣❡♥❞❡r ♥❛tür❧✐❝❤❡r ❩❛❤❧❡♥ s❝❤r❡✐❜❡♥ ❧❛ss❡♥✳
❩✉ ✇❡❧❝❤❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ✇✐r❞ s✐❡ ❦♦♠♠❡♥❄ ●✐❜ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡♥❞❛rst❡❧❧✉♥❣❡♥
❛♥✳ ✭▼●✮

❆✉❢❣❛❜❡ ✶✷✼✹✿ ❊✐♥ ❆❧t❡rsräts❡❧

❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙♣❛③✐❡r❣❛♥❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙t❛❞t ❢r❛❣t ❍❡rr ▼❛②❡r s❡✐♥❡♥ ❋r❡✉♥❞ ❙❝❤♠✐❞t
✇✐❡ ❛❧t s❡✐♥❡ ✈✐❡r ❑✐♥❞❡r s❡✐❡♥✳ ❙❝❤♠✐❞t✿ ✒❉❛s ♣r♦❞✉❦t ❞❡r ❩❛❤❧❡♥✱ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧s
✐❤r ▲❡❜❡♥s❛❧t❡r ❛♥❣❡❜❡♥ ✭✐♥ ❏❛❤r❡♥✮ ✐st ✾✻✏✳ ❍❡rr ▼❛②❡r ♥❛❝❤ ❡✐♥✐❣❡♠ ◆❛❝❤❞❡♥✲
❦❡♥✿ ✒❉ür❢t❡ ✐❝❤ ♥♦❝❤ ♠❡❤r ❞❛rü❜❡r ❡r❢❛❤r❡♥❄✏ ❙❝❤♠✐❞❡t✿ ✒❉✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡rs❡❧❜❡♥
❩❛❤❧❡♥ st✐♠♠t ♠✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❙t♦❝❦✇❡r❦❡ ❞❡s ✈♦r ✉♥s ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❍♦❝❤❤❛✉s❡s
ü❜❡r❡✐♥✳✏ ▼❛②❡r ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❦✉r③❡♥ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣✿ ✒❋❛st ❦♦♠♠❡ ✐❝❤ ❞❛♠✐t ③✉r❡❝❤t✳
❆❜❡r ✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ♠❛❝❤st ❞✉ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❄✏ ❙❝❤♠✐❞❡t✿ ✒▼❡✐♥ ❩✇❡✐t❥ü♥❣st❡r
❤❛t ❜❧❛✉❡ ❆✉❣❡♥✳✏ ▼❛②❡r✿ ✒❉❛♥❦❡✱ ❞❛s ❣❡♥ü❣t✦✏ ❯♥❞ ❍❡rr ▼❛②❡r ♥❛♥♥t❡ ❞✐❡ ❆❧t❡r
❞❡r ✈✐❡r ❑✐♥❞❡r✳ ❲✐❡ ❛❧t s✐♥❞ ❞✐❡s❡❄ ✭▼❛rt✐♥ ▼❡tt❧❡r †✮

●❡❧öst❡ ❆✉❢❣❛❜❡♥ ❛✉s ▼❖◆❖■❉ ✶✹✺
❑❧❛ss❡♥ ✾✕✶✸

❆✉❢❣❛❜❡ ✶✷✻✵✿ ❩❛❤❧ ✉♥❞ ❙♣✐❡❣❡❧③❛❤❧

❙❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❞✐❡ ❩✐✛❡r♥ ❡✐♥❡r ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ❩❛❤❧ n ✐♥ ✉♠❣❡❦❡❤rt❡r ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡✱ s♦
❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❙♣✐❡❣❡❧③❛❤❧ n′ ✈♦♥ n✳ ❩✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✐st ❢ür n = 2021 ❞✐❡ ❙♣✐❡❣❡❧✲
③❛❤❧ n′ = 1202✳
◆✉♥ ❣❡❧t❡✿ ❉❛s Pr♦❞✉❦t ❡✐♥❡r ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ❩❛❤❧ n ✉♥❞ ✐❤r❡r ❙♣✐❡❣❡❧③❛❤❧ n′ ✐st 78 445✳
❲✐❡ ❤❡✐ÿ❡♥ ❩❛❤❧ ✉♥❞ ❙♣✐❡❣❡❧③❛❤❧❄ ✭♥❛❝❤ ❍❋✮

▲ös✉♥❣✿

❉✐❡ ❩❛❤❧ 78445 ❤❛t ❞✐❡ Pr✐♠❢❛❦t♦r③❡r❧❡❣✉♥❣ 78445 = 5 · 29 · 541✳ ❉✐❡s s✐♥❞ ❛✉❝❤
❞✐❡ Pr✐♠❢❛❦t♦r❡♥ ❞❡r ❩❛❤❧❡♥ n ✉♥❞ n′✳
❖✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ✐st n = 1✱ n = 5 ✉♥❞ n = 29 ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❡♥♥ ❞❛♥♥ ✇är❡♥ ✭✐♥
❞✐❡s❡r ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡✮ ❞✐❡ Pr♦❞✉❦t❡ n · n′ = 1 · 1 = 1✱ n · n′ = 25 ✉♥❞ n · n′ = 841✱
❛❧s♦ ❥❡✇❡✐❧s ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s 78445✳
❊s ❜❧❡✐❜t ❛❧s♦ ♥✉r ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t n = 5 · 29 = 145 ✉♥❞ n′ = 541✳ ✭▼●✮

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ▲ös✉♥❣✿

❙♦✇♦❤❧ n ❛❧s ❛✉❝❤ n′ ❤❛❜❡♥ ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❊✐♥❡r③✐✛❡r 0✱ ❞❡♥♥ s♦♥st ✇är❡ ❡✐♥❡ ❞✐❡s❡r
❜❡✐❞❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ❡✐♥ ❱✐❡❧❢❛❝❤❡s ✈♦♥ 10 ✉♥❞ s♦♠✐t ❛✉❝❤ ❞❛s Pr♦❞✉❦t n · n′ = 78445
✉♥❞ ❞✐❡s❡s ✇ür❞❡ ❛✉❢ 0 ❡♥❞❡♥✳

✷✼ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❦❛♥♥ ❛❧s♦ ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡ ❩✐✛❡r 0 ❜❡✐♠ ❯♠❦❡❤r❡♥ ♥❛❝❤ ✈♦r♥❡ ✇❡❝❤s❡❧♥
✉♥❞ s♦♠✐t ❤❛❜❡♥ ❜❡✐❞❡ ❩❛❤❧❡♥ n ✉♥❞ n′ ❣❧❡✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ❩✐✛❡r♥✳

●❡♥❛✉❡r ✐st ❞✐❡ ❩❛❤❧ n ❞r❡✐③✐✛r✐❣✱ ❞❡♥♥ ❢ür n ≤ 99 ✇är❡ n · n′ ≤ 9801 < 78445
✉♥❞ ❢ür n ≥ 1000 ✇är❡ n · n′ ≥ 1000000 > 78445✳

❉❛ nn′ = 78445 ❛✉❢ 5 ❡♥❞❡t✱ ♠✉ss ❡✐♥❡r ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❋❛❦t♦r❡♥ n ✉♥❞ n′ ❡✐♥ ❱✐❡❧✲
❢❛❝❤❡s ✈♦♥ 5 s❡✐♥✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✈♦♥ 10✱ ❛❧s♦ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛✉❢ 5 ❡♥❞❡♥✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ♠✉ss
❞❡r ❛♥❞❡r❡ ❋❛❦t♦r ✉♥❣❡r❛❞❡ s❡✐♥✱ ❛❧s♦ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ✉♥❣❡r❛❞❡ ❩✐✛❡r 1✱ 3✱ 5✱ 7 ♦❞❡r 9
❡♥❞❡♥✳

❲är❡ ❛❜❡r ❞✐❡s❡ ❊✐♥❡r③✐✛❡r ≥ 3✱ ❞❛♥♥ ✇är❡ n ·n′ ≥ 305 ·503 = 153415 ≥ 78445✳
❆❧s♦ ❡♥❞❡t ❡✐♥❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ❛✉❢ 5✱ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡ ❛✉❢ 1✳ ❉✐❡ ❛♥❞❡r❡ ❩✐✛❡r ✐st
❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡ ❍✉♥❞❡rt❡r③✐✛❡r✳

❉❛♠✐t ❢♦❧❣t

n · n′ = (105 + 10b) · (501 + 10b) = 52605 + 6060b + 100b2 = 78445

✉♥❞ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ 100b2 + 6060b − 25840 = 0✳ ❉✐❡s❡ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❤❛t
❞✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ▲ös✉♥❣ b = 4✳

❆❧s♦ ✐st n = 145 ✉♥❞ n′ = 541 ✭♦❞❡r ✉♠❣❡❦❡❤rt✮✳ ✭♥❛❝❤ ❍❋✮

❆✉❢❣❛❜❡ ✶✷✻✶✿ ▲ös✉♥❣s♣r♦❞✉❦t

▲ös❡ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞r❡✐ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡r❡ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❛❧❧❡ ❡r❤❛❧t❡♥❡♥
▲ös✉♥❣❡♥✿

17 + 7x = 19 + 6x

−2y 2 + 6y + 27 = 7

z3 − 2z2 − z + 2 = 0

✭▼●✮

▲ös✉♥❣✿

• ❆✉s ❞❡r ❡rst❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ 17 + 7x = 19 + 6x ❢♦❧❣t x = 2✳

• ❆✉s −2y 2+6y+27 = 7 ❢♦❧❣t y 2−3y−10 = 0✳ ❉❛♠✐t ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ▲ös✉♥❣❡♥ y1
✉♥❞ y2 ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙❛t③ ✈♦♥ ❱✐❡t❛ y1 + y2 = −(−3) = 3 ✉♥❞ y1 · y2 = −10✳
❉❛r❛✉s ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣❡♥ y1,2 = 3

2 ± 7
2 ✱ ❛❧s♦ y1 = −2 ✉♥❞ y2 = 5

❜❡r❡❝❤♥❡♥✳

• ❊s ✐st z3 − 2z2 − z + 2 = (z − 2) · (z2 − 1) = (z − 2) · (z − 1)(z + 1)✳ ❆❧s♦
❤❛t ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞✐❡ ❞r❡✐ ▲ös✉♥❣❡♥ z1 = −1✱ z2 = +1 ✉♥❞ z3 = +2✳

❉❛s Pr♦❞✉❦t ❛❧❧❡r ▲ös✉♥❣❡♥ ❛❧❧❡r ❞r❡✐ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐st

2 · ((−2) · 5) · ((−1) · 1 · 2) = 40,

✉♥❞ ▼❖◆❖■❉ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡s ❏❛❤r ❜❡r❡✐ts ✹✵ ❏❛❤r❡ ❛❧t✦

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ✷✽



❆✉❢❣❛❜❡ ✶✷✻✷✿ ❊✐♥❡ ❙✐♥✉s✲❙✉♠♠❡

❇❡r❡❝❤♥❡

sin(1◦) + sin(2◦) + sin(3◦) + ... + sin(360◦).

✭▼●✮

▲ös✉♥❣✿

❋ür ❞❡♥ ❙✐♥✉s ❣✐❧t sin(x + 180◦) = − sin(x)✳

❉❛♠✐t ❦ö♥♥❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ✉♥❞ ❡r❤❛❧t❡♥

sin(1◦) + sin(2◦) + sin(3◦) + ... + sin(360◦)

= sin(1◦) + sin(181◦) + sin(2◦) + sin(182◦) + ... + sin(180◦) + sin(360◦)

= sin(1◦)− sin(1◦) + sin(2◦)− sin(2◦) + ... + sin(180◦)− sin(180◦)

=0.

❆✉❢❣❛❜❡ ✶✷✻✸✿ ❋❧ä❝❤❡♥ ❡✐♥❡s ❙❡❝❤s❡❝❦s

■♥ ❞❡r ❋✐❣✉r ✐st CED ❡✐♥ r❡❝❤t✇✐♥❦❧✐❣❡s ❉r❡✐❡❝❦ ♠✐t
|CE | = a✱ |ED| = b ✉♥❞ |DC | =

√
a2 + b2✳ ABCD✱

CFGE ✉♥❞ DEHK s✐♥❞ ◗✉❛❞r❛t❡✳
❇❡st✐♠♠❡ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ ❞❡s ❙❡❝❤s❡❝❦s ABFGHK ✳ ✭❍✳❋✳✮

▲ös✉♥❣✿

❋ür ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥ ❞❡s ❉r❡✐❡❝❦s CED ✉♥❞ ❞❡r ❞r❡✐ ◗✉❛❞r❛t❡ ✐♥ ❞❡r ❋✐❣✉r ❣❡❧t❡♥
|CED| = 1

2ab✱ |ABCD| = a2 + b2✱ |CEGE | = a2 ✉♥❞ |DEHK | = b2✳

❉❛s ❉r❡✐❡❝❦ EGH ✐st ❦♦♥❣r✉❡♥t ③✉♠ ❉r❡✐❡❝❦ CED ✇❡❣❡♥ |EH | = |ED|✱ |EG | =
|EC | ✉♥❞ ∢GEH = ∢DEC . ❋ür ❞✐❡ ❉r❡✐❡❝❦s✢ä❝❤❡♥ ✐st ❛❧s♦ |EGH | = |CED| =
1
2ab✳

✷✾ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



A′ D C

E = K ′

b a
·

❉r❡❤t ♠❛♥ ❞❛s ❉r❡✐❡❝❦ ADK ✉♠ D ✐♠ ❯❤r③❡✐✲
❣❡rs✐♥♥ ✉♠ 90◦✱ ✇♦❜❡✐ K → E ✉♥❞ A → A′

❣✐❧t✱ ❞❛♥♥ ❧✐❡❣❡♥ A′,D ✉♥❞ C ❛✉❢ ❡✐♥❡r ●❡r❛❞❡♥✳
❉❛s ❣❡❞r❡❤t❡ ❉r❡✐❡❝❦ A′DE ✉♥❞ ❞❛s ❉r❡✐❡❝❦
CED ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❍ö❤❡✱ s♦✇✐❡ ❣❧❡✐❝❤ ❧❛♥❣❡
●r✉♥❞❧✐♥✐❡♥ A′D ✉♥❞ DC ✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ s✐♥❞ s✐❡
✢ä❝❤❡♥❣❧❡✐❝❤✱ |ADK | = |CED| = 1

2ab✳
●❛♥③ ❛♥❛❧♦❣ ③❡✐❣t ♠❛♥✿ |BFC | = |CED| = 1

2ab✳

❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣✿ |ABFGHK | = 2a2 + 2b2 + 2ab✳

❆✉❢❣❛❜❡ ✶✷✻✹✿ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ◆❡t③✇❡r❦
■♥ ❡✐♥❡♠ ◆❡t③✇❡r❦ s❡✐❡♥ A✱ B ✉♥❞ C ❑♥♦t❡♥♣✉♥❦t❡✱
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥❡♥ ❞✐r❡❦t❡ ✉♥❞ ✐♥❞✐r❡❦t❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥
❜❡st❡❤❡♥✿ ❩✇✐s❝❤❡♥ A ✉♥❞ B ❣✐❜t ❡s ✽✷ ❱❡r❜✐♥❞✉♥✲
❣❡♥✱ ❞✐❡ ü❜❡r C ❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ♠✐t❣❡③ä❤❧t❀ ③✇✐s❝❤❡♥ B

✉♥❞ C s✐♥❞ ✻✷ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥ ✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✭❞✐❡ ü❜❡r A
♠✐t❣❡③ä❤❧t✮ ✉♥❞ ✈♦♥ A ♥❛❝❤ C ❣✐❜t ❡s ♠✐♥❞❡st❡♥s ✶✵
❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥ ✭❞✐❡ ü❜❡r B ♠✐t❣❡③ä❤❧t✮✳
❲✐❡ ✈✐❡❧❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥ ❣✐❜t ❡s ✈♦♥ A ♥❛❝❤ B ♦❤♥❡
❯♠✇❡❣❡ ü❜❡r C ✱ ✈♦♥ B ♥❛❝❤ C ♦❤♥❡ ❯♠✇❡❣❡ ü❜❡r
A ✉♥❞ ✈♦♥ A ♥❛❝❤ C ♦❤♥❡✱ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ♠✐t ❯♠✲
✇❡❣❡♥ ü❜❡r B❄ ✭❍✳❋✳✮

▲ös✉♥❣✿

❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✉♠✇❡❣❧♦s❡♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥ ✈♦♥ A ♥❛❝❤ B s❡✐ x ✱ ❞✐❡ ✈♦♥ B ♥❛❝❤ C

s❡✐ y ✉♥❞ ❞✐❡ ✈♦♥ A ♥❛❝❤ C s❡✐ z ✳
❋ür ❞✐❡ ●❡s❛♠t③❛❤❧❡♥ ❛❧❧❡r ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥ ✈♦♥ A ♥❛❝❤ B ✱ ✈♦♥ B ♥❛❝❤ C ✱ ✈♦♥ A

♥❛❝❤ C ❣✐❧t ❞❛♥♥
A −→ B ✿ x + y · z = 82
B −→ C ✿ y + x · z = 62
A −→ C ✿ z + x · y ≥ 10

❆❞❞✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡ ❡rst❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ s♦ ❢♦❧❣t

x + y + yz + xz = 144✱ ❛❧s♦ (x + y)(1 + z) = 144✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✿ (x + y)✱ s♦✇✐❡
(1 + z) s✐♥❞ ❚❡✐❧❡r ✈♦♥ ✶✹✹✳ ❖✛❡♥❜❛r s✐♥❞ ❢ür 1 + z ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❲❡rt❡ ♠ö❣❧✐❝❤✿ 1✱
2✱ 3✱ 4✱ 6✱ 8✱ 9✱ 12✱ 16✱ 18✱ 24✱ 36✱ 48✱ 72✱ 144✳
❲❡❣❡♥ y + xz = 62 s✐♥❞ z + 1 = 72 ✉♥❞ z + 1 = 144 ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤❀ ✇❡❣❡♥
z + xy ≥ 10 s✐♥❞ ❢❡r♥❡r ❞✐❡ ❋ä❧❧❡ 1 + z = 1✱ 2✱ 3✱ 4✱ 6✱ 8✱ 9 ❛✉s③✉s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✳
❋ür z s✐♥❞ ❞❛❤❡r ♥✉r ♥♦❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❲❡rt❡ ♠ö❣❧✐❝❤

z = 11, 15, 17, 23, 35, 47.

❩✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ✈♦♥ z s❡t③❡♥ ✇✐r x = 82 − yz ✐♥ y + xz = 62 ❡✐♥✿ ❉❛♥♥ ✐st
y + (82− yz)z = 62✱ ❛❧s♦ y − z2y = 62− 82z ✇♦r❛✉s ❢♦❧❣t y = 2(31−41z)

1−z2
✳
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❲❡♥♥ ♠❛♥ ❤✐❡r ❞❡r ❘❡✐❤❡ ♥❛❝❤ ❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ z✲❲❡rt❡ ❡✐♥s❡t③t✱ ❞❛♥♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥
♥✉r ❢ür z = 11 ❡✐♥ ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡s y ✱ ♥ä♠❧✐❝❤ y = 7 ✉♥❞ s♦♠✐t x = 5✳
❱♦♥ A ♥❛❝❤ B ❣✐❜t ❡s ❛❧s♦ ❢ü♥❢ ❞✐r❡❦t❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥✱ ✈♦♥ B ♥❛❝❤ C s✐♥❞ ❡s s✐❡❜❡♥
❞✐r❡❦t❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ✈♦♥ A ♥❛❝❤ C ❡❧❢ ❞✐r❡❦t❡ ✉♥❞ ✸✺ ✐♥❞✐r❡❦t❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥✲
❣❡♥✳

❆✉❢❣❛❜❡ ✶✷✻✺✿ ❆❜✉♥❞❛♥t❡ P♦t❡♥③❡♥

❊✐♥❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❩❛❤❧ n ❤❡✐ÿ❡ ❛❜✉♥❞❛♥t∗✱ ✇❡♥♥ ❢ür ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ σ(n) ✐❤r❡r ❚❡✐❧❡r
σ(n) > 2n ❣✐❧t✳

❇❡✐s♣✐❡❧✿ n = 12 ✐st ❛❜✉♥❞❛♥t✱ ✇❡✐❧ σ(12) = 1+2+3+4+6+12 = 28 > 24 = 2·12
✐st✳

❊s s❡✐ ♥✉♥ a ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥t❡ ❩❛❤❧✳

❩❡✐❣❡✿ ❉❛♥♥ s✐♥❞ ❛✉❝❤ ❛❧❧❡ P♦t❡♥③❡♥ am ♠✐t m = 2, 3, 4, ... ❛❜✉♥❞❛♥t✳ ✭❍✳❋✳✮

▲ös✉♥❣✿

❉✐❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡♥✮ ❚❡✐❧❡r ✈♦♥ a s❡✐❡♥ t1✱ t2✱ t3✱ ✳✳✳✱ tk ♠✐t k > 1✳ ❉❛♥♥ ❣✐❧t ♥❛❝❤
❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ σ(a) = t1 + t2 + t3 + ... + tk > 2a✳

❉✐❡ ❩❛❤❧❡♥ am−1t1✱ am−1t2✱ ✳✳✳✱ am−1tk s✐♥❞ ❚❡✐❧❡r ✈♦♥ am✳ ❉❛❤❡r ❣✐❧t

σ(am) ≥ am−1t1 + am−1t2 + ... + am−1tk = am−1 (t1 + t2 + ... + tk)

= am−1 · σ(a) > am−1 · 2a = 2am.

q✳❡✳❞✳

❆✉❢❣❛❜❡ ✶✷✻✻✿ ❉❛s ❚❡tr❛❡❞❡r

❲✐r st❡❧❧❡♥ ✉♥s ❞✐❡ ✈✐❡r ❊❝❦❡♥ ❡✐♥❡s ❚❡tr❛❡❞❡rs ❛❧s ❑♥♦t❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ●r❛♣❤❡♥ ✈♦r✳
❏❡ ③✇❡✐ ❊❝❦❡♥ ❞❡s ❚❡tr❛❡❞❡rs s✐♥❞ ❞❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❑❛♥t❡ ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳ ❉✐❡s ✐st
❡✐♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❡✐♥❡s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ●r❛♣❤❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❥❡❞❡s P❛❛r ✈♦♥ ❑♥♦t❡♥ ❞✐r❡❦t
♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❜✉♥❞❡♥ s✐♥❞✳ ❲✐r st❡❧❧❡♥ ✉♥s ♥✉♥ ✈♦r✱ ❞❛ss ❡✐♥ ♣❛❛r ❞❡r ❑❛♥t❡♥
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ③✉❢ä❧❧✐❣❡♥ ❱♦r❣❛♥❣ ③❡rstört ✇✉r❞❡♥✳ ●❡♥❛✉❡r ❣❡❤❡♥ ✇✐r ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱
❞❛ss ❢ür ❥❡❞❡ ❞❡r s❡❝❤s ❑❛♥t❡♥ ❡✐♥❡ ✭❣❡❢ä❧s❝❤t❡✮ ▼ü♥③❡ ❣❡✇♦r❢❡♥ ✇✉r❞❡✱ ❞✐❡ ♠✐t
❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t p ✒❑♦♣❢✏ ③❡✐❣t ✲ ❞❛s ❩❡✐❝❤❡♥ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑❛♥t❡ ❜❧❡✐❜t✳ ❩❡✐❣t
❞✐❡ ▼ü♥③❡ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✒❩❛❤❧✏✱ s♦ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❑❛♥t❡ ❡♥t❢❡r♥t✳ ❊s ❜❧❡✐❜t ❡✐♥ ●r❛♣❤ ❛✉s
✈✐❡r ❑♥♦t❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ③✉❢ä❧❧✐❣❡♥ ▼❡♥❣❡ ✈♦♥ ❑❛♥t❡♥✳

∗ ❛❜✉♥❞❛♥t ✕ ❡t✇❛✿ ü❜❡r✢✐❡ÿ❡♥❞
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a b

c

d

1

23

4 5

6

❚❡tr❛❡❞❡r ✈♦♥ ♦❜❡♥✳ ❊s ✐st d ❞❡r ●✐♣❢❡❧❀

a✱ b ✉♥❞ c ❜✐❧❞❡♥ ❞✐❡ ❇❛s✐s✳

▼✐t ✇❡❧❝❤❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✐st ❞❡r
●r❛♣❤ ✐♠♠❡r ♥♦❝❤ ✈❡r❜✉♥❞❡♥❄ ✭❉❛s
❤❡✐ÿt✱ ♠❛♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡♥♥ ❛✉❝❤ ❡✈❡♥t✉❡❧❧
ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❯♠✇❡❣✱ ✈♦♥ ❥❡❞❡♠ ❑♥♦t❡♥✱ ③✉
❥❡❞❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❑♥♦t❡♥ ❡♥t❧❛♥❣ ✈♦♥ ❑❛♥✲
t❡♥ ❣❡❧❛♥❣❡♥✳✮ ✭❆❝❑✮

▲ös✉♥❣✿

❲✐r ③❡✐❝❤♥❡♥ ❞❛s ❚❡tr❛❡❞❡r ✈♦♥ ♦❜❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ❑❛♥t❡♥ ✉♥❞ ❑♥♦t❡♥ ③✉ ❜❡♥❡♥♥❡♥✳

❙❡✐ Ki = 1✱ ❢❛❧❧s ❞✐❡ ❑❛♥t❡ ♠✐t ◆✉♠♠❡r i ❡r❤❛❧t❡♥ ❜❧❡✐❜t✱ ✉♥❞ Ki = 0 s♦♥st✱
i = 1, ... , 6✳ ❉❛♥♥ ✐st P(Ki = 1) = p ✉♥❞ K1, ... ,K6 s✐♥❞ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❩✉❢❛❧❧s✈❛✲
r✐❛❜❧❡♥✳ ❙❡✐ K = (K1, ... ,K6)✳ ❙❡✐ X = K1 + ... +K6 ❞✐❡ ●❡s❛♠t③❛❤❧ ❞❡r ❑❛♥t❡♥✳
❉❛♥♥ ✐st

P(X = k) =

(

6

k

)

pk(1− p)6−k .

❋❛❧❧ ✶✿ ■st X ≤ 2✱ s♦ ✐st ❞❡r ●r❛♣❤ ♥✐❝❤t ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳

❋❛❧❧ ✷✿ ■st X ≥ 4✱ s♦ ✐st ❞❡r ●r❛♣❤ ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳

❋❛❧❧ ✸✿ ❉❡r ❋❛❧❧ X = 3 ✐st ❞❡r ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ❋❛❧❧✳ ◆❡❤♠❡♥ ✇✐r ❢ür ❞❡♥ ▼♦♠❡♥t ❡✐♥♠❛❧
❛♥✱ ❞❛ss a ✉♥❞ b ✈❡r❜✉♥❞❡♥ s✐♥❞✱ ✉♥❞ ❞❛ss c ✉♥❞ d ✈❡r❜✉♥❞❡♥ s✐♥❞✳ ❉❛♠✐t ❤❛❜❡♥
✇✐r ❛❜❡r ❡rst ③✇❡✐ ❑❛♥t❡♥ ✈❡rt❡✐❧t ✭♥ä♠❧✐❝❤ 1 ✉♥❞ 6✮✳ ❉✐❡ ❞r✐tt❡ ❑❛♥t❡ ✈❡r❜✐♥❞❡t
♥✉♥ ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡r✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ●r❛♣❤ ✐st
✈❡r❜✉♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ❡✐♥③✐❣❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ✉♠ ♠✐t ❞r❡✐ ❑❛♥t❡♥✱ ❡✐♥❡♥ ♥✐❝❤t ③✉s❛♠♠❡♥✲
❤ä♥❣❡♥❞❡♥ ●r❛♣❤❡♥ ③✉ ❜❡❦♦♠♠❡♥✱ ✐st✱ ❞❛ss ❡s ❡✐♥❡♥ ✐s♦❧✐❡rt❡♥ P✉♥❦t ❣✐❜t✱ ✉♥❞ ❞✐❡
❞r❡✐ ❑❛♥t❡♥ ✈❡r❜✐♥❞❡♥ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❞r❡✐ P✉♥❦t❡ ✐♠ ❑r❡✐s✳ ❊t✇❛s ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡r ❤❡✐ÿt
❞❛s✿ ❊s ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ✈✐❡r ❋ä❧❧❡ K = (0, 1, 0, 0, 1, 1) ✭a ✐s♦❧✐❡rt✮✱ K = (0, 0, 1, 1, 0, 1)
✭b ✐s♦❧✐❡rt✮✱ K = (1, 0, 0, 1, 1, 0) ✭c ✐s♦❧✐❡rt✮ ✉♥❞ K = (1, 1, 1, 0, 0, 0) ✭d ✐s♦❧✐❡rt✮
❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❏❡❞❡r ❞✐❡s❡r ❋ä❧❧❡ ❤❛t ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t p3(1− p)3✳ ■♥s❣❡s❛♠t ✐st
❞✐❡ ❣❡s✉❝❤t❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t

((

6

3

)

− 4

)

p3(1− p)3 + P(X ≥ 4)

=(20− 4)p3(1− p)3 +

(

6

4

)

p4(1− p)2 +

(

6

5

)

p5(1− p) +

(

6

6

)

p6

=16p3(1− p)3 + 15p4(1− p)2 + 6p5(1− p) + p6

=16p3 − 33p4 + 24p2 − 6p6.

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ✸✷



a b

c

d

1

23

4 5

6

a b

c

d

1

23

4 5

6

a b

c

d

1

23

4 5

6

a b

c

d

1

23

4 5

6

❉✐❡ ✈✐❡r ❋ä❧❧❡ ♠✐t ❞r❡✐ ❑❛♥t❡♥✱ ❞✐❡ ❦❡✐♥❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡♥❞❡♥ ●r❛♣❤❡♥ ❡r❣❡❜❡♥✳

Ü❜r✐❣❡♥s✿ ❙❝❤♦♥ ❢ür ❞❡♥ ❲ür❢❡❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❑♦♠❜✐♥❛t♦r✐❦ ❞❡r♠❛ÿ❡♥ ✉♥ü❜❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡s
♥✐❝❤t ♠❡❤r ♣❡r ❍❛♥❞ ❛✉sr❡❝❤♥❡♥ ♠ö❝❤t❡✿

384p7 − 1512p8 + 2420p9 − 1962p10 + 804p11 − 133p12.

❋ür ❞❛s ❖❦t❛❡❞❡r ❜❡❦♦♠♠t ♠❛♥

384p5 − 1948p6 + 4368p7 − 5571p8 + 4344p9 − 2064p10 + 552p11 − 64p12.

◆♦❝❤ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡r ✇✐r❞ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❜❡✐♠ ❉♦❞❡❦❛❡❞❡r

5184000p19 − 48772800p20 + 209417160p21 − 541514640p22 + 936723060p23−
1137887555p24 + 990271044p25 − 617291520p26 + 270058080p27 − 78957900p28+

13883040p29 − 1111968p30

✉♥❞ ❜❡✐♠ ■❦♦s❛❡❞❡r

5184000p11 − 75798720p12 + 531121080p13 − 2367326280p14 + 7516464092p15−
18046097595p16 + 33948561420p17 − 51174387820p18 + 62691448620p19−
62934554976p20 + 51963943020p21 − 35276570580p22 + 19602424020p23−
8835569060p24 + 3182527680p25 − 894974340p26 + 189437660p27 − 28400760p28+

2689560p29 − 121020p30

✒❉❛s ❉❡♥❦❡r❝❤❡♥✏
✈♦♥ ❍♦rst ❙❡✇❡r✐♥

❉❛s ❑✉♥st✇❡r❦ ✇❛r ❢❛st ❢❡rt✐❣✦ ◆❛❝❤ ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❤❛tt❡ ❞❡r ❣r♦ÿ❡
▼❛❧❡r ✾✾ P✉♥❦t❡ ✐r❣❡♥❞✇✐❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❦r❡✐s❢ör♠✐❣❡♥ ▲❡✐♥✇❛♥❞
✈♦♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✷ ♠ ✈❡rt❡✐❧t✳ ❍❡✉t❡ s♦❧❧t❡ ❞❡r ✶✵✵✳ P✉♥❦t ❞❛s
●❡♠ä❧❞❡ ❛❜r✉♥❞❡♥✳ ❯♠ ❞❡r ❍❛r♠♦♥✐❡ ✇✐❧❧❡♥ ✇♦❧❧t❡ ❞❡r ▼❡✐st❡r
❞✐❡s❡♥ ❧❡t③t❡♥ P✉♥❦t s♦ s❡t③❡♥✱ ❞❛ss ❡r ✈♦♥ ❥❡❞❡♠ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥
P✉♥❦t❡ ✇❡♥✐❣st❡♥s ✶✵ ❝♠ ❆❜st❛♥❞ ❤❛t✳

✸✸ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



❑❛♥♥ ❡s ❡✐♥❡♥ s♦❧❝❤❡♥ P✉♥❦t st❡ts ❣❡❜❡♥✱ ❡❣❛❧ ✇✐❡ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ P✉♥❦t❡ ✈♦r❤❡r ✐♥
❞❡r ❑r❡✐s✢ä❝❤❡ ✈❡rt❡✐❧t ✇✉r❞❡♥❄ ❉✐❡ ❆♥t✇♦rt ✐st ③✉ ❜❡❣rü♥❞❡♥✳

❍✐♥✇❡✐s✿ ■❤r ❦ö♥♥t ❊✉r❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ❜✐s ③✉♠ ✶✵✳ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✷✶ ❡✐♥s❝❤✐❝❦❡♥❀ ❞❡♥♥ ❛✉❝❤ ❤✐❡r ❣✐❜t

❡s P✉♥❦t❡ ③✉ ❡r❣❛tt❡r♥✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❱❡r❣❛❜❡ ❞❡s ❋♦rs❝❤❡r♣r❡✐s❡s ❡✐♥❣❡❤❡♥✳

▲ös✉♥❣ ❞❡r ❆✉❢❣❛❜❡ ❛✉s ❍❡❢t ✶✹✹

■♥ ❍❡❢t ✶✹✹ st❡❧❧t❡♥ ✇✐r ❊✉❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆✉❢❣❛❜❡✿
◆❛❝❤❞❡♥❦❧✐❝❤ ❦♦♠♠t ❍❡rr P♦♠♠❡r ❛✉s s❡✐♥❡♠ ❑❡❧❧❡r ③✉rü❝❦✳ ✒❉✐❡ ❆♣❢❡❧❡r♥t❡ ✈♦♠
❧❡t③t❡♥ ❍❡r❜st ✐st ❞♦❝❤ s❝❤♦♥ ✇❡✐t ❛✉❢❣❡❜r❛✉❝❤t✳ ❊s s✐♥❞ ♥✉r ♥♦❝❤ ❡t✇❛s ♠❡❤r r♦✲
t❡ ❛❧s ❣rü♥❡ ➘♣❢❡❧ ü❜r✐❣✱ ✉♥❞ ③✉s❛♠♠❡♥ s✐♥❞ ❡s s❝❤♦♥ ✇❡♥✐❣❡r ❛❧s ✺✵✏✱ ❜r✉♠♠❡❧t
❡r✳ ✒❉❛♥♥ ❦❛♥♥st ❞✉ ✉♥s ❥❛ ♥♦❝❤ ③✇❡✐ ➘♣❢❡❧ ❤❡r❛✉❢❤♦❧❡♥✏✱ ❡♥t❣❡❣♥❡t s❡✐♥❡ ❋r❛✉✳
✒■❝❤ ♠❛❣ ❥❡t③t ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❤✐♥✉♥t❡r❣❡❤❡♥✏✱ s❛❣t ❍❡rr P♦♠♠❡r✳ ✒❲❡♥♥ ❞✉ ♥❛❝❤❤❡r
s♦✇✐❡s♦ ✉♥t❡♥ ❜✐st✱ ❣r❡✐❢❡ ❞♦❝❤ ❡✐♥❢❛❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ❑♦r❜ ✉♥❞ ♥✐♠♠ ③✇❡✐ ➘♣❢❡❧ ③✉❢ä❧❧✐❣
❤❡r❛✉s✳ ■❝❤ ✇❡✐ÿ✱ ❞❛ss ❞✉ ♠✐t ❞❡rs❡❧❜❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❢❛r❜✐❣❡
➘♣❢❡❧ ♠✐t❜r✐♥❣st ✇✐❡ ③✇❡✐ ❣❧❡✐❝❤❢❛r❜✐❣❡✳✏

❲✐❡ ✈✐❡❧❡ r♦t❡ ✉♥❞ ✇✐❡ ✈✐❡❧❡ ❣rü♥❡ ➘♣❢❡❧ s✐♥❞ ✉♥t❡r ❞✐❡s❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❤ö❝❤st❡♥s
✐♥ ❞❡♠ ❑♦r❜❄ ✭❉✐❡ ❆♥t✇♦rt ✐st ③✉ ❜❡❣rü♥❞❡♥✳✮

▲ös✉♥❣

❲✐r ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r r♦t❡♥ ➘♣❢❡❧ ♠✐t r ✱ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❣rü♥❡♥ ➘♣❢❡❧
♠✐t g ✉♥❞ ❞✐❡ ●❡s❛♠t③❛❤❧ ❞❡r ➘♣❢❡❧ ♠✐t n✳ ❆✉s ❞❡♥ ❆✉ss❛❣❡♥ ✈♦♥ ❍❡rr♥ P♦♠♠❡r
❢♦❧❣t ❞❛♥♥✿

✭✶✮ n = r + g < 50✱

✭✷✮ r > g ✱

✭✸✮
(

r

2

)

+
(

g

2

)

= r · g ✳
❉❛❜❡✐ ❜❡❞❡✉t❡t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✸✮✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ r❡✐♥ r♦t❡r ♦❞❡r r❡✐♥ ❣rü♥❡r ❆♣❢❡❧✲
♣❛❛r❡ ③✉s❛♠♠❡♥ s♦ ❣r♦ÿ ✐st ✇✐❡ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❣❡♠✐s❝❤t❢❛r❜✐❣❡r P❛❛r❡✳ ❊✐♥❡ ③✉ ✭✸✮
äq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ P❢❛❞r❡❣❡❧♥ ❢ür ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✳
❯♠❢♦r♠❡♥ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✸✮ ❧✐❡❢❡rt r(r −1)+g(g −1) = 2rg ✱ ✇♦r❛✉s s✐❝❤ ❞✉r❝❤
✇❡✐t❡r❡s ❯♠❢♦r♠❡♥ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ✷✳ ❜✐♥♦♠✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠❡❧ (r − g)2 = r + g = n

❡r❣✐❜t✳ ❆❧s♦ ♠✉ss n ❡✐♥❡ ◗✉❛❞r❛t③❛❤❧ s❡✐♥✱ ❞✐❡ ✇❡❣❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✮ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ✺✵
✐st✳ ❉✐❡ ❤ö❝❤st♠ö❣❧✐❝❤❡ s♦❧❝❤❡ ❩❛❤❧ ✐st 49❀ ❞❛❤❡r ❣✐❧t ✇❡❣❡♥ ❯♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✮✱ ❞❛ss
r − g = 7 ✐st✳ ❉✐❡s ❢ü❤rt ③✉s❛♠♠❡♥ ♠✐t r + g = 49 ❛✉❢ ❞✐❡ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡ ▲ös✉♥❣
r = 28, g = 21✳ ❉✐❡s❡s ❩❛❤❧❡♥♣❛❛r ❡r❢ü❧❧t ❛❧❧❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✳

❘✐❝❤t✐❣❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❣❡s❛♥❞t✿ ▲❛ss❡ ❇❧✉♠✱ ❏♦s❡✜♥❡ ❑❛ÿ♥❡r✱ P❤✐❧✐♣♣ ▲ör❝❦s✱
❙ö♥❦❡ ❙❝❤♥❡✐❞❡r✱ ❖s❝❛r ❙✉ ✉♥❞ ❈❧❡♠❡♥s ❩❛❜❡❧✳
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❇❛❧❞ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ➘♣❢❡❧ ✐♠♠❡r ✇❡♥✐❣❡r ✉♥❞ ❡s ❡r❣❛❜ s✐❝❤✱ ❞❛ss ❍❡rr P♦♠♠❡r ❞✐❡
③✉❢ä❧❧✐❣❡ ❲❛❤❧ ③✇❡✐❡r ❣❧❡✐❝❤❢❛r❜✐❣❡r ➘♣❢❡❧ ❢ür ❞♦♣♣❡❧t s♦ ✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤ ❤✐❡❧t ✇✐❡
❞✐❡ ❲❛❤❧ ③✇❡✐❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❢❛r❜✐❣❡r ➘♣❢❡❧✳ ❑❛♥♥ ❞❛s s❡✐♥❄ ❆❜❡r ❞❛s ✐st ❢❛st s❝❤♦♥
✇✐❡❞❡r ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ ❆✉❢❣❛❜❡✳

▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ▲❡s❡✲❊❝❦❡
▲❡s❡t✐♣♣s ③✉r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦

▼❛rt✐♥ ▼❛tt❤❡✐s

●❡♦r❣ ●❧❛❡s❡r ✉♥❞ ▼❛r❦✉s ❘♦s❦❛r✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ♠✐t ❍✉♠♦r

❋ür ❞❛s ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❇✉❝❤ ❤❛❜❡♥ s✐❝❤ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ●❡♦r❣ ●❧❛❡s❡r ✉♥❞ ❞❡r
❩❡✐❝❤♥❡r ▼❛r❦✉s ❘♦s❦❛r✱ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡ ❛♥ ❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ❢ür ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡ ❑✉♥st ✐♥
❲✐❡♥ ❧❡❤r❡♥✱ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢✉♥❞❡♥✱ ✉♠ ❞❡♥ ▲❡s❡r♥ ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤st❡♥ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐s❝❤❡♥ ■♥❤❛❧t❡ ✐♥ ❚❡①t ✉♥❞ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♥❛❤❡ ③✉ ❜r✐♥❣❡♥✳

■♥ ③❡❤♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ❣❡❤t ❡s ✉♠ ❊❧❡♠❡♥t❛r❡s✱ ●❡♥✐❛❧❡s✱ Ü❜❡rs❝❤❧❛❣❡♥❡s✱ ❲✐❞❡rs♣rü❝❤✲
❧✐❝❤❡s✱ ■♥t❡❣r✐❡r❡♥❞❡s✱ ▼❡sst❡❝❤♥✐s❝❤❡s✱ P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡s✱ ❇✐♦❧♦❣✐s❝❤❡s✱ ❙t❛t✐st✐s❝❤❡s✱
✉♥❞ ❙❡❤t❡❝❤♥✐s❝❤❡s✳ ❉✐❡ ③✉♠ ❚❡①t ♣❛ss❡♥❞❡♥ ❩❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ ✈❡rs✉❝❤❡♥ ❞❡♥ ❞❛♥❡❜❡♥
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ■♥❤❛❧t ♠✐t ❍✉♠♦r ③✉ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤❡♥✱ ❞❡r ♦❢t♠❛❧s ❡rst ❜❡✐ ♥ä❤❡r❡♠
❍✐♥s❡❤❡♥ ✐♥ ❞❡r ❩❡✐❝❤♥✉♥❣ ③✉ ✜♥❞❡♥ ✐st✳ ❲✐❡ ❞✐❡ ❑❛♣✐t❡❧ü❜❡rs❝❤r✐❢t❡♥ s❝❤♦♥ ✈❡r✲
♠✉t❡♥ ❧❛ss❡♥✱ ✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤st❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ■♥❤❛❧t❡ ✇✐❡❞❡r✿
❋✐❜♦♥❛❝❝✐✲❩❛❤❧❡♥✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❤✐st♦r✐s❝❤❡s✱ P❛r❛❞♦①✐❡♥✱ ❞❛s ❩✐❡❣❡♥♣r♦❜❧❡♠✱ ❙t❛✲
t✐st✐❦ ✉♥❞ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❡❝❤♥✉♥❣ s♦✇✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞✲
❧✐❝❤st❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡♥ Pr♦❢❡ss✐♦♥❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❆✉t♦r❡♥ ✐st ❡s ❛✉❝❤
♥✐❝❤t ✈❡r✇✉♥❞❡r❧✐❝❤✱ ❞❛ss ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❇❡rü❤r✉♥❣s♣✉♥❦t❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❑✉♥st
✉♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❙❝❤ö♥ ✐st ❞❛s ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❙t✐❝❤✲
✇♦rt✈❡r③❡✐❝❤♥✐s ❛♠ ❊♥❞❡ ❞❡s ❇✉❝❤❡s✳

❉❡r ❇❛♥❞ ❡♥t❤ä❧t s♣❛♥♥❡♥❞❡ ●❡s❝❤✐❝❤t❡♥ ü❜❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ✕ ❞❡♠ ❚✐t❡❧ ❡♥t✲
s♣r❡❝❤❡♥❞ ❛✉❝❤ ❡✐♥✐❣❡ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❲✐t③❡ ü❜❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ✕ r✐❝❤t✐❣ ✐♥ ❞✐❡
♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❚✐❡❢❡ ❣❡❤❡♥ ❞✐❡ ❆✉t♦r❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ♥✉r s❡❧t❡♥✳ ❉❛♠✐t ✐st ❞❛s ❇✉❝❤ ❢ür
✈✐❡❧❡ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣❡♥ ❡✐♥ ❦✉r③❡r ❡rst❡r ❊✐♥st✐❡❣✱ ❞❡r ♥❡✉❣✐❡r✐❣ ♠❛❝❤t✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s
❣❡s❝❤✐❡❤t ❞❛s ❆♥r❡✐ÿ❡♥ ♦❢t ③✉ ❦✉r③✱ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ✇✐r❦❧✐❝❤ ❣✉t❡♥ ❊✐♥❞r✉❝❦ ③✉ ❣❡✇✐♥✲
♥❡♥✳ ❲❡♥♥ ❥❡♠❛♥❞ ♠❡❤r ✇✐ss❡♥ ✇✐❧❧✱ s♦❧❧t❡ ❡✐♥❡ ❣✉t s♦rt✐❡rt❡ ❙❝❤✉❧❜✐❜❧✐♦t❤❡❦ ③✉r
❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤❡♥✳ ❋❛❧❧s ❞✐❡s❡ ♥✐❝❤t ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡r ❇✐❜❧✐♦t❤❡❦s✲
❧❡✐t✉♥❣ ❆♥s❝❤❛✛✉♥❣s✈♦rs❝❤❧ä❣❡ ♠❛❝❤❡♥ ✭③✳❇✳ ❛✉s ❞❡♥ ❘❡③❡♥s✐♦♥❡♥ ✐♥ ▼❖◆❖■❉✮
✉♥❞ ❞❡♥ ▼❛t❤❡❧❡❤r❡r ❞❛r✉♠ ❜✐tt❡♥✱ ❞✐❡s ♥❛❝❤❞rü❝❦❧✐❝❤ ③✉ ✉♥t❡rstüt③❡♥✳

✸✺ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



❋❛③✐t✿ ❉✐❡ ❚❤❡♠❡♥ ❞❡s ❇✉❝❤❡s s✐♥❞ ❣✉t ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✱ ❛♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ❙t❡❧❧❡♥ ✇är❡ ❡s
❥❡❞♦❝❤ s❝❤ö♥❡r ❣❡✇❡s❡♥✱ ❞✐❡ ■♥❤❛❧t❡ ❛✉❢ ♠❡❤r ❛❧s ❡✐♥❡r ❙❡✐t❡ ❛✉s❢ü❤r❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳
❲❡♥✐❣ ❣❡❧✉♥❣❡♥ ✜♥❞❡ ✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ❛✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ st❡❤❡♥❞❡♥ ❚❡①t❡
✐♥ ✇❡✐ÿ❡r ❙❝❤r✐❢t ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ s❡❤r ❞✉♥❦❧❡♥ ❯♥t❡r❣r✉♥❞ ❣❡❞r✉❝❦t ✇✉r❞❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤
❦♦♠♠❡♥ ③✇❛r ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ❛✉❢ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐t❡ ❛✉❢ ❤❡❧❧❡♠ ❍✐♥t❡r❣r✉♥❞ ❣❡❞r✉❝❦t❡♥
❩❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ ❜❡ss❡r ③✉r ●❡❧t✉♥❣✱ ❞❛s ▲❡s❡♥ ❞❡r ❚❡①t❡ ✇✐r❞ ❞❛❢ür ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❞❡✉t❧✐❝❤
❡rs❝❤✇❡rt✳
●❡s❛♠t❜❡✉rt❡✐❧✉♥❣✿ ❣✉t ✱✱

❆♥❣❛❜❡♥ ③✉♠ ❇✉❝❤✿

●❧❛❡s❡r✱ ●❡♦r❣ ✉♥❞ ❘♦s❦❛r✱ ▼❛r❦✉s✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ♠✐t ❍✉♠♦r✳
❲✐❡ s✐❝❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆❧❧t❛❣s♣r♦❜❧❡♠❡ ❧ös❡♥ ❧❛ss❡♥
❉❡ ●r✉②t❡r✱ ✷✵✶✾✱ ■❙❇◆ ✾✼✽✲✸✲✶✶✲✵✻✻✷✹✵✲✺✱ ✶✺✽ ❙❡✐t❡♥✳

❆rt ❞❡s ❇✉❝❤❡s✿ ❙❛❝❤❜✉❝❤ ③✉r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦
▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s ◆✐✈❡❛✉✿ ❧❡✐❝❤t ✈❡rstä♥❞❧✐❝❤
❆❧t❡rs❡♠♣❢❡❤❧✉♥❣✿ ❛❜ ✶✷ ❏❛❤r❡♥

◗✉❛❞r❛t ✉♥❞ ❉r❡✐❡❝❦
✈♦♥ ■♥❣♠❛r ❘✉❜✐♥

❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ◗✉❛❞r❛t ABCD ♠✐t ❞❡r ❙❡✐t❡♥❧ä♥❣❡ a ✇❡r❞❡ ❞✐❡ ❙❡✐t❡ AB ü❜❡r B ❤✐♥❛✉s
❜✐s ③✉♠ P✉♥❦t E ✈❡r❧ä♥❣❡rt✳ ❉✐❡ ❙tr❡❝❦❡ DE s❝❤♥❡✐❞❡ ❞✐❡ ◗✉❛❞r❛ts❡✐t❡ BC ✐♠
P✉♥❦t F ✳ ❊s ❣❡❧t❡♥ ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡♥❜❡③❡✐❝❤♥❡r a := AB ✱ x := BF ✱ y := BE ✉♥❞
z := EF ✳
▲ös❡ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉❢❣❛❜❡st❡❧❧✉♥❣❡♥ ✐♥ ❣❛♥③❡♥ ❩❛❤❧❡♥✿

✶✳ ●❡❣❡❜❡♥ s❡✐ a = 60 ✉♥❞ z = 91❀ ❜❡st✐♠♠❡ x ✉♥❞ y ✳

✷✳ ●❡❣❡❜❡♥ s❡✐ a = 60❀ ❜❡st✐♠♠❡ x ✱ y ✉♥❞ z ❢ür z 6= 91✳

✸✳ ❇❡st✐♠♠❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❚✉♣❡❧ (a, x , y , z)✳ ❲❡❧❝❤❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❜❡s✐t③t ❞✐❡ ❩❛❤❧ a❄
❇❡st✐♠♠❡ ❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❲✐♥❦❡❧ α = ∢AED✳

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ✸✻



▲ös✉♥❣s✈♦rs❝❤❧❛❣

■♠ r❡❝❤t✇✐♥❦❧✐❣❡♥ ❉r❡✐❡❝❦ BEF ❣✐❧t ❞❡r ❙❛t③ ❞❡s P②t❤❛❣♦r❛s x2 + y 2 = z2✳ ❋ür
x ✱ y ✱ z ❦♦♠♠❡♥ ❞❛❤❡r ❞✐❡ ♣②t❤❛❣♦r❡✐s❝❤❡♥ ❚r✐♣❡❧ ✐♥ ❋r❛❣❡✳
❉✐❡ ❉r❡✐❡❝❦❡ BEF ✉♥❞ CDF s✐♥❞ ❡✐♥❛♥❞❡r ä❤♥❧✐❝❤ ✉♥❞ ❡s ❣✐❧t ❞✐❡ ❱❡r❤ä❧t♥✐s❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣

✭∗✮ a−x
a

= x
y
✳

❩✉r ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❆✉❢❣❛❜❡♥st❡❧❧✉♥❣❡♥ ✶ ✉♥❞ ✷ ❦ö♥♥❡♥ ✇✐r ✐♠ ❈❆❙ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ❞❛s
❑♦♠♠❛♥❞♦ ❋✐♥❞■♥st❛♥❝❡❬ ❪ ③✉r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❜r✐♥❣❡♥✿

❣❧✶ ❂ ①❫✷ ✰ ②❫✷ ❂❂ ③❫✷

❣❧✷ ❂ ✭✻✵ ✲ ①✮✴✻✵ ❂❂ ①✴②

❋✐♥❞■♥st❛♥❝❡❬④❣❧✶✱ ❣❧✷✱ ① ❃ ✵✱ ② ❃ ✵✱ ③ ❃ ✵⑥✱ ④①✱ ②✱ ③⑥✱

■♥t❡❣❡rs❪

④① ✲❃ ✶✺✱ ② ✲❃ ✷✵✱ ③ ✲❃ ✷✺⑥

❋✐♥❞■♥st❛♥❝❡❬④❣❧✶✱ ❣❧✷✱ ① ❃ ✵✱ ② ❃ ✵✱ ③ ❃ ✷✺⑥✱ ④①✱ ②✱ ③⑥✱

■♥t❡❣❡rs❪

④① ✲❃ ✸✺✱ ② ✲❃ ✽✹✱ ③ ✲❃ ✾✶⑥

❉❛♠✐t s✐♥❞ ❞✐❡ ❛✉❢❣❛❜❡♥st❡❧❧✉♥❣❡♥ ✶ ✉♥❞ ✷ ❜❡r❡✐ts ❣❡❧öst✳
❋ür ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❆✉❢❣❛❜❡♥st❡❧❧✉♥❣ ✸ ❧ös❡♥ ✇✐r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭∗✮ ♥❛❝❤ a ❛✉❢✿

a − x

a
=

x

y
=⇒ a =

x · y
y − x

.

❲✐r ❜❡♥öt✐❣❡♥ ♥✉♥ ❡✐♥❡ ▲✐st❡ ✈♦♥ ♣②t❤❛❣♦r❡✐s❝❤❡♥ ❚r✐♣❡❧♥ x ✱
y ✱ z ✱ s♦ ❞❛ss ❞✐❡ ❩❛❤❧ a ❣❛♥③③❛❤❧✐❣ ✇✐r❞✳ ❲✐❡ ♠❛♥ s✐❝❤ ❡✐♥❡
s♦❧❝❤❡ ✈❡rs❝❤❛✛t✱ ✇✐r❞ ✉♥t❡r

❤tt♣s✿✴✴♠♦♥♦✐❞✳♠❛t❤❡♠❛t✐❦✳✉♥✐✲♠❛✐♥③✳❞❡✴

P②t❤❛❣♦r❡✐s❝❤❡✪✷✵❚r✐♣❡❧✪✷✵✐♥✪✷✵P②t❤♦♥✳♣❞❢

❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥✳

▲ös✉♥❣s♠❡♥❣❡ ❢ür ❆✉❢❣❛❜❡ ✸

▼✐t ❞❡♥ ❞♦rt ❣❡③❡✐❣t❡♥ Pr♦❣r❛♠♠❡♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆✉s❣❛❜❡✱ ❤✐❡r ❜❡✲
❣r❡♥③t ❛✉❢ ❞✐❡ ❡rst❡♥ ✷✹ ▲ös✉♥❣❡♥✿

✸✼ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



✭✸✱ ✹✱ ✺✮ ❛ ❂ ✶✷ ❛❧♣❤❛❂ ✸✻✳✽✼

✭✻✱ ✽✱ ✶✵✮ ❛ ❂ ✷✹ ❛❧♣❤❛❂ ✸✻✳✽✼

✭✾✱ ✶✷✱ ✶✺✮ ❛ ❂ ✸✻ ❛❧♣❤❛❂ ✸✻✳✽✼

✭✶✷✱ ✶✻✱ ✷✵✮ ❛ ❂ ✹✽ ❛❧♣❤❛❂ ✸✻✳✽✼

✭✶✺✱ ✷✵✱ ✷✺✮ ❛ ❂ ✻✵ ❛❧♣❤❛❂ ✸✻✳✽✼

✭✶✽✱ ✷✹✱ ✸✵✮ ❛ ❂ ✼✷ ❛❧♣❤❛❂ ✸✻✳✽✼

✭✷✵✱ ✷✶✱ ✷✾✮ ❛ ❂ ✹✷✵ ❛❧♣❤❛❂ ✹✸✳✻✵✸

✭✷✶✱ ✷✽✱ ✸✺✮ ❛ ❂ ✽✹ ❛❧♣❤❛❂ ✸✻✳✽✼

✭✷✹✱ ✸✷✱ ✹✵✮ ❛ ❂ ✾✻ ❛❧♣❤❛❂ ✸✻✳✽✼

✭✷✼✱ ✸✻✱ ✹✺✮ ❛ ❂ ✶✵✽ ❛❧♣❤❛❂ ✸✻✳✽✼

✭✸✵✱ ✹✵✱ ✺✵✮ ❛ ❂ ✶✷✵ ❛❧♣❤❛❂ ✸✻✳✽✼

✭✸✸✱ ✹✹✱ ✺✺✮ ❛ ❂ ✶✸✷ ❛❧♣❤❛❂ ✸✻✳✽✼

✭✸✺✱ ✽✹✱ ✾✶✮ ❛ ❂ ✻✵ ❛❧♣❤❛❂ ✷✷✳✻✷

✭✸✻✱ ✹✽✱ ✻✵✮ ❛ ❂ ✶✹✹ ❛❧♣❤❛❂ ✸✻✳✽✼

✭✸✾✱ ✺✷✱ ✻✺✮ ❛ ❂ ✶✺✻ ❛❧♣❤❛❂ ✸✻✳✽✼

✭✹✵✱ ✹✷✱ ✺✽✮ ❛ ❂ ✽✹✵ ❛❧♣❤❛❂ ✹✸✳✻✵✸

✭✹✷✱ ✺✻✱ ✼✵✮ ❛ ❂ ✶✻✽ ❛❧♣❤❛❂ ✸✻✳✽✼

✭✹✺✱ ✻✵✱ ✼✺✮ ❛ ❂ ✶✽✵ ❛❧♣❤❛❂ ✸✻✳✽✼

✭✹✽✱ ✻✹✱ ✽✵✮ ❛ ❂ ✶✾✷ ❛❧♣❤❛❂ ✸✻✳✽✼

✭✺✶✱ ✻✽✱ ✽✺✮ ❛ ❂ ✷✵✹ ❛❧♣❤❛❂ ✸✻✳✽✼

✭✺✹✱ ✼✷✱ ✾✵✮ ❛ ❂ ✷✶✻ ❛❧♣❤❛❂ ✸✻✳✽✼

✭✺✻✱ ✶✵✺✱ ✶✶✾✮ ❛ ❂ ✶✷✵ ❛❧♣❤❛❂ ✷✽✳✵✼✷

✭✺✼✱ ✼✻✱ ✾✺✮ ❛ ❂ ✷✷✽ ❛❧♣❤❛❂ ✸✻✳✽✼

✭✻✵✱ ✻✸✱ ✽✼✮ ❛ ❂ ✶✷✻✵ ❛❧♣❤❛❂ ✹✸✳✻✵✸

❆❧❧❡ ❩❛❤❧❡♥ a s✐♥❞ ✐♠♠❡r ❞✉r❝❤ 12 ❣❛♥③③❛❤❧✐❣ t❡✐❧❜❛r✳ ❋ür ❜❡st✐♠♠t❡ ❩❛❤❧❡♥ a

❡①✐st✐❡r❡♥ s♦❣❛r ③✇❡✐ ▲ös✉♥❣❡♥✱ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ a = 60 ♦❞❡r a = 120✳ ❋ür ❞✐❡
❡rst❡♥ ✷✹ ▲ös✉♥❣❡♥ ❡①✐st✐❡r❡♥ ✈✐❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❲✐♥❦❡❧✱ ✇♦❜❡✐ α = 36,87◦ ♠✐t
❆❜st❛♥❞ ❛♠ ❤ä✉✜❣st❡♥ ❛✉❢tr✐tt✳ ❇❡r❡❝❤♥❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❚r✐♣❡❧♥ ✉♥❞
✉♥t❡rs✉❝❤t s✐❡ ❛❧s ♠ö❣❧✐❝❤❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür ✉♥s❡r Pr♦❜❧❡♠✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡
❙t❛t✐st✐❦✿

❆♥③❛❤❧ ❚r✐♣❡❧ ❆♥③❛❤❧ ▲ös✉♥❣❡♥ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❲✐♥❦❡❧♥

✶✵✸ ✹✷ ✺
✶✵✵✺ ✷✾✺ ✶✶

✶✵ ✵✵✵ ✷✷✹✵ ✷✽
✶✵✵ ✵✵✼ ✶✼ ✽✹✵ ✼✽

❉✐❡ ❲✐♥❦❡❧ ❧✐❡❣❡♥ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ 4,979◦ ≤ α ≤ 82,847◦✳

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ✸✽



❩✉ ❇❡s✉❝❤ ❜❡✐ ✳✳✳
▼❛rt✐♥ ▼❡tt❧❡r
✈♦♥ ▼❛rt✐♥ ▼❛tt❤❡✐s

❲❡r ❤❛t ✇❛r✉♠ ✈♦r ✹✵ ❏❛❤r❡♥ ▼❖◆❖■❉✱ ❞❛s ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❜❧❛tt ❢ür ▼✐t❞❡♥❦❡r✱ ❣❡✲
❣rü♥❞❡t❄ ◆❛❝❤ ❈❛r❧ ❋r✐❡❞r✐❝❤ ●❛✉ÿ ✭s✐❡❤❡ ❍❡❢t ✶✹✺✮ ❜❡s✉❝❤t❡ ✉♥s❡r ❘❡♣♦rt❡r ❞✐❡s❡s
▼❛❧ ❞❡♥ ▼❖◆❖■❉✲●rü♥❞❡r ▼❛rt✐♥ ▼❡tt❧❡r✳

❙❡❤r ❣❡❡❤rt❡r ❍❡rr ▼❡tt❧❡r✱ ✇♦ ❧❡❜t❡♥ ✉♥❞ ✇✐r❦t❡♥ ❙✐❡❄

●❡❜♦r❡♥ ✇✉r❞❡ ✐❝❤ ❛♠ ✷✹✳ ▼är③ ✶✾✸✻ ✐♥ ●❡rt✐❛♥♦s❝❤ ✐♠ r✉♠ä♥✐s❝❤❡♥ ❇❛♥❛t✳
◆❛❝❤ ❞❡♠ ❙t✉❞✐✉♠ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ P❤②s✐❦ ✐♥ ❚❡♠❡s✇❛r✱ ✉♥t❡rr✐❝❤t❡t❡ ✐❝❤
❞✐❡s❡ ❋ä❝❤❡r ③✉♥ä❝❤st ✐♥ ❘✉♠ä♥✐❡♥ ✉♥❞ ♥❛❝❤ ♠❡✐♥❡r Ü❜❡rs✐❡❞❧✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ ❇✉♥❞❡s✲
r❡♣✉❜❧✐❦ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞ ❞❛♥♥ ❛♠ ❑❛r♦❧✐♥❡♥✲●②♠♥❛s✐✉♠ ✐♥ ❋r❛♥❦❡♥t❤❛❧✳ ❉♦rt ❤❛❜❡
✐❝❤ ❞❛♥♥ ✷✵✵✶ ❞✐❡ ❩❡✐ts❝❤r✐❢t ▼❖◆❖■❉ ❣❡❣rü♥❞❡t✳ ■♠ ❏❛❤r ✶✾✽✸ ✇❡❝❤s❡❧t❡ ✐❝❤ ❛♥
❞❛s ❊❧✐s❛❜❡t❤✲▲❛♥❣❣äss❡r✲●②♠♥❛s✐✉♠ ♥❛❝❤ ❆❧③❡②✳ ❱♦♥ ✶✾✾✵ ❜✐s ✶✾✾✸ ✇❛r ✐❝❤ ▲❡✐✲
t❡r ❞❡s ▲❛♥❞❡s✇❡tt❜❡✇❡r❜s ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❘❤❡✐♥❧❛♥❞✲P❢❛❧③ ✉♥❞ ❛❜ ✶✾✾✶ ❛✉❝❤ ✐♠
❆✉❢❣❛❜❡♥❛✉ss❝❤✉ss ❞❡r ❉❡✉ts❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❖❧②♠♣✐❛❞❡✳ ◆❛❝❤ ❞❡r Ö✛♥✉♥❣ ❞❡s
s♦ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ✒❊✐s❡r♥❡♥ ❱♦r❤❛♥❣s✏ ❣✐♥❣ ✐❝❤ ✈♦♥ ✶✾✾✸ ❜✐s ③✉ ♠❡✐♥❡r P❡♥s✐♦♥✐❡r✉♥❣
✶✾✾✽ ♥❛❝❤ ❯♥❣❛r♥ ✐♥ ❞❡♥ ❆✉s❧❛♥❞ss❝❤✉❧❞✐❡♥st✳ ❱❡rst♦r❜❡♥ ❜✐♥ ✐❝❤ ❛♠ ✶✶✳ ❙❡♣t❡♠✲
❜❡r ✷✵✵✺ ✐♥ ❈❛r❧s❜❡r❣ ✐♥ ❞❡r P❢❛❧③✳

❲❡♥♥ ❡s ✐♥ ■❤r❡r ❙❝❤✉❧③❡✐t ▼❖◆❖■❉ ❜❡r❡✐ts ❣❡❣❡❜❡♥ ❤ätt❡✱ ❤ätt❡♥ ❙✐❡ ❡s ❞❛♥♥

❛❜♦♥♥✐❡rt❄

❆❜❡r s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤✦ ❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❤❛❜❡ ✐❝❤ ❜❡r❡✐ts ❛❧s ❙❝❤ü❧❡r ❛♥ ❞❡r r✉♠ä♥✐✲
s❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✲❩❡✐ts❝❤r✐❢t ❢ür ❙❝❤ü❧❡r ✒●❛③❡t❛ ▼❛t❡♠❛t✐❝❛✏ ♠✐t❣❡❛r❜❡✐t❡t ✉♥❞
✇❛r ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤❡r ❚❡✐❧♥❡❤♠❡r ❛♥ ❞❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✲❖❧②♠♣✐❛❞❡♥✳

✸✾ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



❲❛s ❜❡❞❡✉t❡t ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ❞❡r ◆❛♠❡ ▼❖◆❖■❉❄

❉❡r ❇❡❣r✐✛ ▼❖◆❖■❉ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✐♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❡✐♥❡ ❞❡r ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐✲
s❝❤❡♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥✿ ❊✐♥❡ ❍❛❧❜❣r✉♣♣❡ ♠✐t ♥❡✉tr❛❧❡♠ ❊❧❡♠❡♥t✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛s ❡s
✐♥ ❞✐❡s❡r ▼❡♥❣❡ ❡✐♥❡ ❱❡r❦♥ü♣❢✉♥❣ ✉♥❞ ❡✐♥ ♥❡✉tr❛❧❡s ❊❧❡♠❡♥t ❣✐❜t✳ ❊✐♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡s
❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡♥ ▼❖◆❖■❉ s✐♥❞ ❞✐❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ♠✐t ❞❡r ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ ❛❧s
❱❡r❦♥ü♣❢✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ✶ ❛❧s ♥❡✉tr❛❧❡s ❊❧❡♠❡♥t✳ ▼✐t ❞❡♠ ◆❛♠❡♥ s♦❧❧t❡ ❛❧s ❆✉s❞r✉❝❦
❞❡r ❇❡s❝❤❡✐❞❡♥❤❡✐t s✐❣♥❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ✇✐r ❦❧❡✐♥ ✉♥❞ ❜❡s❝❤❡✐❞❡♥✱ s♦③✉s❛❣❡♥
♠✐t ❞❡♠ ❦❧❡✐♥❡♥ ❊✐♥♠❛❧❡✐♥s ❞❡r ❤♦❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ❜❡❣✐♥♥❡♥ ✇♦❧❧t❡♥✳

❲❛s ♠ö❝❤t❡♥ ❙✐❡ ✉♥s❡r❡♥ ▲❡s❡r✐♥♥❡♥ ✉♥❞ ▲❡s❡r♥ ♥♦❝❤ ü❜❡r s✐❝❤ ❜❡r✐❝❤t❡♥❄

❊s ❢r❡✉t ♠✐❝❤ s❡❤r✱ ❞❛ss ❡s ▼❖◆❖■❉ ♥❛❝❤ ✹✵ ❏❛❤r❡♥ ✐♠♠❡r ♥♦❝❤ ❣✐❜t✳ ❉✐❡ ❊♥t✲
s❝❤❡✐❞✉♥❣✱ ❞✐❡ ❍❡r❛✉s❣❡❜❡rs❝❤❛❢t ❛♥ ❞✐❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ✐♥ ▼❛✐♥③ ❛❜③✉❣❡❜❡♥✱ ❤❛t s✐❝❤
❛❧s ❣♦❧❞r✐❝❤t✐❣ ❡r✇✐❡s❡♥✳ ❉♦rt ✐st ▼❖◆❖■❉ ✐♥ ❣✉t❡♥ ❍ä♥❞❡♥✳

■♥ ✇❡❧❝❤❡♠ ❇✉❝❤ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♠❡❤r ü❜❡r ❙✐❡ ❛❧s P❡rs♦♥ ♥❛❝❤❧❡s❡♥❄

▼❡✐♥❡r P❡rs♦♥ ✐st ♠✐r ♥✐❝❤t s♦ ✇✐❝❤t✐❣✱ ✇✐❡ ❜❡✐ ❥✉♥❣❡♥ ▼❡♥s❝❤❡♥ ❇❡❣❡✐st❡r✉♥❣ ❢ür
▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ③✉ ✇❡❝❦❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜ ❤❛❜❡ ✐❝❤ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ✈♦♥ ▼❖◆❖■❉ ❡✐♥✐❣❡ s♣❛♥✲
♥❡♥❞❡ ❇ü❝❤❡r ü❜❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❤❡r❛✉s❣❡❣❡❜❡♥✿ ❑♦❧❧❡❦t❛♥❡❡♥ ✭✶✾✾✷✮✱ ❇❡✇❡✐s❡ ✉♥❞
t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❋r❛❣❡♥ ✭✶✾✾✺✮✱ P❡r❧❡♥ ✭✶✾✾✺✮✱ ❋♦r♠❡❧♥ ✭✶✾✾✻✮✱ ❱♦♠ ❈❤❛r♠❡ ❞❡r ✒✈❡r✲
❜❧❛sst❡♥✏ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✭✷✵✵✵✮✳ ▲❡✐❞❡r s✐♥❞ ❞✐❡s❡ ❇ü❝❤❡r ❤❡✉t❡ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❡r❤ä❧t❧✐❝❤✳

❲❛s ♠ö❝❤t❡♥ ❙✐❡ ✉♥s❡r❡♥ ▲❡s❡r✐♥♥❡♥ ✉♥❞ ▲❡s❡r♥ ♠✐t ❛✉❢ ❞❡♥ ❲❡❣ ❣❡❜❡♥❄

✒❊s ❜❡st❡❤t ❦❡✐♥ ❩✇❡✐❢❡❧✱ ❞❛ss ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❞✐❡ ❊❤r❡ ❣❡❜ü❤rt✱ ✐♠ ❜❡s♦♥❞❡r❡♥
❇❧✐❝❦❢❡❧❞ ❞❡r Ö✛❡♥t❧✐❝❤❦❡✐t ③✉ st❡❤❡♥✳ ●✐❧t s✐❡ ❞♦❝❤ ❛❧s ❡✐♥❡ ❞❡r ✉♥✈❡r③✐❝❤t❜❛r❡♥
❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❤♦❝❤ t❡❝❤♥✐s✐❡rt❡ ❲❡❧t ❞❡s ❣❧♦❜❛❧❡♥ ❲❡tt❜❡✇❡r❜s✳✏

❉✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❢ür ❞❡♥ ❈♦♠♣✉t❡r✲❋❛♥

●❡s♣✐❡❣❡❧t❡ ❙✉♠♠❡♥

❊✐♥❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❩❛❤❧ n ∈ N ❤❡✐ÿt P❛❧✐♥❞r♦♠✱ ✇❡♥♥ ✐❤r❡ ❩✐✛❡r♥ ✭✐♠ ❉❡③✐♠❛❧s②st❡♠✮
✐♥ ✉♠❣❡❦❡❤rt❡r ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❩❛❤❧ ❡r❣❡❜❡♥✳ ❩✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✐st 13531 ❡✐♥
P❛❧✐♥❞r♦♠✱ 13513 ❤✐♥❣❡❣❡♥ ♥✐❝❤t✳

❲✐r ✇♦❧❧❡♥ ✉♥s ♥✉♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡s ❱♦r❣❡❤❡♥ ❛♥s❝❤❛✉❡♥✿ ❲✐r ❜❡❣✐♥♥❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❜❡❧✐❡✲
❜✐❣❡♥ ❩❛❤❧ n0 ✉♥❞ ❜❡st✐♠♠❡♥ ❞✐❡ ❩❛❤❧ m0✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❯♠❦❡❤r❡♥ ❞❡r ❩✐✛❡r♥ ✈♦♥
n0 ❡♥tst❡❤t✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❜❡st✐♠♠❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ n1 = n0+m0✳ ■st ❞✐❡s❡ ❩❛❤❧
❡✐♥ P❛❧✐♥❞r♦♠✱ s♦ s✐♥❞ ✇✐r ❢❡rt✐❣✱ ❛♥❞❡r♥❢❛❧❧s ✇✐❡❞❡r❤♦❧❡♥ ✇✐r ❞❛s ●❛♥③❡ ♠✐t n1✱
❜❡st✐♠♠❡♥ ❛❧s♦ m1 ✉♥❞ n2 = n1 +m1 ✉♥❞ s♦ ✇❡✐t❡r✳

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ✹✵



❛✮ ❇❡st✐♠♠❡ ❢ür ❛❧❧❡ ❩❛❤❧❡♥ n0 = 1, ... , 20000✱ ♥❛❝❤ ✇✐❡ ✈✐❡❧❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞❛s
❡rst❡ ▼❛❧ ❡✐♥ P❛❧✐♥❞r♦♠ ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✳

❜✮ ❲❡❧❝❤❡s ✐st ❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡ ❦❧❡✐♥st❡ ❩❛❤❧ n(k)✱ ❢ür ❞✐❡ ♥❛❝❤ ❣❡♥❛✉ k ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❡✐♥
P❛❧✐♥❞r♦♠ ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞❄

❆❝❤t✉♥❣✿ ❊s ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❩❛❤❧❡♥ ❣❡❜❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ♥✐❡ ❡✐♥ P❛❧✐♥❞r♦♠ ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✳
❊s ✐st ❞❛❤❡r s✐♥♥✈♦❧❧✱ ❡✐♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ✈♦r③✉❣❡❜❡♥✳

✭❋❋✮

❍✐♥✇❡✐s✿ ■❤r ❦ö♥♥t ❊✉r❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ❜✐s ③✉♠ ✶✵✳ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✷✶ ❡✐♥s❝❤✐❝❦❡♥❀ ❞❡♥♥ ❛✉❝❤ ❤✐❡r

❣✐❜t ❡s P✉♥❦t❡ ③✉ ❡r❣❛tt❡r♥✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❱❡r❣❛❜❡ ❞❡s ❋♦rs❝❤❡r♣r❡✐s❡s ❡✐♥❣❡❤❡♥✳ ❊✐♥ ❡✐❣❡♥❡s Pr♦✲

❣r❛♠♠ s♦❧❧t❡t ■❤r ❛❧s ❚❡①t❞❛t❡✐ ✉♥❞ ❞✐❡ ❊①❡✲❉❛t❡✐ ❛♠ ❜❡st❡♥ ✒❣❡③✐♣♣t✏ ❛❧s ❊✲▼❛✐❧✲❆♥❤❛♥❣ ❛♥

♠♦♥♦✐❞❅♠❛t❤❡♠❛t✐❦✳✉♥✐✲♠❛✐♥③✳❞❡ ❡✐♥s❡♥❞❡♥✳

❉✐❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ü❜❡r♥ä❝❤st❡♥ ❍❡❢t ❡rs❝❤❡✐♥❡♥✳

▲ös✉♥❣ ❞❡r ❈♦♠♣✉t❡r✲❆✉❢❣❛❜❡
❛✉s ▼❖◆❖■❉ ✶✹✹

■♥ ❍❡❢t ✶✹✹ st❡❧❧t❡♥ ✇✐r ❊✉❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆✉❢❣❛❜❡✿

❋är❜✉♥❣❡♥ ❞❡s ❉♦❞❡❦❛❡❞❡rs

❉✐❡ ♠❡✐st❡♥ ❲ür❢❡❧ ❢ür ❙♣✐❡❧❡ s✐♥❞ s❡❝❤ss❡✐t✐❣✱ ❛❧s♦ ❑✉❜❡♥✳ ❋ür ♠❛♥❝❤❡ ❙♣✐❡❧❡ ✇❡r✲
❞❡♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❲ür❢❡❧ ♠✐t ♠❡❤r ♦❞❡r ✇❡♥✐❣❡r ❋❧ä❝❤❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❲✐r ✇♦❧❧❡♥ ❤✐❡r
❡✐♥❡♥ ③✇ö❧❢s❡✐t✐❣❡♥ ❲ür❢❡❧ ✭❉♦❞❡❦❛❡❞❡r✮ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✳ ❉❡r ❲ür❢❡❧❤❡rst❡❧❧❡r ♠ö❝❤t❡
❞✐❡ ❲ür❢❡❧ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❜❛r ♠❛❝❤❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❡r ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ tr❛♥s♣❛r❡♥✲
t❡♥ ▲❛❝❦ ü❜❡r③✐❡❤t✱ s♦❞❛ss ❞❡r ❩❛❤❧❡♥✇❡rt ❞❡r ❋❧ä❝❤❡ s✐❝❤t❜❛r ❜❧❡✐❜t✳ ❊r ❤❛t ✈✐❡r
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▲❛❝❦❢❛r❜❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ ✉♥❞ ❦❛♥♥ ❥❡❞❡ ❞❡r ③✇ö❧❢ ❋❧ä❝❤❡♥ ❡✐♥③❡❧♥
❧❛❝❦✐❡r❡♥✳ ❉❛❜❡✐ s♦❧❧❡♥ ❦❡✐♥❡ ③✇❡✐ ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❋❛r❜❡ ❡r❤❛❧t❡♥✳
❲✐❡ ✈✐❡❧❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❲ür❢❡❧ ❦ö♥♥❡♥ s♦ ❡r③❡✉❣t ✇❡r❞❡♥❄
❙❝❤r❡✐❜❡ ❡✐♥ Pr♦❣r❛♠♠✱ ❞❛s ❞✐❡s❡s ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐s❝❤❡ Pr♦❜❧❡♠ ❞✉r❝❤ ❆✉s♣r♦❜✐❡r❡♥
❧öst✳

▲ös✉♥❣

❩✉♥ä❝❤st ♥✉♠♠❡r✐❡r❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥
❞❡s ❉♦❞❡❦❛❡❞❡rs ✈♦♥ ✶ ❜✐s ✶✷ ❞✉r❝❤✱ ③✳
❇✳ ✇✐❡ ✐♥ ❞❡r ●r❛✜❦✳ ❉✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥ ✶ ✉♥❞
✷ s✐♥❞ ❜❡♥❛❝❤❜❛rt✱ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥ ✸ ✉♥❞ ✶✵
s✐♥❞ ❜❡♥❛❝❤❜❛rt ✉♥❞ s♦ ✇❡✐t❡r✳ ■♥s❣❡s❛♠t
❣✐❜t ❡s ✸✵ P❛❛r❡ ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡r ❋❧ä❝❤❡♥✳
❉✐❡s❡ P❛❛r❡ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ Pr♦❣r❛♠♠ ❢❡st ❛♥✲
❣❡❣❡❜❡♥✳

1

2

4

3

5

6

7

89

10

11

12 ❆✉ÿ❡♥✢ä❝❤❡
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❉❛♥❛❝❤ ❜❡❦♦♠♠t ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ ✶ ❡✐♥❡ ✈♦♥ ✈✐❡r ❋❛r❜❡♥✳ ❊s ✇✐r❞ ❣❡t❡st❡t✱ ♦❜ ❞✐❡
✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s❢r❡✐ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✳ ■st ❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❛♥♥ ❜❡❦♦♠♠t ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ ✷ ❡✐♥❡
✈♦♥ ✈✐❡r ❋❛r❜❡♥ ✉♥❞ ❡s ✇✐r❞ ❣❡t❡st❡t✱ ♦❜ ❞✐❡ ✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s❢r❡✐ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st ✉♥❞ s♦
❢♦rt✳ ❏❡❞❡s ▼❛❧✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ③✇ö❧❢t❡ ❋❧ä❝❤❡ ❡✐♥❡ ❋❛r❜❡ ✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s❢r❡✐ ③✉❣❡✇✐❡s❡♥
❜❡❦♦♠♠t✱ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❩ä❤❧❡r ✉♠ ✶ ❡r❤ö❤t✳ ❆❧s ❊r❣❡❜♥✐s ❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r ✷✹✵ ♠ö❣❧✐❝❤❡
❋är❜✉♥❣❡♥ ❞❡s ❲ür❢❡❧s✳
❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❛♥③❛❤❧❴❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥✭❛♥③❛❤❧❴❢❛r❜❡♥❂✹✮ ✐♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ P②t❤♦♥✲
Pr♦❣r❛♠♠ ❣✐❜t ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❋är❜✉♥❣❡♥ ♠✐t ❛♥③❛❤❧❴❢❛r❜❡♥ ✭✈♦r✲
❡✐♥❣❡st❡❧❧t✿ ✹✮ ③✉rü❝❦✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ✇✐r❞ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥♠❛❧ ❞✐❡ ■♥③✐❞❡♥③t❛❜❡❧❧❡
✐♥③✐❞❡♥③ ❢❡st❣❡❧❡❣t✳ ❉✐❡s❡s ✐st ❡✐♥❡ ▲✐st❡ ❛❧❧❡r P❛❛r❡ ✈♦♥ ◆✉♠♠❡r♥✱ ❞✐❡ ❢ür ❜❡✲
♥❛❝❤❜❛rt❡ ❋❧ä❝❤❡♥ ✐♠ ❉♦❞❡❦❛❡❞❡r st❡❤❡♥✳ ❉❛s ❉♦❞❡❦❛❡❞❡r ❤❛t ✸✵ ❑❛♥t❡♥✱ ❛❧s♦
s✐♥❞ ❡s ✸✵ P❛❛r❡✳
❉✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ t✐❡❢❡ ❡r❤ä❧t ❞❡♥ ❣röÿt❡♥ ❲❡rt ❛✉s ❞❡r ■♥③✐❞❡♥③t❛❜❡❧❧❡✱ ❛❧s♦ ✶✷✳
❲❡♥♥ ✇✐r ❢ür ❛♥❞❡r❡ ❑ör♣❡r✱ ❡t✇❛ ❚❡tr❛❡❞❡r ♦❞❡r ❲ür❢❡❧✱ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣
✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ ❜r❛✉❝❤❡♥ ✇✐r ♥✉r ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ ■♥③✐❞❡♥③t❛❜❡❧❧❡✳ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡♥
✇✐r❞ ❞❛♥♥ ❛✉t♦♠❛t✐s❝❤ ❡r♠✐tt❡❧t ✉♥❞ t✐❡❢❡ ③✉❣❡✇✐❡s❡♥✳ ❙♦ t❛✉❝❤t ❞✐❡ ❩❛❤❧ ✶✷ ✐♠
Pr♦❣r❛♠♠ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❛✉❢✳
❆❧s ♥ä❝❤st❡s ✇✐r❞ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ♣r✉❡❢❡✭❢❛❡r❜✉♥❣✮ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❍✐❡r ✐st ❢❛❡r❜✉♥❣
❡✐♥❡ ▲✐st❡ ✈♦♥ ❋❛r❜❡♥✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥ ❞❡s ❉♦❞❡❦❛❡❞❡r ③✉❣❡✇✐❡s❡♥ ✇✉r✲
❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ▲✐st❡ ❦❛♥♥ ✉♥✈♦❧❧stä♥❞✐❣ s❡✐♥✱ ❞❛s ❤❡✐ÿt✱ ❞✐❡ ▲✐st❡ ❦❛♥♥ ❡✐♥❡ ▲ä♥❣❡
k ≤ tiefe ❤❛❜❡♥✳ ❊s ❤❛❜❡♥ ❞❛♥♥ ♥✉r ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥ 1, ... , k ❋❛r❜❡♥ ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❉✐❡
❋✉♥❦t✐♦♥ ♣r✉❡❢❡✭❢❛❡r❜✉♥❣✮ t❡st❡t ❥❡t③t ❢ür ❥❡❞❡s P❛❛r ❛✉s ❞❡r ■♥③✐❞❡♥③t❛❜❡❧❧❡✱
❢ür ❞❛s ❜❡✐❞❡ ❲❡rt❡ ❤ö❝❤st❡♥s k s✐♥❞✱ ♦❜ ❜❡✐❞❡ ❋❧ä❝❤❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❋❛r❜❡♥
❤❛❜❡♥✳ ◆✉r ✇❡♥♥ ❞✐❡s ❞❡r ❋❛❧❧ ✐st✱ ✇✐r❞ ❞❡r ❲❡rt ❚r✉❡ ③✉rü❝❦❣❡❣❡❜❡♥✱ s♦♥st
❋❛❧s❡✳
❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ♥♦❝❤❴♠♦❡❣❧✐❝❤❡❴❢❛❡r❜✉♥❣❡♥✭❢❛❡r❜✉♥❣✮ ❡r❤ä❧t ❡✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡r✲
✇❡✐s❡ ✉♥✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ▲✐st❡ ❢❛❡r❜✉♥❣ ✉♥❞ ❜❡st✐♠♠t✱ ❛✉❢ ✇✐❡ ✈✐❡❧❡ ❲❡✐s❡♥ ❞✐❡s❡
③✉ ❡✐♥❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❋är❜✉♥❣ ✭♠✐t ✉♥❣❧❡✐❝❤❡♥ ❋❛r❜❡♥ ❛♥ ❛♥❣r❡♥③❡♥❞❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥✮
❢♦rt❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ■st ❞✐❡ ✭♠ö❣❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ♥♦❝❤ ✉♥✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡✮ ❢❛❡r❜✉♥❣
♥✐❝❤t ✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s❢r❡✐✱ s♦ ❧ässt s✐❡ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ③✉ ❡✐♥❡r ✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s❢r❡✐❡♥ ✈♦❧❧stä♥✲
❞✐❣❡♥ ❋är❜✉♥❣ ❡r❣ä♥③❡♥✳ ❉❛❤❡r ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❞❡r ❲❡rt ✵ ❢ür ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r
▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ③✉rü❝❦❣❡❣❡❜❡♥✳ ❆♥❞❡r♥❢❛❧❧s ✐st ❞✐❡ ❋är❜✉♥❣ ❜✐s❧❛♥❣ ✇✐❞❡rs♣r✉❝❤s✲
❢r❡✐✳ ■st ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❋är❜✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤ t✐❡❢❡✱ s♦ ✐st ❞✐❡ ▲✐st❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣✱ ✉♥❞ ❡s
✇✐r❞ ✶ ③✉rü❝❦❣❡❣❡❜❡♥✳ ❍❛t ❢❛❡r❜✉♥❣ ❡✐♥❡ ▲ä♥❣❡ k < tiefe✱ s♦ ✇✐r❞ ❞✐❡ ▲✐st❡
❢❛❡r❜✉♥❣ ✉♠ ❞❡♥ ❊✐♥tr❛❣ ❢❛r❜❡ ✈❡r❧ä♥❣❡rt✱ ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡s❡ ❧ä♥❣❡r❡ ▲✐st❡ ✇✐r❞ ❞✐❡
❆♥③❛❤❧ ❞❡r ♥♦❝❤ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❋är❜✉♥❣❡♥ ❜❡st✐♠♠t✳ ❋ür ❛❧❧❡ ③✉❧äss✐❣❡♥ ❲❡rt❡ ✈♦♥
❢❛r❜❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡s❡ ❩❛❤❧❡♥ ❛❞❞✐❡rt ✉♥❞ ③✉rü❝❦❣❡❜❡♥✳
❯♠ ♥✉♥ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❋är❜✉♥❣❡♥ ❞❡s ❉♦❞❡❦❛❡❞❡r ❛✉s③✉r❡❝❤♥❡♥✱ ✇✐r❞
♥♦❝❤❴♠♦❡❣❧✐❝❤❡❴❢❛❡r❜✉♥❣❡♥✭❬❪✮ ♠✐t ❡✐♥❡r ❧❡❡r❡♥ ▲✐st❡ ❬❪ ❛❧s ❲❡rt ❢ür
❢❛❡r❜✉♥❣ ❛✉❢❣❡r✉❢❡♥✳ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✱ ❡✐♥❡ ❧❡❡r❡ ❋är❜✉♥❣ ③✉ ❡r❣ä♥✲
③❡♥✱ ✐st ♦✛❡♥❜❛r ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❋är❜✉♥❣❡♥ ✐♥s❣❡s❛♠t✳

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ✹✷



P②t❤♦♥✲❈♦❞❡

❞❡❢ ❛♥③❛❤❧❴❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ✭❛♥③❛❤❧❴❢❛r❜❡♥ ❂✹✮✿

✐♥③✐❞❡♥③ ❂ ❬✭ ✶✱ ✷✮✱ ✭ ✶✱ ✸✮✱ ✭ ✶✱ ✹✮✱ ✭ ✶✱ ✺✮✱

✭ ✶✱ ✻✮✱ ✭ ✷✱ ✸✮✱ ✭ ✷✱ ✻✮✱ ✭ ✷✱ ✽✮✱

✭ ✷✱ ✾✮✱ ✭ ✸✱ ✹✮✱ ✭ ✸✱ ✾✮✱ ✭ ✸✱✶✵✮✱

✭ ✹✱ ✺✮✱ ✭ ✹✱✶✵✮✱ ✭ ✹✱✶✶✮✱ ✭ ✺✱ ✻✮✱

✭ ✺✱ ✼✮✱ ✭ ✺✱✶✶✮✱ ✭ ✻✱ ✼✮✱ ✭ ✻✱ ✽✮✱

✭ ✼✱ ✽✮✱ ✭ ✼✱✶✶✮✱ ✭ ✼✱✶✷✮✱ ✭ ✽✱ ✾✮✱

✭ ✽✱✶✷✮✱ ✭ ✾✱✶✵✮✱ ✭ ✾✱✶✷✮✱ ✭✶✵✱✶✶✮✱

✭✶✵✱✶✷✮✱ ✭✶✶ ✱✶✷✮❪

❞❡❢ ♣r✉❡❢❡✭❢❛❡r❜✉♥❣ ✮✿

❢♦r ✭✐✱❥✮ ✐♥ ✐♥③✐❞❡♥③✿

✐❢ ✭♠❛①✭✐✱❥✮❁❂❧❡♥✭❢❛❡r❜✉♥❣ ✮✮✿

✐❢ ✭❢❛❡r❜✉♥❣❬✐✲✶❪ ❂❂ ❢❛❡r❜✉♥❣❬❥✲✶❪✮✿

r❡t✉r♥ ❋❛❧s❡

r❡t✉r♥ ❚r✉❡

❞❡❢ ♥♦❝❤❴♠♦❡❣❧✐❝❤❡❴❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ✭❢❛❡r❜✉♥❣ ✮✿

③❛❡❤❧❡r ❂ ✵

✐❢ ♥♦t ♣r✉❡❢❡✭❢❛❡r❜✉♥❣ ✮✿

r❡t✉r♥ ✵

✐❢ ❧❡♥✭❢❛❡r❜✉♥❣✮ ❂❂ t✐❡❢❡✿

r❡t✉r♥ ✶

❢♦r ❢❛r❜❡ ✐♥ r❛♥❣❡✭✵✱ ❛♥③❛❤❧❴❢❛r❜❡♥ ✮✿

③❛❡❤❧❡r ✰❂ ♥♦❝❤❴♠♦❡❣❧✐❝❤❡❴❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥

✭❢❛❡r❜✉♥❣ ✰❬❢❛r❜❡❪✮

r❡t✉r♥ ③❛❡❤❧❡r

t✐❡❢❡ ❂ ♠❛①✭❬♠❛①✭✐✱❥✮ ❢♦r ✭✐✱❥✮ ✐♥ ✐♥③✐❞❡♥③ ❪✮

r❡t✉r♥ ♥♦❝❤❴♠♦❡❣❧✐❝❤❡❴❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ✭❬❪✮

❃❃❃ ❛♥③❛❤❧❴❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ✭✮

✷✹✵

❉❛s Pr♦❣r❛♠♠ ✐st s♦ ✢❡①✐❜❡❧ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ■♥③✐❞❡♥③t❛❜❡❧❧❡ ❞❡s ❉♦✲
❞❡❦❛❡❞❡rs ❧❡✐❝❤t ❞✉r❝❤ ❥❡❞❡ ❛♥❞❡r❡ ■♥③✐❞❡♥③t❛❜❡❧❧❡ ❡rs❡t③❡♥ ❦❛♥♥✱ ♦❤♥❡ ❞❡♥ ❘❡st
❞❡s Pr♦❣r❛♠♠s ③✉ ✈❡rä♥❞❡r♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢ür ❞❛s ❚❡tr❛❡❞❡r

✐♥③✐❞❡♥③ ❂ ❬✭✶✱✷✮✱ ✭✶✱✸✮✱ ✭✶✱✹✮✱ ✭✷✱✸✮✱ ✭✷ ✱✹✮✱✭✸ ✱✹✮❪

♥❡❤♠❡♥ ✉♥❞ ❢ür ❞❛s ❍❡①❛❡❞❡r ✭❲ür❢❡❧✮✿

✐♥③✐❞❡♥③ ❂ ❬✭✶✱✷✮✱ ✭✶✱✸✮✱ ✭✶✱✹✮✱ ✭✶✱✺✮✱ ✭✷✱✸✮✱ ✭✷✱✺✮✱

✭✷✱✻✮✱ ✭✸✱✹✮✱ ✭✸✱✻✮✱ ✭✹✱✺✮✱ ✭✹✱✻✮✱ ✭✺✱✻✮❪

✹✸ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



❊✐♥ ❇❧✐❝❦ ❤✐♥t❡r ❞✐❡ ❑✉❧✐ss❡♥
❊rr❛t❡♥ ✈♦♥ ❩✐✛❡r ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❑♦♠♠❛

✈♦♥ ❍❛rt✇✐❣ ❋✉❝❤s

❉❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ❉r✳ ◗✉❛♦❛r ✈❡r❛♥st❛❧t❡t ❥❡❞❡s ❏❛❤r ❡✐♥❡ ●❡❜✉rtst❛❣s♣❛rt②✳ ❩✉r
❯♥t❡r❤❛❧t✉♥❣ s❡✐♥❡r ●äst❡ s♣✐❡❧t ❡r ❞❛❜❡✐ st❡ts ❡✐♥ ❘❡❝❤❡♥s♣✐❡❧ ♠✐t ✐❤♥❡♥✳ ❇❡✐
s❡✐♥❡r ❧❡t③t❥ä❤r✐❣❡♥ ❊✐♥❧❛❞✉♥❣ ✇❛r ❡s ❞❛s ❙♣✐❡❧ ✒❊✐♥❡ ❩✐✛❡r ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❑♦♠♠❛✏✳
❉❛s ❙♣✐❡❧ ❧ä✉❢t s♦ ❛❜✿

✶✳ ❊✐♥ ●❛st ❡r❤ä❧t ❡✐♥❡♥ ❚❛s❝❤❡♥r❡❝❤♥❡r ♠✐t ③❡❤♥③✐✛r✐❣❡r ❊r❣❡❜♥✐s❛♥③❡✐❣❡ s♦✇✐❡
❡✐♥❡ ❧✐st❡ ♠✐t ❩❛❤❧❡♥ 3 < p < 10000 ✭❢ür ✉♥s❡r❡ ▲❡s❡r✿ ❞✐❡ ▲✐st❡ ❡♥t❤ä❧t ♥✉r
Pr✐♠③❛❤❧❡♥✮

✷✳ ❉r✳ ◗✉❛♦❛r ❜❡❤❛✉♣t❡t✿ ❇❡✐ ❞❡r ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ❛✉s③✉❢ü❤r❡♥❞❡♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✇✐r❞
✐♠ ❊r❣❡❜♥✐s ❛✉❢ ❞❡r ❡rst❡♥ ❙t❡❧❧❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❑♦♠♠❛ ❞✐❡ ❩✐✛❡r ✺ st❡❤❡♥✳

✸✳ ❉❡r ●❛st ✇ä❤❧t ♥✉♥ ❡✐♥❡ ❩❛❤❧ p✱ q✉❛❞r✐❡rt s✐❡ ✉♥❞ ❛❞❞✐❡rt ✶✼✱ ❞❛♥❛❝❤ ❞✐✈✐❞✐❡rt
❡r ❞✐❡ ❜✐s ❞❛❤✐♥ ❡rr❡❝❤♥❡t❡ ❩❛❤❧ ❞✉r❝❤ ✶✷✳

❉❡r ▼✐ts♣✐❡❧❡r ✐♠ ❧❡t③t❡♥ ❏❛❤r ✕ ❡s ✇❛r ❍❡rr P♥✐♥✱ ◗✉❛♦❛rs ◆❛❝❤❜❛r ✕ ✇ä❤❧t❡ ✾✾✼✸
✉♥❞ r❡❝❤♥❡t❡ (99732+17) : 12 = 8288395, 5 ✕ ✇✐❡ ❉r✳ ◗✉❛♦❛r ✈♦r❤❡r❣❡s❛❣t ❤❛tt❡✳
❉✐❡ ❡rst❛✉♥t❡♥ ●äst❡ ✈❡r❧❛♥❣❡♥ ♥♦❝❤ ❡✐♥ ❙♣✐❡❧✳ ❉❡r ●❛st❣❡❜❡r ✇✐❧❧✐❣t❡ ❡✐♥ ✕ ❛❜❡r
❡r ✈❛r✐✐❡rt❡ ❞✐❡ ❙♣✐❡❧r❡❣❡❧♥ ❡✐♥ ✇❡♥✐❣✿
P♥✐♥ s♦❧❧t❡ ❥❡t③t ③✉ p2 ❞✐❡ ❩❛❤❧ ✷✵ ❛❞❞✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❞❛♥❛❝❤ ✇✐❡❞❡r ❞✉r❝❤ ✶✷ ❞✐✲
✈✐❞✐❡r❡♥✳ ❉❛♥♥ ✕ s♦ s❛❣t❡ ❞r✳ ◗✉❛♦❛r ❞✐❡s♠❛❧ ✈♦r❛✉s ✕ ✇ür❞❡ ✐♠ ❊r❣❡❜♥✐s ❛✉❢
❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❙t❡❧❧❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❑♦♠♠❛ ❞✐❡ ❩✐✛❡r ✺ st❡❤❡♥✳ P♥✐♥ ✇ä❤❧t❡ ✺✵✷✸✳ ▼✐t
(50232 + 20) : 12 = 2102545, 75 ❜❡❤✐❡❧t ❉r✳ ◗✳ ❡r♥❡✉t ❘❡❝❤t✦ ❲❛s st❡❝❦t ❤✐♥t❡r
❞✐❡s❡♠ ❘❡❝❤❡♥tr✐❝❦❄

❉❡s ❘äts❡❧s ▲ös✉♥❣

❩✉♥ä❝❤st✿ ❉✐❡ ❇❡s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❞❡r ❩❛❤❧❡♥ p ❞✉r❝❤ p < 105 ❤❛t ❞❡♥ t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥
●r✉♥❞✿ ❞❛s ❡①❛❦t❡ ❊r❣❡❜♥✐s ❞❡r ❘❡❝❤♥✉♥❣ (p2 + 20) : 12 ❤❛t st❡ts ✇❡♥✐❣❡r ❛❧s ✶✵
❩✐✛❡r♥✳
❉✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡ ❊r❦❧är✉♥❣ ❞❡s ❘❡❝❤❡♥tr✐❝❦s ❣✐❧t ❢ür ❛❧❧❡ Pr✐♠③❛❤❧❡♥ p ≥ 5✳ ❏❡❞❡
Pr✐♠③❛❤❧ p ≥ 5 ❤❛t ❞✐❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ p = 6n − 1 ♦❞❡r p = 6n + 1✳
❋ür ❞❛s ❡rst❡ ❙♣✐❡❧ ❣✐❧t ❞❛♠✐t (p2 + 17) : 12 = ((6n ± 192 + 17) : 12 =
(36n2± 12n+18) : 12 = 3n2± n+1+ 6

12 ✉♥❞ ✇❡❣❡♥ 6
12 = 0, 5 ❣✐❧t ❉r✳ ◗✉❛♦❛rs

❱♦r❛✉ss❛❣❡ ✷✮✳
■♠ ③✇❡✐t❡♥ ❙♣✐❡❧ ✐st (p2+20) : 12 = ((6n±1)2+20) : 12 = 3n2±n+1+ 9

12 ♠✐t
9
12 = 0, 75 ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✐st ❛✉❝❤ ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❙♣✐❡❧ ❉r✳ ◗✉❛♦❛rs ❱♦r❛✉ss❛❣❡ ❜❡❣rü♥❞❡t✳
❊s ✐st ♥✉♥ ❧❡✐❝❤t✱ s❡❧❜st s♦❧❝❤❡ ❩❛❤❧❡♥s♣✐❡❧❡ ♠✐t (p2+x).y ❢ür x✲❲❡rt❡ 6= 17, 6= 20
✉♥❞ y ✲❲❡rt❡ 6= 12 ③✉ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥✳

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ✹✹



❘✉❜r✐❦ ❞❡r ▲ös❡r✐♥♥❡♥ ✉♥❞ ▲ös❡r
❊♥❞st❛♥❞ ♥❛❝❤ ❍❡❢t ✶✹✹

❆❧③❡②✱ ❊❧✐s❛❜❡t❤✲▲❛♥❣❣äss❡r✲●②♠♥❛s✐✉♠ ✭❇❡tr✳ ▲❡❤r❡r✐♥✿ ❋r❛✉ ▲ü♥✐♥❣✮✿
❑❧✳ ✻✿ ❏✐❧❧ ▼❛r✐❡ ❙✐♠♦♥ ✶✹❀
❑❧✳ ✽✿ ❖s❝❛r ❙✉ ✽✷✱ ❏❛♥ ❈❤r✐st✐❛♥ ❲❡❜❡r ✶✽❀
❑❧✳ ✶✶✿ ▲✉❦❛s ❇♦r♥ ✷✻✳

❆s❝❤❛✛❡♥❜✉r❣✱ ❑r♦♥❜❡r❣✲●②♠♥❛s✐✉♠✿

❑❧✳ ✼✿ ❏♦♥❛t❤❛♥ ❘❡✉t❤♥❡r ✷✺✳

❊s♣❡❧❦❛♠♣✱ ❙ö❞❡r❜❧♦♠✲●②♠♥❛s✐✉♠✿

❑❧✳ ✻✿ ▲✐♥✉s ❙❛❧❧♦❝❤ ✷✺✱ ▼✐❦❛ ❙❝❤ä❢❡r ✷✹❀
❑❧✳ ✶✷✿ ▼❛r✈✐♥ ❲❡♥③❡❧ ✹✻✳

❋r✐❡❞❜❡r❣✱ ❆✉❣✉st✐♥❡rs❝❤✉❧❡✿

❑❧✳ ✽✿ ❑♦♥st❛♥t✐♥ ❍❡r❜st ✸✼❀
❑❧✳ ✶✶✿ ❆❧❡❦s❛♥❞r❛ ❍❡r❜st ✷✾✳

●❡✐s❡♥❤❡✐♠✱ ■♥t❡r♥❛tss❝❤✉❧❡ ❙❝❤❧♦ss ❍❛♥s❡♥❜❡r❣✿

❑❧✳ ✶✵✿ ▲❛ss❡ ❇❧✉♠ ✹✶❀ ❑❧✳ ✶✷✿ ❙ö♥❦❡ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ✷✺✳

●✐❧❝❤✐♥❣✱ ❈❤r✐st♦♣❤✲Pr♦❜st✲●②♠♥❛s✐✉♠✿

❑❧✳ ✼✿ ❏❛❝♦❜ ❙❝❤♠✐tt♥❡r ✶✶✳

❍❛❞❛♠❛r✱ ❋ürst✲❏♦❤❛♥♥✲▲✉❞✇✐❣✲❙❝❤✉❧❡✿

❑❧✳ ✺✿ ❏✉❧✐❛ ❍❛♥s ✸❀
❑❧✳ ✶✵✿ ❚❤❡r❡s❛ ❍♦rst❦ött❡r ✶✷✳

❍♦❢✱ ❏♦❤❛♥♥✲❈❤r✐st✐❛♥✲❘❡✐♥❤❛rt✲●②♠♥❛s✐✉♠✿

❑❧✳ ✼✿ ❋✐♥❥❛ ❲❡✐ÿ ✼✳

■♥❣♦❧st❛❞t✱ ❈❤r✐st♦♣❤✲❙❝❤❡✐♥❡r✲●②♠♥❛s✐✉♠✿

❑❧✳ ✺✿ ❚❡❥❛s ❙❤✐✈❛❦✉♠❛r ✶✻❀
❑❧✳ ✼✿ ❏❛❜✐r ❆♦✉③✐ ✶✷✱✺✱ ❙❛r❛❤ ▼❛r❦❤♦❢ ✶✶✳

▲✐♥③✱ ▼❛rt✐♥✉s✲●②♠♥❛s✐✉♠✿

❑❧✳ ✶✵✿ ❙✐♠♦♥ ❲❛❧❞❡❦ ✶✶✳

▼❛✐♥③✱ ❖tt♦✲❙❝❤♦tt✲●②♠♥❛s✐✉♠✿

❑❧✳ ✻✿ ❱✐❝t♦r ▼❛②❡r ✼❀
❑❧✳ ✶✶✿ ❘❛♣❤❛❡❧ ▼❛②❡r ✽✳

▼❛✐♥③✱ ❚❤❡r❡s✐❛♥✉♠✿

❑❧✳ ✶✷✿ ❈❧❡♠❡♥s ❩❛❜❡❧ ✹✵✳

◆❡✉✇✐❡❞✱ ❲❡♠❡r✲❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲●②♠♥❛s✐✉♠✿

❑❧✳ ✽✿ ❏♦♥❛ ❘✐❝❤❛rt③ ✸✳

✹✺ ▼❖◆❖■❉ ✶✹✻



◆ürt✐♥❣❡♥✱ ❆❧❜❡rt✲❙❝❤ä✤❡✲❙❝❤✉❧❡✿

❑❧✳ ✶✸✿ ❏♦❤❛♥♥❡s ❑❡r❤❜❡r❣❡r ✷✺✳

❖❜❡r✉rs❡❧✱ ●②♠♥❛s✐✉♠ ✭❇❡tr❡✉❡♥❞❡ ▲❡❤r❡r✐♥✿ ❋r❛✉ ❇❡✐t❧✐❝❤✮✿
❑❧✳ ✻✿ ❏❛s♠✐♥ ❇♦rr♠❛♥♥ ✶✾
❑❧✳ ✼✿ ▲♦✉✐s❛ ▲✉❦♦✇✐❛❦ ✶✽❀
❑❧✳ ✽✿ ❊♠✐❧✐❡ ❇♦rr♠❛♥♥ ✶✻❀
❑❧✳ ✶✶✿ ❑❛t❤r✐♥ ❇♦rr♠❛♥♥ ✸✵✱ ❏♦s❡✜♥❡ ❑❛ÿ♥❡r ✸✷✳

❙❝❤♦r♥❞♦r❢✱ ❇✉r❣✲●②♠♥❛s✐✉♠✿

❑❧✳ ✶✷✿ ❈❤r✐st✐❛♥ ❈❛r❞❛ ✶✶✳

❙❝❤r♦❜❡♥❤❛✉s❡♥✱ ●②♠♥❛s✐✉♠✿

❑❧✳ ✼✿ ▲✉❝❛ ❙✐♥❞❡❧ ✸✷✳

❙✐♠❜❛❝❤ ❛♠ ■♥♥✱ ❚❛ss✐❧♦✲●②♠♥❛s✐✉♠✿

❑❧✳ ✼✿ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❑♦❜❧❜❛✉❡r ✹✸✳

❚❛♥❣❡r♠ü♥❞❡✱ ❉✐❡st❡r✇❡❣❣②♠❛♥✐s✉♠✿

❑❧✳ ✻✿ ▼❛✐ ▲✐♥❤ ❉❛♥❣ ✷✻❀
❑❧✳ ✾✿ ❚✉ ❙❛♠ ❉❛♥❣ ✹✻✱✺❀
❑❧✳ ✶✶✿ ▼✐r✐❛♠ ❇ütt♥❡r ✸✽✳

❚r✐❡r✱ ❋r✐❡❞r✐❝❤✲❲✐❧❤❡❧♠✲●②♠♥❛s✐✉♠✿

❑❧✳ ✾✿ P❤✐❧✐♣♣ ▲ör❝❦s ✺✵✱✺✳

▼✐tt❡✐❧✉♥❣❡♥

• ❉✐❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ▼❛✐♥③ ❢❡✐❡rt ✼✺✳ ●❡❜✉rtst❛❣✳ ❩✉ ●✉t❡♥❜❡r❣s ❩❡✐t❡♥ ✐♠
❏❛❤r ✶✹✼✼ ❣❡❣rü♥❞❡t ✉♥❞ ✐♥ ♥❛♣♦❧❡♦♥✐s❝❤❡r ❩❡✐t ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ▼❛✐♥③❡r
❯♥✐✈❡rs✐tät ❛♠ ✷✷✳ ▼❛✐ ✶✾✹✻ ❦✉r③ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❊♥❞❡ ❞❡s ❩✇❡✐t❡♥ ❲❡❧t❦r✐❡❣s ❛✉❢
❇❡tr❡✐❜❡♥ ❞❡r ❢r❛♥③ös✐s❝❤❡♥ ❱❡r✇❛❧t✉♥❣ ✇✐❡❞❡r❡rö✛♥❡t✳ ◆❛❝❤ ❞❡♥ ❆♥❢ä♥❣❡♥
❛✉❢ ❞❡♠ ❡❤❡♠❛❧✐❣❡♥ ❑❛s❡r♥❡♥❣❡❧ä♥❞❡ ✇❡st❧✐❝❤ ❞❡r ❢❛st ✈ö❧❧✐❣ ③❡rstört❡♥ ❙t❛❞t
▼❛✐♥③ ✇✉❝❤s ❞✐❡ ❏●❯ ③✉ ❡✐♥❡r ❞❡r ❣r♦ÿ❡♥ ❞❡✉ts❝❤❡♥ ❯♥✐✈❡rs✐tät❡♥ ♠✐tt❡♥ ✐♠
❍❡r③❡♥ ❊✉r♦♣❛s ✕ ❡✐♥❡ ❜❡❡✐♥❞r✉❝❦❡♥❞❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✉♥❞ ❡✐♥ ❣✉t❡r ●r✉♥❞ ③✉♠
❋❡✐❡r♥✳

▼❖◆❖■❉ ✶✹✻ ✹✻



❉❛s ▲❡✐t✇♦rt ✒❯t ♦♠♥❡s ✉♥✉♠ s✐♥t ✕ ❉❛ss ❛❧❧❡ ❡✐♥s s❡✐❡♥✏✱ ✉♥t❡r ❞❡♠ ❞✐❡
❯♥✐✈❡rs✐tät ▼❛✐♥③ ❢❡✐❡r❧✐❝❤ ✇✐❡❞❡r❡rö✛♥❡t ✇✉r❞❡✱ ③❡✐❝❤♥❡t s✐❡ ❜✐s ❤❡✉t❡ ❛✉s✿
✼✺ ❏❛❤r❡ ♥❛❝❤ ✐❤r❡r ❲✐❡❞❡r❡rö✛♥✉♥❣ s♣✐❡❣❡❧t s✐❝❤ ❞✐❡s ✐♥ ❡✐♥❡r ❧❡❜❡♥❞✐❣❡♥ ❛❦❛✲
❞❡♠✐s❝❤❡♥ ●❡♠❡✐♥s❝❤❛❢t✱ ❡✐♥❡r ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡♥ ❙t✉❞✐❡r❡♥❞❡♥s❝❤❛❢t ✉♥❞ ❡✐♥❡♠
❡✐♥③✐❣❛rt✐❣❡♥ ❈❛♠♣✉s ✇✐❞❡r✳ ❉✐❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❛❧s ●❡♠❡✐♥s❝❤❛❢t ❞❡r ❋♦rs❝❤❡♥❞❡♥✱
▲❡❤r❡♥❞❡♥ ✉♥❞ ▲❡r♥❡♥❞❡♥ t❛❣tä❣❧✐❝❤ ③✉ ❧❡❜❡♥✱ ❣❡❤ört ③✉ ✉♥s❡r❡♠ ❙❡❧❜st✈❡r✲
stä♥❞♥✐s✳
❲✐r ❣r❛t✉❧✐❡r❡♥ ✉♥s❡r❡r ❍❡✐♠❛t✉♥✐✈❡rs✐tät ❣❛♥③ ❤❡r③❧✐❝❤✳

• ❉❡r ▼❛✐♥③❡r ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢ts♠❛r❦t ✜♥❞❡t ❛❜ ✶✶✳ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✷✶ ❛✉❢ ❞❡r
✈✐rt✉❡❧❧❡♥ P❧❛tt❢♦r♠ ✒❲✐▼❛ ❞✐❣✐t❛❧✏ st❛tt✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✇✐r❞ ❡s ❡✐♥❡ ❲✐ss❡♥✲
s❝❤❛❢ts✲❇♦① ❣❡❜❡♥✱ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät
▼❛✐♥③ ♥❛❝❤ ❍❛✉s❡ ❣❡❧✐❡❢❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✇✐r❞ ❡✐♥❡
❆✉s❣❛❜❡ ❞✐❡s❡s ❍❡❢t❡s ❜❡✐❧✐❡❣❡♥✱ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❙♦♥❞❡rt❡✐❧ ✐♥ ❞❡r ▼✐tt❡✳ ❉✐❡ ❜❡r❡✐ts
❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ❤✐❡r❢ür ✜♥❞❡t ■❤r ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✐♥ ❞❡r ▼✐tt❡ ❞✐❡s❡s ❍❡❢t❡s✳
❆❧❧❡ ❇❡✐trä❣❡ ✇❡r❞❡♥ ❊✉❝❤ ③✉ ❣❡❣❡❜❡♥❡r ❩❡✐t ❡❜❡♥❢❛❧❧s ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ ❣❡st❡❧❧t✳

• ❆❜♦✲❇❡✐tr❛❣✿ ❇✐tt❡ ❞❡♥❦t ❞❛r❛♥✱ ❞❡♥ ❆❜♦✲❇❡✐tr❛❣ ✐♥ ❍ö❤❡ ✈♦♥ ✶✺◆ ❢ür
❞❛s ❑❛❧❡♥❞❡r❥❛❤r ✷✵✷✶ ❛✉❢ ❞❛s ▼❖◆❖■❉✲❑♦♥t♦✱ ◆✉♠♠❡r ✺✵✺ ✾✹✽ ✵✶✽ ❜❡✐ ❞❡r
▼❛✐♥③❡r ❱♦❧❦s❜❛♥❦ ✭❇▲❩ ✺✺✶ ✾✵✵ ✵✵✮ ③✉ ü❜❡r✇❡✐s❡♥ ✭❆♥❣❛❜❡ ❞❡s ❆❜♦♥♥❡♥t❡♥
♥✐❝❤t ✈❡r❣❡ss❡♥✦✮✳
❊✐♥❡ ❣ü♥st✐❣❡ ❋♦r♠✱ ❞❡♥ ❆❜♦✲❇❡✐tr❛❣ ③✉ ü❜❡r✇❡✐s❡♥✱ ✐st ❞❡r ❉❛✉❡r❛✉❢tr❛❣✱ ❞❛
♠❛♥ ❞❛♥♥ ❞✐❡ Ü❜❡r✇❡✐s✉♥❣ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✈❡r❣✐sst ✉♥❞ ❞❛s ❆❜♦♥♥❡♠❡♥t ♦❤♥❡
❯♥t❡r❜r❡❝❤✉♥❣ ✇❡✐t❡r❧ä✉❢t✳

❉✐❡ ❘❡❞❛❦t✐♦♥

▲❡✐t✉♥❣✿ ❉r✳ ❈②♥t❤✐❛ ❍♦❣✲❆♥❣❡❧♦♥✐ ✭❱✳✐✳❙✳❞✳P✳✮✱ ▼❛r❝❡❧ ●r✉♥❡r
▼✐t❣❧✐❡❞❡r✿ ❆♥❣❡❧✐❦❛ ❇❡✐t❧✐❝❤✱ ▲❛✉r❛ ❇✐r♦t❤✱ Pr♦❢✳ ❲♦❧❢❣❛♥❣ ❏✳ ❇ü❤❧❡r P❤✳ ❉✳✱
❈❤r✐st❛ ❊❧③❡✱ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❋✐s❝❤❡r✱ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❙t❡✛❡♥ ❋rö❤❧✐❝❤✱ ❉r✳ ❍❛rt✇✐❣ ❋✉❝❤s✱ ❲✐❧❧②
●❡♠♠❡r✱ ❉r✳ ❑❧❛✉s ●♦r♥✐❦✱ ❏❛s♠✐♥ ❍❛❛❣✱ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❆❝❤✐♠ ❑❧❡♥❦❡✱ ❆rt❤✉r ❑ö♣♣s✱
P❉ ❉r✳ ▼❛r❣❛r✐t❛ ❑r❛✉s✱ ❉r✳ ❊❦❦❡❤❛r❞ ❑r♦❧❧✱ ❙✉s❛♥♥❡ ▲ü♥✐♥❣✱ ▼❛rt✐♥ ▼❛tt❤❡✐s✱
❉r✳ ▼❛①✐♠✐❧✐❛♥ Pr❡✐s✐♥❣❡r✱ ❋r❛♥❦ ❘❡❤♠✱ ❙✐❧❦❡ ❙❝❤♥❡✐❞❡r✱ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❍❛♥s✲❏ür❣❡♥
❙❝❤✉❤✱ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❉✉❝♦ ✈❛♥ ❙tr❛t❡♥✱ ❉r✳ ❙✐❡❣❢r✐❡❞ ❲❡❜❡r
❲❡✐t❡r❡ ▼✐t❛r❜❡✐t❡r✿ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❱❛❧❡♥t✐♥ ❇❧♦♠❡r✱ ❉r✳ ❱♦❧❦❡r Pr✐❡❜❡✱ ❉r✳ ❙t❡❢❛♥
❑❡r♠❡r
❩✉s❛♠♠❡♥st❡❧❧✉♥❣ ✉♥❞ ❙❛t③✿ ❱❡r❛ ❍♦❢♠❛♥♥
■♥t❡r♥❡t ✉♥❞ ❑♦rr❡❦t✉r ❞❡r ❡✐♥❣❡s❛♥❞t❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥✿ ❋r❛♥③✐s❦❛ ●❡✐s
❇❡tr❡✉✉♥❣ ❞❡r ❆❜♦♥♥❡♠❡♥ts ✉♥❞ ❱❡rs❛♥❞✿ ▼❛r❝❡❧ ●r✉♥❡r✱ ❑❛t❤❡r✐♥❡
P✐❧❧❛✉
❚✐t❡❧❧❛②♦✉t✿ ❑❛rst❡♥ ▼ü❧❧❡r✱ ❇ür♦ ❙❝❤✇❛r③s❝❤✐❧❞ ❲✐❡s❜❛❞❡♥
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